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KOGNITYWNE ASPEKTY W EDUKAC]JI MATEMATYCZNE]

Wprowadzenie

Carl Friedrich Gauss stwierdzil, ze ,,[...] Istotg matematyki jest poszukiwanie rygory-
stycznej Scistosci dowodowej™. Utozsamia sie¢ ja ze schematyzmem i odtwdrczosécia. Naj-
lepiej mozna okresli¢ matematyke jako najogdlniejsza nauke dedukcyjng. Przedmiot ba-
dan matematyki stanowig teorie uwzgledniajace w swych rozwazaniach pewien zespét po-

je¢ pierwotnych, jaki$ uklad prawd o tych przedmiotach, jaki$ zestaw regul wnioskowania.

Dydaktyka matematyki a konstruktywizm

Konstruktywizm jest nurtem socjologicznym, ktérego podstawowe zalozenia wcigz
wzbudzajg wiele kontrowersji. Pomimo tego konstruktywistyczna teoria uczenia si¢ jest
akceptowana zaréwno w teorii jak i w praktyce pedagogicznej. W teorii konstruktywizmu
pedagogicznego tacza sie wszystkie najlepsze tradycje nauczania - od Sokratesa, Platona,
Arystotelesa czy $w. Augustyna (twierdzili, Ze w poszukiwaniu prawdy nalezy polega¢ na
doswiadczeniach zmystowych) przez Komenskiego, po Korczaka, Montessori i Deweya.
Ich podstawe teoretyczng tworza prace Piageta (okreslanej czesto jako konstruktywizm
rozwojowo-poznawczy, wiedza jest aktywnie tworzona/konstruowana przez uczacego sig,
a nie biernie odbierana z otoczenia)’, Wygotskiego (rozwdj umystowy jest procesem spo-
teczno-kulturowym)® i Brunera (uczenie si¢ nie jest jedynie funkcja receptywna jednostki,

' M. Kline, Podstawy matematyki, Problemy 1997/1, s. 45-58.

* ]. Piaget, Studia z psychologii dziecka, PWN, Warszawa 1966.

* L.S. Wygotski, Mind in socjety, The development of higher psychological processes, Cambridge, Cambridge
University Press 1978.
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dzieki ktorej otrzymuje ona informacje o otaczajacej rzeczywistoséci, lecz uczestniczeniem
w konstruowaniu spotecznego $wiata oraz wspdlnej kultury)*.

Pod pojgciem konstruktywizmu rozumie si¢ zbidr teorii nie tyle nowych, co wcigz na
nowo przywolywanych i interpretowanych w réznych dyscyplinach naukowych, w tym
w psychologii, filozofii, socjologii czy pedagogice. Konstruktywistyczne ujecie procesu
uczenia si¢ wymaga uwzglednienia przede wszystkim dwdch perspektyw: epistemologicz-
nej, a wigc odpowiedzi na pytanie, w jaki sposob ludzka wiedza tworzona jest w spoleczen-
stwie oraz psychologicznej skupiajacej si¢ na sposobach tworzenia tejze wiedzy w umysle
jednostki. Istnieje bardzo wiele psychologicznych teorii uczenia si¢ uwzgledniajacych kon-
struktywistyczny punkt widzenia, to znaczy uznajacych osobe uczaca si¢ za aktywna wy-
bidrczo oraz zorganizowang jednostke’.

Jak twierdzi Klaus-Stanska ,[...] Dwie perspektywy konstruktywizmu epistemolo-
giczng i psychologiczng faczy przekonanie, ze wiedza nie jest ,,obiektywna” i ponadosobo-
wa; przeciwnie, wiedza jest zawsze ,czyja$™ . Tak wigc w procesie wytwarzania wiedzy
i korzystania z niej kluczowe znaczenia ma kultura, a zwlaszcza jezyk jako jej glowny ele-
ment. Przyjecie tego stanowiska ,,[...] ma daleko idace konsekwencje dla metodologii i teo-
rii wszystkich dyscyplin naukowych, w tym dydaktyki, a dla tej ostatniej dodatkowo two-
rzy nowe konteksty definiowania wiedzy, bedgcej osrodkiem praktycznych dziatan dydak-
tycznych szkoly, oraz strategii jej intencjonalnego opracowywania™.

W kontekscie gléwnych tez konstruktywizmu, zwazywszy na to, Ze niniejsze opraco-
wanie ma jedynie zasygnalizowa¢ réznorodnos¢ podej$¢ naukowych, postuze si¢ cytatem:
»[...] Konstruktywizm to filozofia nauczania, ktéra bazuje na zalozeniu, ze refleksja nad
naszym doswiadczeniem jest doskonatym punktem wyjscia do wlasnego rozumienia $wia-

»

ta. Kazdy z nas tworzy wlasne ,reguly” i ,umystowe modele”, ktdre staramy sie stosowac,
aby lepiej zrozumie¢ nasze doswiadczenia w poznawaniu otaczajacego nas $wiata. Uczenie
to proces, ktory pozwala na dostosowanie sie naszych umystowych modeli do nowych do-
$wiadczen™.

Jest to, zatem zbidr koncepcji i twierdzen o ograniczeniach ludzkiego poznania, o su-
biektywizmie poznania, trudnosciach w osiagnieciu ostatecznej prawdy oraz jej zmienno-
$ci. Koncepcja konstruktywizmu matematycznego, bedaca w zgodzie z filozofig méwi, ze
obiekty matematyczne (np.: tréjkat, liczba Pi, nieskonczonos¢, zbiér liczb naturalnych)
tworzy sie za pomocg konstrukgji, ktdre sg realne w skonczonej liczbie krokéw. Jezeli zo-
stanie podany skonczony algorytm budowy danego bytu wtedy dopiero uznaje si¢ jego ist-
nienie i matematyk moze si¢ nim zajmowac. Prostym przyktadem jest konstrukcja zbioru
liczb rzeczywistych ze zbioru liczb naturalnych.

* ].S. Bruner, H. Haste, Making sense. The child’s construction of the world, New York, Methuen 1987,
[w:] Tekst (w) sieci, http://encyklopediadziecinstwa.pl/index.php/Konstruktywizm_jako_teoria_uczenia_
$1%C4%99, [2021.02.10].

B. Gofron, Konstruktywistyczne ujecie procesu uczenia sig, [w:] Periodyk Naukowy Akademii Polonijnej,
2013/1 (7), s. 159.

D. Klus-Stanska, Dydaktyka wobec chaosu pojec i zdarzen, Warszawa 2010, s. 266.

W. Muzal, Teorie i filozofie nauczania, Wirtualna edukacja, Czasopismo Elektroniczne, [w:] Tekst (w) sieci,
http://grouper:ieee.org/groups/Ittf/we/naucz.html, [2005.09.21].
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Kanon konstruktywizmu pozostaje w zgodzie z wspolczesnymi tendencjami w nau-
czaniu matematyki. Nowe metody nauczania w matematyce znakomicie wpisuja si¢ w pa-
radygmat, oparty na konstruktywistycznym modelu ksztatcenia. Uczenie sie jest procesem
aktywnego konstruowania wiedzy, ktéra zawsze musi by¢ oparta na wiedzy juz posiadanej,
a ta jest determinantem procesu uczenia. Uczen musi by¢ aktywny podczas konstruowania
wiedzy. Nie moze by¢ pasywnym ,,odbiorcg” informacji. Uczenie jako indywidualna kon-
strukcja umystu ludzkiego, powinno by¢ funkcjg dziatania, ma wyptywac z dzialania, a nie
poprzedzaé go®. Przekazywaé mozna tylko informacje. Wiedza jest nieprzekazywalna. Rolg
nauczyciela jest modelowanie proceséw poznawczych ucznia, na podstawie proceséw po-
znawczych stosowanych przez ekspertéw podczas rozwigzywania probleméw. W trakcie
uczenia tworzy si¢ umystowa, pojeciowa struktura, ktora trzeba stopniowo ulepszac i kon-
kretyzowac.

We wspolczesnej teorii konstruktywizmu istotne jest ustalenie w jaki sposob uczen
interpretuje zjawiska, jak je rozumie i w jakiej formie konstruuje znaczenia. Jest to nie-
zmiernie istotne w porozumiewania si¢ nauczyciela z uczniami jezykiem matematyki.
Rozwigzywanie probleméw matematycznych aktywnie angazuje jednostke w konstruowa-
nie nowej wiedzy, gdzie rzeczywisto$¢ zewnetrzna czesto stanowi odkrycie dokonane nie-
$wiadomie przez odkrywce. O charakterze i zasiegu tych proceséw decyduja: doswiadcze-
nia, kontekst spoleczno-kulturowy, rasa, gospodarka, poziom o$wiaty, zawdd, miejsce
zamieszkania, ple¢ czy religia. Umyst ludzki nadaje sens bodzcom percepcyjnym. Jest ak-
tywny i poszukujacy. Wiedza nie jest pakietem informacji, jest dynamicznym procesem in-
terakcji, uczacych si¢ ludzi ze $wiatem.

Niebagatelnym sprzymierzencem pomagajacym wcieli¢c idee konstruktywizmu
w nauczaniu matematyki sa nowe technologie informacyjne. Nauczanie wspomagane na-
rzedziami komputerowymi staje si¢ bardziej zindywidualizowane. Praca z wykorzystaniem
narzedzi technologii informacyjnych sprawia, ze jednostka wykorzystuje oprocz tekstu ob-
raz, poszerzajac tym samym doplyw informacji do mézgu. Sprawniej je przetwarza, for-
muluje mydli a co za tym idzie, sprawniej dziala. W prosty sposéb przenosi sie to na edu-
kacje matematyczng. Matematyka wspomagana mediami cyfrowymi jest atrakcyjna po-
znawczo. Nie ma czasu na nude i znuzenie. Zaleznosci i przeksztalcenia powstaja w czasie.
Na szczeg6lng uwage zastuguja interaktywne programy matematyczne takie, jak: GeoGe-
bra, Cabri czy Wolfram Alpha’; matematyczne programy online - mozna pokazaé ucz-
niom, ze nauka matematyki moze by¢ tak ciekawa, jak ich ulubione gry komputerowe;
programy uzytkowe, np. arkusz kalkulacyjny; zasoby internetowe stron WWW dotyczace
przedmiotu.

Dynamiczne oprogramowanie matematyczne jakim jest GeoGebra faczy opcje alge-
braiczne, geometryczne i statystyczne. W prosty sposéb pozwala tworzy¢ dynamiczne
konstrukcje skladajace sie z punktéw, wektordw, odcinkéw, prostych, krzywych stozko-
wych, wykreséw funkgcji. Znajdowaé miejsca geometryczne punktéw, wykonywal prze-

® D.H. Jonassen, L. Rohrer-Murphy, Activity Theory as a Framework for Design Constructivist Learning Envi-
ronments, ETR&D Springer, USA 1999.
® Tekst (w) sieci, https://www.wolframalpha.com, [2021.10.11].
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ksztalcenia geometryczne, zadania statystyczne, uzywac jej jak arkusza kalkulacyjnego; po-
zwala animowac¢ obiekty, tworzy¢ wlasne narzedzia oparte na istniejacej konstrukeji. God-
nymi polecenia s3 programy edukacyjne online, np.. maths is fun' - znakomita
moc  algebrze, geometrii oraz grach; Geometry Expressions'' - pomocne
w zrozumieniu twierdzenia Pitagorasa; strona jakubas.pl'> — programy i gry komputerowe
przydatne w nauczaniu matematyki w szkole $redniej, programy na kalkulatory graficzne;
aplikacja kahoot z quizami matematycznymi (i do ich tworzenia), ksztalcgca rozrywka ma-
tematyczna dostarczajaca wielu emocji'’. Coraz wicksza popularno$é zyskuje oprogramo-
wanie do wirtualnej i rozszerzonej rzeczywistosci'. Oferta programéw edukacyjnych jest
bardzo obszerna' i ciggle ewaluuje.

Media cyfrowe w edukacji matematycznej stwarzajag nowe, dodatkowe mozliwosci
porozumiewania si¢, wspieraja twdrczy rozwdj uczacej sie osoby. Ich funkcja to przede
wszystkim pomoc dydaktyczna (komputer, tablica interaktywna) oraz element sktadowy
matematyki, urzadzenie w polaczeniu z metodami informatycznymi wzbogacajace i roz-
szerzajace jej zakres i metody.

Kognitywistyka w edukacji matematycznej

Nauka zajmujaca sie zjawiskami dotyczacymi umystu i wszystkim co jest z nim zwia-
zane, czyli sposobami postrzegania bodzcow, oddzialywania umystu z innymi umystami
i ze $wiatem jest kognitywistyka.

Zrozumieniem umystu zajmujg sie rowniez niektore dzialy psychologii, sztucznej in-
teligencji, psycholingwistyki, nauk o moézgu i filozofii kognitywnej. Mozna tez méwi¢
o antropologii, psychofizyce, lingwistyce komputerowej, sztucznym zyciu, sieciach neuro-
nowych, algorytmach ewolucyjnych czy komputerowym widzeniu'’.

10 Tekst (w) sieci, http://www.mathsisfun.com, [2021.10.11].

' K. Majewska, Jak Geometry Expressions pomaga w zrozumieniu twierdzenia Pitagorasa, ,45 Minut, Torufiski
Przeglad Oswiatowy”, 2009/2, s. 25-26.

12 Tekst (w) siec, https://jakubas.pl, [2021,17.11].

13 Tekst (w) sieci, J. Kandzia, https://navoica.pl/courses/course-v1:UKSW+MPNM-2+2021-2/course, 2021.

!4 Ch. Sternig, M. Spitzer, M. Ebner, Learning in a Virtual Environment: Implementation and Evaluation
of a VR Math-Game, [w:] G. Kurubacak, H. Altinpulluk (Eds.), Mobile Technologies and Augmented Reali-
ty in Open Education, 2017, s. 175-199.

'* J. Kandzia, Nowe metody nauczania w matematyce, WEMA, Warszawa 2012, s. 198-200.

' W. Duch, Czym jest Kognitywistyka? Kognitywistyka i Media w Edukacji 1998/1, s. 8-27.
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Rysunek 1. Nauki zajmujace sie zrozumieniem umystu'’

Kognitywizm wykorzystujac zdobycze réznych dziedzin nauki pozwala mysle¢
o jednostce, spoleczenistwie, kulturze czy polityce w kategoriach przetwarzania informacji,
generowania wiedzy, komputeryzacji i komunikacji jezykowe;j'®.

Kognitywistyczna teoria uczenia si¢ oparta jest na wielomagazynowym modelu pa-
mieci skonstruowanym na zatozeniach teorii przetwarzania informacji, istniejacych w od-
rebnych strukturach, w ktérych gromadzi sie¢ odpowiednio zakodowane informacje.
R.C. Atkinson i R M. Shiffrin zaproponowali trzy bloki pamieci, ktére réznig sie od siebie
ze wzgledu na pojemnoé¢, czas przechowywania oraz dominujacy kod: ultrakrétkotrwata
(sensoryczna), krétkotrwata, dtugotrwata. Model ten zostal poddany krytyce. Tak okreslo-
ne struktury magazynowe s3 tylko konstruktami teoretycznymi, w ktérych nie ma mowy
o miejscach dokonywania przeksztalcen informacji mozliwych do rejestrowania przez ba-
daczy”.

Sporg popularnoé¢, jako sposob opisu ogélnej konstrukeji umystu zyskata koncepcja
pozioméw przetwarzania informacji zaproponowana w 1972 roku przez F.LM. Craika
iR.S. Lockharta. Miata ona stworzy¢ ogélne ramy teoretyczne badan nad pamigcig. Teoria
ta zaklada, ze kazda informacja jest przetwarzana przez te same struktury ale na réznym
poziomie ,glebokosci” czyli zakresie i intensywnosci przetwarzania informacji. Przecho-
dzac na glebsze poziomy przetwarzania informacji wzrasta nie tylko liczba ale takze ztozo-
no$¢ operacji, jakim poddawane sg informacje docierajace do systemu podczas procesu
przetwarzania. Zaklada si¢ co najmniej trzy poziomy przetwarzania: sensoryczna analiza
danych, semantyczna interpretacja odbieranego sygnalu, aktywizacji wiedzy juz posiada-
nej. W procesie uczenia sie przetwarzanie informacji na glebszych poziomach wplywa na

17 Zrédto: opracowanie wlasne. _
'8 J. Kozielecki, Koncepcje psychologiczne czlowieka, Zak, Warszawa 2000, s. 172-173.
' Tekst (w) sieci, http://www.eduteka.pl/doc/modele-wielomagazynowe-pamieci, [2015.07.26].
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ich zapamigtywanie. Nie ilo$¢ powtorzen, ale myslenie w o wiele wigkszym stopniu zwiek-
sza efekty uczenia si¢”’.

Rozwdéj technik komputerowych umozliwia interaktywnos¢ i wirtualnos¢. Otwiera
tym samym obszary badan nad $wiatem rzeczywistym i tym istniejacym potencjalnie. Po-
jawiaja si¢ nowe pytania dotyczace mozliwoéci i ograniczen teorii kognitywnych, réznych
podejsé¢ do zagadnien wspolczesnej nauki. Przy braku spojnosci rozwazan teorii poznaw-
czej poglady na procesy poznawcze sformutowane przez B. Siemienieckiego sg bardzo czy-
telne:

v twardy kognitywizm - zmierzajacy do algorytmicznego modelu umystu,
v miekki kognitywizm - zmierzajacy do ucielesnionego modelu umystu.

W kazdej tendencji jako podstawowe elementy powinny wystepowacé: aktywnos¢ po-
znawcza jednostki ujmowana w kategoriach poznawczych lub umystowych; zrozumienie
aktywnosci umystowej czlowieka — komputer jako narzedzie do eksperymentowania oraz
model funkcjonowania umystu; $wiadome i racjonalne procesy opisane w kategoriach
przetwarzania informacji; nauka (interdyscyplinarna) o procesach poznawczych; korzenie
w tradycji zachodnioeuropejskiej filozofii poznania®. Kazda z tych sfer ma duze znaczenie
w procesie dydaktycznym wspomaganym technologiami informacyjnymi.

Umystowe mechanizmy myslenia matematycznego

Matematycy i psycholodzy od dawna badaja umystowe mechanizmy tkwiace u pod-
staw myslenia matematycznego. Ci pierwsi; J. Hadamard, M. Kline, G. Polya zajmujg si¢
systematyczng refleksjg nad istota myslenia w matematyce®,”,**. Drudzy natomiast, pré-
buja mierzy¢ rézne wskazniki rozwigzywania zadan i wnioskowania o strukturze zdolnosci
matematycznych. Badania te zainicjowal E. Thorndike Poglady jego sa dos¢ bliskie wspol-
czesnym, méwig o dyspozycjach matematycznych ogélnych jako koniecznych, lecz niewy-
starczajacych do ujawnienia i rozwiniecia zdolnosci matematycznych. Istotna jest tutaj
zdolnoé¢ tworzenia systeméw relacyjnych, reprezentowanych przez struktury symboli.
W sferze sprawnosci najwazniejsza jest wizualizacja, czyli zdolno$¢ przekodowywania wy-
razeti symbolicznych w obrazy geometryczne®.

Tworca nowoczesnej heurystyki byt G. Pélya ze swoja metods ,,odkrywania w mate-
matyce”. Kwestie rozwigzywania zadan interpretowat tak, ze ,,[...] Rozwigzywa¢ zadanie,
to poszukiwa¢ drogi pokonania trudnosci, drogi pozwalajacej na ominiecie przeszkéd, na
osiagnieciu celu, ktérego nie sposob osiagnac od razu i wprost. Rozwigzywanie zadan sta-

' T.Zareba, Teoria pozioméw przetwarzania informacji, [w:] Tekst (w) sieci, http://www.ppp.tnb.pl/
viewpage.php?page_id=104, [2015.07.26].

*! B. Siemieniecki, Kognitywistyka a edukacja medialna, T. Lewowicki, B. Siemieniecki (red.), [w:] Wspéiczesna
technologia informacyjna i edukacja medialna, Adam Marszalek, Torun 2005.

*2 1. Hadamard, Psychologia odkry¢ matematycznych, PWN, Warszawa 1964, s. 90-91.

> M. Kline, Podstawy matematyki, Problemy 1977/1, s. 45-58.

* G. Pélya, Odkrycia matematyczne, WNT, Warszawa, 1975/13, s. 279-289.

» E. Thorndike, Eksperyment w ocenianiu probleméw algebry, The Mathematics Teacher, 1914/6 (3),
[w:] Tekst (w) sieci, https://pl.qaz.wiki/wiki/Edward_Thorndike, [2021.02.16].
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nowi jedng ze specyficznych wlasciwosci intelektu, a intelekt to specyficzny rys gatunku
ludzkiego. Rozwigzywanie zadan mozna, wiec uznac za najbardziej charakterystyczng do-
mene aktywnoéci czlowieczej”*. Odgadywaé i sprawdzaé, to podstawowa dyrektywa tej
metody. Jest ona efektywna przy rozwigzywaniu zadan matematycznych typu — udowod-
ni¢ (prawdziwos¢ lub nie, danego twierdzenia) i znalez¢ (skonstruowaé, wytworzy¢, iden-
tyfikowad). G. Pélya moéwil réwniez o regutach postepowania rozwigzujgcego: racjonalnie;
oszczednie — bez zalozonych z goér ograniczen; wytrwale — ale réznorodnie.

Zwracal réwniez uwage na reguly preferencji: fatwiejsze ma pierwszenstwo przed
trudniejszym; to, co lepiej znane ma pierwszenstwo przed tym, co jest znane gorzej; obiekt
majacy wigcej punktéw wspolnych z zadaniem ma pierwszenstwo przed obiektem maja-
cym mniej takich punktéw; calos¢ ma pierwszenstwo przed czesciami, gtéwne czesci przed
cze$ciami pozostatymi, blizsze czeéci zadania przed bardziej oddalonymi; zadania rozwig-
zane wczesniej i zawierajace ten sam rodzaj niewiadomej majg pierwszenstwo przed in-
nymi rozwigzanymi wczeéniej zadaniami; dotyczy zadan typu udowodni¢; zadania ekwi-
walentne do zadania rozpatrywanego majg pierwszenstwo przed zadaniami, ktére moga
by¢ sprowadzone do niego lub obejmujg je, a te ostatnie majg pierwszenstwo przed
wszystkimi pozostalymi zadaniami®’.

Fundamentalnym celem wszelkiego nauczania jest nauczy¢ mysle¢. Kto, jak nie nau-
czyciel musi zaktywizowa¢ wychowanka do efektywnego myslenia, modelowaé jego
umysl. Nauczanie myslenia opiera sie na trzech kluczowych zasadach:

v aktywnosci - odkrywanie przez uczacego si¢ takiej czgsci przyswajanego materia-
tu, na jaka pozwalajg okolicznodci,

v wlasciwej motywacji — zainteresowanie uczacego si¢ materialem i zadowolenie ze
swej aktywnosci,

v nastepstwie faz — rozpoczecie uczenia sie od dzialania i przyswajania, pojmowa-
nie poje¢ i wreszcie opanowanie pozadanego sposobu rozumowania®.

Wedtug W.A. Krutieckiego istote zdolnoséci matematycznych, okresla selektywnos¢
mozgu pewnych ludzi, na material symboliczny (relacje, metarelacje) i optymalna praca
mézgu w toku odbioru, przetwarzania i pamietania materialu matematycznego. Uwzgled-
niajac specyfike materiatu i faze przetwarzania, przedstawia on nastepujacy, elementarna
strukture zdolnoéci matematycznych; odbieranie informacji matematycznej, sformalizo-
wane spostrzeganie tematu, rozumienie formalnej struktury zadania, przetwarzanie tej in-
formacji, logiczne rozumowanie na réznorodnym materiale symbolicznym, szybkie uo-
golnianie zakresu materiatu symbolicznego, kondensowanie procesu rozumowania, my-
Slenia strukturami zredukowanymi, gietko$¢ procesu myslenia, dazenie do jasnosci,
prostoty, ekonomiki i racjonalnosci rozwigzan, szybkie i swobodne zmienianie kierunku
myslenia w toku sekwencyjnego i sprzezonego zwrotnie cyklu faz rozumowania, zwrot-
no$¢ przebiegu myslenia, przechowywanie informacji, fatwo$¢ pamietania materialu sym-

* G. Pélya, Odkrycia matematyczne, WNT, Warszawa, 1975/13, s. 293-298.
¥ Tamze.
% Tamze.
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bolicznego i zasad jego przeksztalcania w postaci uogélnionej, skondensowane;j i gietkiej,
ogolny sktadnik syntetyczny, matematyczne ukierunkowanie intelektu®.

Mysélenie matematyczne jest procesem ujawniania intuicji zawartych w moézgu. Sto-
wa niekoniecznie musza towarzyszy¢ mysleniu. Nie jest rowniez prawda, ze myéli mozna
pojmowac tylko za ich pomoca, ze mydli istnieja tylko w nich. Myslenie wewnetrzne,
zwlaszcza, gdy jest tworcze, chetnie postuguje si¢ innymi systemami znakéw, ktére sg bar-
dziej gietkie, mniej standardowe od jezyka, pozostawiaja wiecej swobody, pozwalaja na
wiekszg dynamike tworczej mysli*. Rola intuicji w tworczoéci matematycznej jest, zatem
niezaprzeczalna. W logicznym typie umystowosci matematycznej dominuje forma organi-
zacji mys$lenia, ktdrej holduja formalisci. Wedtug nich obiektami myslenia matematyczne-
go s3 czyste symbole, pozbawione znaczenia i odniesienia do wyidealizowanych obiektéw
rzeczywistosci.

Jezeli myslenie matematyczne zawezimy do rozumowania, jak to wynika z aspektu
psychologicznego logistéw i formalistow, to rozrézniamy dwa style reprezentacji materia-
tu: konfiguracyjno-geometryczny (rzuty, obroty, przekroje) — s3 to reprezentacje analo-
giczne, dane w jezyku obrazéw, strategie rozwiazywania zadan przestrzennych zalezne od
tatwosci wizualizacji (Albert Einstein twierdzil, ze tendencja do geometryzacji i wizualiza-
cji byta stalym rysem jego umystu); sekwencyjno-algebraiczny (struktury hierarchiczne,
rekurencje, postacie kanoniczne) — to reprezentacje numeryczne, wyrazane liczbami, sym-
bolami i wyzszego rzedu strukturami znakowymi, my$lenie symultaniczne®.

W myséleniu matematycznym zachodzi proces uczenia si¢ nowego kodu, przez co
mozemy w plynny sposéb rozumie¢ wyrazenia matematyczne. Twoérczo$¢ matematyczna,
wymaga duzego udzialu proceséw metainformacyjnych, z ktérymi mozna wigza¢ zacho-
dzenie korelacji miedzy specyficznymi zdolno$ciami matematycznymi a inteligencja wer-
balng. W sprawnym mysleniu matematycznym, istotna rola przypada procesom metapo-
znania — doborom strategii (heurystyk) i indywidualnym sposobom kategoryzowania pro-
bleméw. Zdolnosci matematyczne to skladnik ogélny struktury intelektu, a nie wytacznie
jego uzdolnienia specjalne. Kazdy jest matematykiem, lecz z inng organizacjg przetwarza-
nia, metapoznania i glebig poznawczej penetracji.

Réznica miedzy sztuka, a naukg, jak twierdzi psycholog E. Souriau, polega na tym, ze
sztuka daje poczucie wigkszej wolnoséci. Artysta moze ulega¢ jedynie wlasnej fantazji, za-
tem mozna powiedzie¢, ze dziela sztuki sa wynalazkami. Twodrczo$¢ uczonego polega na
odkrywaniu. W matematyce jest tak, ze chociaz prawda jest nieznana, to ona istnieje i na-
rzuca droge postepowania. Znany autorytet w dziedzinie matematyki, Bertrand Russel wy-
razil te my¢l bardziej dosadnie; ,,[...] matematyka jest dziedzing, w ktérej nigdy nie wiemy,

0 czym méwimy, ani czy to, co méwimy, jest prawda ™.

* W.A. Krutieckij, Psichologia matiematiczeskich sposobnostiej szkolnikow, Moskwa: Proswieszczenije 1968.
*']. Hadamard, Psychologia odkry¢ matematycznych, PWM, Warszawa 1964, s. 90-91.

3! G. Pélya, Odkrycia matematyczne, WNT, Warszawa, 1975/13, s. 293-298.

%2 Cz. Nosal, Psychologiczne modele umystu, PWN, Warszawa 1990, s. 71.
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Podsumowanie

Umiejetnosci matematyczne pozwalajg rozwigzywacé wiele problemoéw wspélczesne-
go $wiata. Jest ona coraz czgsciej traktowana jako narzedzie do przewidywania i wyjasnia-
nia rzeczywistoéci oraz jako jezyk komunikowania. Nauczanie matematyki to nie tylko
wiedza merytoryczna i pedagogiczna. To: tworzenie si¢ poje¢, motywacje, emocje (psycho-
logia); komunikacja, jezyk w uczeniu si¢ i nauczaniu matematyki, tworzenie symboli i ich
rozumienie (lingwistyka); réwno$¢ i réznorodnos¢ (teorie socjo - kulturowe); rozwdj pojec
matematycznych, historyczne przeszkody w rozumieniu pojg¢ matematycznych (historia
i epistemologia); zastosowanie technologii w matematyce, wykorzystanie komputeréw
W nauczaniu matematyki.

Procesy kognitywne sa niezbedne, zeby opanowaé coraz bardziej skomplikowang
strukture narzedzi, ktérych uzywamy w nauce i zZyciu. Koncepcja struktur kognitywnych
powoduje, ze dziatania jednostki znajduja si¢ w centrum procesu poznania, nie stanowigc
jednocze$nie obiektu wiedzy.

Nalezy wykorzysta¢ technologie, ktéra pozwala konstruowac i budowa¢ wiedze. Sto-
sowanie technologii informacyjno-komunikacyjnych moze by¢ postrzegane jako wzmoc-
nienie intencjonalnych potrzeb w celu wyrazenia i ustalenia znaczen poprzez dyskusje
z innymi osobami. Cze¢$¢ wiedzy jednostki obejmuje jej symboliczne zachowania w cig-
glym, konstytutywnym procesie.

W cyberprzestrzeni, w spoleczenstwie wiedzy najwazniejsza jest edukacja w pelnym
tego stowa znaczeniu. Edukacja matematyczna, komunikacja matematyczna uznawane sg
przez srodowiska naukowe, zaréwno polskie jak i miedzynarodowe jako podstawowe spo-
feczne zadanie. Nauczanie matematyki rozpoczyna si¢ we wczesnym wieku dziecka, po-
niewaz podstawowe pojecia matematyczne stanowig jadro rozwoju tak indywidualnego,
jak i spolecznego. Zagadnienia zwigzane z ksztattowaniem poje¢ matematycznych, mysle-
niem matematycznym i wszystkim tym, co dotyczy edukacji matematycznej, powinny by¢
w centrum uwagi gtéwnych decydentéw narodowych, przedstawicieli resortéw edukacyj-
nych, spolecznosci, a przede wszystkim - rodzicéw i nauczycieli. Zdolno$¢ rozumienia
tych informacji jest kluczem do sukcesu. Jest naszym ,,by¢ albo nie by¢”. Kogniwistyka ma
za zadanie pomoc usprawni¢ proces nauczania i wychowania, od najwczesniejszych eta-
pow naszego zycia, do poznej starosci.
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Joanna Kandzia
Kognitywne aspekty w edukacji matematycznej

W opracowaniu przedstawiono konstruktywistyczne ujecie procesu uczenia si¢ matematyki,
komunikowania si¢ w matematyce, 0 matematyce i z uzyciem matematyki, w aspekcie dynamicznie
rozwijajacej sie nauki, jaka jest kognitywistka. Matematyka odgrywa ogromna role w poznaniu nau-
kowym, stwarza szersza perspektywe opisu rzeczywistoéci. Istotna, zatem jest: umiejetnos¢ zadawa-
nia pytan i udzielania odpowiedzi na zadany temat, w ramach i z wykorzystaniem $rodkéw matema-
tycznych; rozumienie i stosowanie matematycznego jezyka i narzedzi matematycznych.

Stowa kluczowe: dydaktyka matematyki, konstruktywizm, kognitywistyka, matematyka, my-
$lenie matematyczne.

Cognitive aspects in mathematical education

The study presents a constructivist approach to the process of learning mathematics, com-
municating in mathematics, about mathematics and with the use of mathematics, in the aspect of the
dynamically developing science of cognitive science. Mathematics plays a huge role in scientific cog-
nition; it creates a broader perspective for describing reality. Essential, therefore, is the ability to ask
questions and answer a given topic, within and with the use of mathematical means; understanding
and use of mathematical language and mathematical tools.

Keywords: constructivism, cognitive science, mathematics, mathematics didactics, mathemat-
ical thinking.
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