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Pewne formuly wyznaczania po6l i objetosci, cze$¢ II: obszary
w przestrzeni R?

Streszczenie. Stykajac sie z catka oznaczong dowiadujemy sie, ze jednym z jej zastosowan
jest wyznaczanie pél figur ptaskich i objetosci bryt. Standardowo méwi sie rowniez o dtugosci tuku
krzywej, polu powierzchni i objetosci bryty obrotowej. Rzadko juz wprowadza sie na podstawowym
kursie matematyki wzory na pola czy objetosci dla obszaréw zadanych parametrycznie czy biegu-
nowo. W niniejszej pracy chcemy zaprezentowaé wybrane formuly na obliczanie wspomnianych
wielkosci.

Stowa kluczowe: calka oznaczona, wspotrzedne parametryczne, wspotrzedne biegunowe, wspot-
rzedne sferyczne.

1. Powierzchnia zadana biegunowo

Podobnie jak dla krzywych na plaszczyznie, ktére moga by¢ przedstawione biegunowo, mozemy podac
ich odpowiednik dla powierzchni z przestrzeni R3. Tym razem kazdy punkt przestrzeni (znowu przypo-
minamy o specyfice punktu (0,0)) moze by¢ wyrazony poprzez dwa katy i odleglosci tego punktu od
poczatku ukladu wspoédtrzednych. Pierwszy z nich — kat ¢ — pelni role taka jak we wspoétrzednych biegu-
nowych, a doktadniej jest katem skierowanym pomiedzy dodatnia potosia Ox a rzutem na plaszczyzne
Ozy odcinka laczgcego poczatek ukladu wspotrzednych z danym punktem. Drugi z tych katow, kat 6,
odpowiada katowi skierowanemu pomiedzy dodatnig pétosia Oz i odcinkiem laczacym poczatek uktadu
wspOlrzednych z danym punktem (zob. rys. 1).

Zauwazmy, ze w trojkacie prostokatnym OP’P zachodzi zalezno$c:

/

cos (g - 9) = % — o' = pcos (g - 9) = psinf.
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Rysunek 1. Wspolrzedne sferyczne

Teraz z trojkata prostokatnego OxoP’, podobnie jak w wyprowadzeniu wspotrzednych biegunowych
(czes¢ I, wzor (4)), mamy:

Zo

cosp = —,

/ 2o = 0’ cos p = gsinf cos g,

Singp:y—(l), Yo = ¢’ sinp = psinfsinp,
Y
a z trojkata prostokatnego Ozg P otrzymujemy:

z
cosf=2 — zp = ocosf.
0
W ten sposob otrzymalismy ostatecznie (sa to tzw. wspoéltrzedne sferyczne):

x = psinf cos p,
y = psinfsin p, (1)

z = pcosb.

Jesli dla pewnych wartosci ¢ i 8 okreslimy funkcje o(y, 8), otrzymamy wowczas powierzchnie w prze-
strzeni R3. Zastan6wmy sie teraz, jak mozna, wykorzystujac bezposrednio funkcje o(e, 6), obliczy¢ obje-
tos¢ tak zdefiniowanej bryty. Rozpatrzymy w tym celu obszar przestrzeni, w ktoérym funkcja o okreslona
jest dla 1 < ¢ < 2, 61 < 0 < 05. Postepujac analogicznie do przypadku dla obszaru na plaszczyz-
nie, obszar przestrzenny, po wprowadzeniu réwnomiernych podzialéw normalnych dla zmiennych ¢ i 6,
i takim samym wyborze punktow wewnetrznych (lewe konce podprzedziatow): &, i = 1,2,...,n, n;,
j=1,2,...,m, (zob. rys. 2) bedziemy dazy¢ do mozliwosci skorzystania z definicji calki podwdjne;j.

Tym razem objeto$¢ takiego obszaru podzielona zostala na n - m czesci, z ktérych objeto$é¢ kazdej
przybliza¢ bedziemy objeto$cia odpowiedniego ostrostupa.
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Rysunek 2. Objetosé V;; przyblizajaca objetosé wycinka wyznaczonego przez funkcje o(p,0) dla ¢; < ¢ < @it1,
0; <O <0541

Zgodnie z oznaczeniami przyjetymi na rysunku 2, objetos¢ V;; takiego ostrostupa wynosi V;; = %abgij,
gdzie a i b sa dlugosciami bokéw podstawy tego ostrostupa (na rys. 2 odpowiadaja im odcinki P;; P41 ;
i PP jv1), a0ij = 0(pi,05),i=1,2,...,n,5 =1,2,...,m. W celu znalezienia tej objetosci musimy
wielkosci a i b uzalezni¢ od zmiennych ¢, 6 i p. Zauwazmy, ze w trojkacie prostokatnym OPZ'] il-i-l,j?
podobnie jak we wspélrzednych biegunowych, dtugosé odcinka g’ij wynosi g;;sinf, a stad wyznaczymy
dtugos¢ jednego z bokéw podstawy ostrostupa:

a = |P;jPi1 ;] = 0j; tg Ap = 0ijsinftg Ap.

Dhugosé drugiej podstawy ostrostupa znajdziemy podobnie, tym razem skorzystamy z zaleznosci w tréj-
kacie prostokatnym OF;; F; j1+1, w ktorym, podobnie jak poprzednio, mamy:

b= |})ijPi,j+1| = 0ij tg AG.
Z zalezno$ci powyzszych otrzymujemy:

1 1 : 1 .
Vij = gabgij = g(gij sin 6 tg Ap)(0i; tg Ab)oi; = gQ?j sin 0 tg Ap tg A6.
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Poszukiwang objetos¢ przyblizymy suma objetosSci powyzszych ostrostupow Vi, gdzie ¢ = 1,2,...,n,
71=12....m

<
2

]
]
=

I
L =
M:
Ms

;sin 6 tg Aptg Af,

a objetos¢ ta bedzie rowna tej sumie, jesli przejdziemy z podziatem (warto$ci parametrow n i m) do
nieskoniczonodci:

V= lim ZZVWVW :—nlgngo iig%sin@tgAgptgA@.

m~>oo i=1 j=1 m—00 j=1 j=1

Podobnie jak dla wspoélrzednych biegunowych, zauwazmy ze:

dzieki czemu mozemy napisac:

== nhﬁngo ZZQW SlnﬁtgASDA tgAAHAH—l lim ZZQW sin 0 Ap A0,
m—)ooz 14=1 m—>001 1j=1

co po skorzystaniu z definicji catki podwojnej, daje wzor:

1 (6] 92
V= / / 0*(¢,0)sindo | de. (2)
3 (o5 91

2. Przyklady

Na podstawie wzoru (2), w tym rozdziale postaramy sie wyznaczy¢ objetosci wybranych bryl ogra-
niczonych przez powierzchnie dana zaleznoscia o(p,0). W czesci rozwiazan skorzystamy ze skracajacej
zapis wlasnodci caltki podwojnej, w ktorej catkowana funkcja i przedzial catkowania wewnetrznej catki
zalezy jedynie od drugiej zmiennej:

©a 62 22 2 02 @2
/ ( 0 d@) dp = ( 0 d9> e ( 0 d9> o™ =
1 01 61 %1 01 #1
; 3)
:(<P2—801) ) Jc(@)d‘9

2.1. Sfera

Dla kazdego punku na sferze o sSrodku w poczatku uktadu wspoétrzednych i promieniu r odleglosé tego
punktu od srodka tej sfery wynosi r. Tym samym rownanie takiej sfery to po prostu o(p,8) = r, gdzie
0 < <27, 0<0 <7 Latwo zatem wyznaczy¢ objetosé kuli ograniczonej rozpatrywang sfera:

w

W) 2mr3 27 4 4

1 /2" 4 273
V:§/O (/0 r3sin9d9>d90@ 7;” (_0056‘0 =3 (—cosm + cos0) = .ngma'
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2.2. Walec i stozek
Aby wyznaczy¢ objeto$¢ walca o promieniu podstawy diugosci r i wysokosci h, umie$cimy go w ukta-

dzie wspolrzednych, tak jak na rysunku 3.

—
L

&OKN“

€T

Rysunek 3. Walec o promieniu podstawy dlugosci r i wysokosci h

Zauwazmy, ze walec taki mozemy podzieli¢ na dwie bryly, z czego w pierwszej z tych bryt wartosé p
wyznaczana jest przez goérnag podstawe walca:

h
cosf

z=h<= pcos =h <= p= (dla 0 < 6 < 6y),

natomiast w drugiej bryle odleglo$¢ p wyznaczana jest przez powierzchnie boczng tego walca:

R -
0% sin? § cos® p + ¢? sin? fsin? = 72,
0%sin® = r?,

0= (dla 6y <0 < 3).

sin
Kat 0, dla ktorego rozdzielane sy te bryly, wyznaczy¢ mozna, w zaleznosci od pozadanej formy, z zalez-

nosci:

0 7]1 tg 6 h
cos by = , c =,
0 12 g0 =
h h
0y = arccos , 0y = arcctg —.
h? + r2 r

Zatem objeto$¢ walca bedzie okreslona suma;:

0o 27 % ,,,_3 (3)
/ ———sinfdb | dp / / ———sinfdb | dp | =
o cos3d 0 6, sin” @
Oo 3
B3 / 51n9 ® / .12 g
0 cos30 9, sin®@




234 K. Czapla, M. Pleszczyriski

Pierwsza z tych calek wyznaczymy przez podstawienie:

cost = u 0‘0‘ 0g
sinf df = —du u‘l‘ﬁ—uo
otrzymujac:
_ha/"°d_u_h_‘°’ R LA (ks SR DT S
Louwd 2wl 2 h?2 2p2 2
a stad:
27 [ 72h 3 H 21 (r%h h 27 (r%h 2 3
=— | — —1r7ctgb == (—=-r*(0-= = —+7r’h) == Zr’h = 7r’h.
V=317 rcge 3(2 T<O r>> 3(2”) 3 2 T
0

Zauwazmy jednoczesnie, ze pierwsza z calek przedstawia soba objeto$é¢ stozka o promieniu podstawy
dtugosci r 1 wysokosci h. Otrzymalismy wiec znane juz ze szkoty wzory na objetosci walca i stozka.

2.3. Inne powierzchnie

W tej czesci pracy wyznaczymy objetosci mniej znanych bryt, dla czedci ktérych wyznaczenie objetosci
w tradycyjny” sposob nie bytoby takie tatwe (o ile byloby w ogole mozliwe).
2.3.1. Orzeszek ziemny

Powierzchnia ta przedstawia sie zaleznoscia o(p,0) = a+c0s26,0 < o <27,0< 0 < 7, a > 1, a jej
wykres, dla a = 2, znajduje si¢ na rysunku 4.

2

z

Rysunek 4. Powierzchnia ,orzeszka ziemnego”

Zgodnie ze wzorem (2), tak ograniczony obszar ma objeto$¢ wyrazona caltka:

1 2 T 2 I
V=g / (/ (a + cos 20)° sin0d6> dp & ?ﬂ (a + cos26)% sin d6 =
0 0

0
_2n (a — 14 2cos®0)®sin 0df = 'COSGZU blopm |-
3 Jo sinfdf = —du u|l| -1
2 [ 23 2 [ 3 2,2 4 6
=3 (a —142u”)°du = — ((a—1)>+6(a—1)°u® +12(a — 1)u* 4 8u’) du.

—1 -1
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Ta prosta calka, po uproszczeniu wyniku, daje ostatecznie objetos¢ orzeszka:

47

350 — 35a* + 49a — 9) .

2.3.2. Dzwonek

Powierzchnia ta przedstawia sie zaleznoscia o(p,0) = a + sin26 4+ cos30, 0 < ¢ < 27,0 < 0 < 7,
a > 2, a jej wykres, dla a = 2, znajduje sie na rysunku 5.

Rysunek 5. Powierzchnia ,,dzwonka”

Zgodnie ze wzorem (2), tak ograniczony obszar ma objeto$¢ wyrazona caltka:

1 2T I ) T
V= 3 / (/ (a + sin 260 4 cos 36)® sin 6 d@) dp @ % / (a + sin 26 + cos 30)* sin 6 df.
0 0 0

Zauwazmy, ze wérod dziesieciu skladnikéw rozwinietego szeScianu, sze$é¢ z nich ma jako czynnik nie-
parzysta potege cos3, a poniewaz cos30 = cosf(1 — 4sin?@) (pamietajmy o ,ukrytym” kosinusie:
sin 26 = 2sinf cosf), to mamy (n+m =2k+1,0< n,m < 3, n+m < 3):
/ cos™ 30 sin™ 26 sin 0 df = / cos™ O(1 — 4sin® §)"2™ sin™ 6 cos™ 0 sin 0 df =
0 0

= 2m/ cos® 1 9(1 — 4sin? 0)" sin™ ! 9 dh = 2m/ cos B(cos? 0)F(1 — 4sin? 6)" sin™ ! 9 df =
0 0

=2™m / cos B(1 — sin? 0)* (1 — 4 sin® A)" sin™*1 0 dé.
0
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Stosujac w tej calce podstawienie sinf = u, otraymamy cosfdf = du oraz nowe granice catkowania:

010 |7 . . Lo
. Oczywistym jest wiec, ze
v |01]0

0
2m/ (1 — k(1 — 4u?)"u™  du = 0.
0

Pozostaje zatem wyznaczy¢ tylko cztery pozostate sktadniki, wiec poszukiwana objeto$¢ przyjmie postac:

2 T
V= ?ﬂ / (a® + 3a cos? 36 + 6a cos 30 sin 20 + 3a sin® 26) sin 6 6.
0
W tej calce, nie liczac prostego pierwszego sktadnika, wykorzystujac wzory cos30 = cos (4 cos® 0 — 3)
i sin20 = 2sinf cos#, bedziemy mieli wylacznie parzyste potegi cosf i mnoznik sin 6, wiec wykonujac
podstawienie cos § = u, sprowadzimy te catke do calki z wielomianu. Otrzymamy wiec ostatecznie:

2am (214 3
il (e PRI
3 (35+“ 2)

2.3.3. Muszelka

Powierzchnia ta przedstawia sie zaleznoscia o(¢,0) = (a + cos8)(b —cosp), 0 < ¢ < 27, 0 < 0 < 7,
a>1,b>1,ajej wykres, dla a = b = 2, znajduje sie na rysunku 6.

Rysunek 6. Powierzchnia ,muszelki”

Zgodnie ze wzorem (2), tak ograniczony obszar ma objeto$¢ wyrazona caltka:

2w T 27 ™
V= % / (/ ((a 4 cos6)(b — cos ¢))? sin@d@) dp = % / ((b —cosp)? / (a+ cosf)? sin9d9> dep.
0 0 0 0
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Wewnetrzng catke tatwo wyznaczy¢ mozna przez podstawienie a + cos € = u, skad sin 6 df = —du, przy
0 ‘ 0 ‘ 0
u‘a+1‘a—1

2w a+1 4 _ _1)4 27
V= % / ((b — cos <p)3/ u3du> dp = a+1) 12((1 2 / (b— cos p)*dep.
0 a 0

czym . Mamy zatem:

-1

Wykorzystujac wzory na réznice kwadratéw i szedcian roznicy, tatwo uzyskamy koncowy rezultat:
2 2 2
V= ga(l +a)b(3 + 2b°)m.

2.3.4. Owoc egzotyczny

Powierzchnia ta przedstawia sie zaleznoscia o(p,6) = a + cos20sin5p, 0 < p <27, 0< < ma > 1,
a jej wykres, dla a = 1, znajduje sie na rysunku 7.

Rysunek 7. Powierzchnia ,jowocu egzotycznego”

Zgodnie ze wzorem (2), tak ograniczony obszar ma objeto$¢ wyrazona caltka:

2m ™
V= % / (/ (a + cos 20 sin 5p)> sin 0 d9> dep.
0 0
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Poniewaz cos 20 = 2 cos? § — 1, to stosujac podstawienie cos § = u, skad sin§ df = —du, przy czym granice
0 0

catkowania przyjma warto$ci: 1 1 oznaczajac p = a — sindyp, ¢ = 2sin by, otrzymamy:
w _

1 27‘(‘ ]. 23 2 27\' 3 2 3 2 q3
V= (p+qu”)’du | dp = - P’ + g+ -pg” + = | de.
3/, L 3 o 5 7

Wracajac do zmiennej ¢, po prostych przeksztatceniach otrzymamy:

1/—2/27r a® —a%sinb —|—Zasin25 —gsin35 dp =
~3), LR TR A

—2/27r la+a3—|—lacos10 — 3—I—a2 sin b +gsin5 cos?5p | d
~3/), \10 10 ¥~ \35 TRt

Taka catke mozna juz latwo wyznaczy¢ (ostatnia sktadowa przez podstawienie), otrzymujac ostatecznie:

2ma 2

2.3.5. Torus

Torus to powierzchnia powstala z obrotu okregu o promieniu r, ktérego $rodek jest oddalony od osi
obrotuo R, 0 < r < R.

Rysunek 8. Torus, po lewej widok z gbry, po prawej widok ,3D”

Przyktadowo, jesli wezmiemy okrag o srodku w punkcie (0, R, 0) i obrocimy go wokot osi Oz, to mozna
latwo pokazac, ze rownanie powierzchni tego torusa (zob. rys. 8) ma postac:

(Vs @ —R) +22=12

Chcac otrzymadé funkcje o(p, 0) przedstawiajaca te powierzchnie, wprowadzmy wspotrzedne (1):

2
(\/92 sin? 0 cos2 ¢ + p2 sin? fsin? p — R) + 0% cos? 0 =12,

a stad, po prostych przeksztalceniach:

2
(\/ 0%sin? 6 — R) + 0% cos? 0 = r.
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Poniewaz interesuje nas tylko pierwszy oktant przestrzeni (z,y,z > 0), czyli % torusa, mozemy napisac:
(osinf — R)2 + 0% cos? 0 = r?,
0?sin? 0 — 20Rsin 0 + R? + ¢% cos? 0 = r?,
0? —20Rsin® + R?> —r? = 0.

Traktujac ostatnie réwnanie jako rownanie kwadratowe zmiennej o, mamy:

A = 4R%sin? § — 4(R* — r?) = 4(R*(sin® 0 — 1) + %) = 4(r* — R*cos?0),

a stad:
2Rsin € F 2v/12 — R2 cos? 0
012 = SInb ¥ 2T %Y _ Rsind T V1?2 — R?cos? 0.

Zauwazmy, ze 0o = Rsinf + V12 — R2cos20 > 0, a poniewaz R > 0, czyli R?> > r?, a tym samym

rowniez Rsin® > /12 — R2cos? 0, wiec 91 > 0 (latwo mozna zauwazy¢, ze 12> — R%2cos? 6 > 0 w catym
rozpatrywanym przez nas obszarze). Aby opisaé zakres zmiennych ¢ i 0, wykonajmy przekrdj torusa

plaszczyznag x = 0 (dla y > 0, zob. rys. 9):

Az

01

\ASS

Rysunek 9. Torus — wyznaczanie kata 6;

Kat 61 jest katem pomiedzy dodatnia potosig Oz, a styczng do okregu (y— R)?+22 = r2, przechodzaca
przez poczatek ukladu wspolrzednych. Latwo mozemy wyznaczy¢ warto$¢ sina = 5, a stad:
0 (5-a)=s C = -
costh =cos|— —a) =sina=— = arccos —.
! 2 R ! R
Oczywiscie w pierwszym oktancie mamy 6o < ¢ < 5. Zatem objetos¢ bryty ograniczonej

powierzchnia torusa wynosi:

™ 7] fus 2] 6
5 2 5 2 4 2
p-3 / / 03 sin 0 df dga—/ / 03 sin6 do | dy @1/ (03 — 0%)sin 0 do.
3 0 01 0 01 3 61
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Latwo, wykorzystujac wzor na réznice szeSciandéw, mozna pokazaé, ze:
05 — 0% =2v/72 — R2cos? 0 (7“2 + 3R? — 4R? cos? 9) ,

wiec do wyznaczenia mamy calke opisujaca poszukiwang objetosc:

02
V12 — R2cos2 0 (7“2 + 3R?% — 4R? cos? 9) sin 6 d0,

016, |6
ktora obliczymy wykorzystujac podstawienie cos = fu, z ktorego sin 0 df = —du oraz ! 2

u U1 U9
przy czym (zob. rys. 9) u; = %cosﬁl = ECOS(E —a) = %sina = % g =1lLau = %cos@z =
R

_— .
- cos 5 =0, wiec

S / V2 =2 <r +3R? —4R?. ;2 > - 8” / V1= (r? + 3R — 4r2u2) du =
= 8;:; <(T2 + 3R2)/ V1 —u2du — 4r? / u?y/1 — u2du) )
0 0

Pierwsza z tych calek wyraza soba pole ¢wiartki kota o promieniu 1, wigc jej warto$¢ wynosi 7, a druga
catka moze by¢ wyznaczona metoda wspotczynnikow nieoznaczonych (zob. [7]), po przedstawieniu jej
w postaci:!

2(1 — 22 1
/ V1—2a2de = i ) =3 (w(2;v2 —1)v1—2a2 —l—arcsinx) +ec.

Mamy stad:
8mr? [ 9 r? 5 . 1
V= 3R <(7" 3R )Z—?( (2u® —1)V1—u —I—arcsmu)‘ >_
8mr® 2 o T 7r? 9 o T2
T (( + 3R )Z—garcsml = 3E (r* + 3R )1_35 _
2 2,.2
_ 7;}; ( +3R2—r2) — 9222 R

Otrzymany rezultat mozna zweryfikowac np. wykorzystujac wzor na objetosé bryty obrotowej. Okazuje
sie (zob. np. [9]), ze wynik jest poprawny.

IMetode wspotczynnikéw nieoznaczonych wspominamy tutaj w celach dydaktycznych, te catke mozemy do$é¢ tatwo
wyznaczy¢ przez podstawienie:

s

1 s
2 ) _ U = COSV 2 — 2 _
/0 u“yV1—u du—‘ du = — sinv dv —’—'— ‘ cos2vy/1 — cos? vsinv dv =
0v<E (3 /1 1[5 1 (3
=z /2 v:os2vsin2vdv:/2 — - 2cosvsinv = —/2 sin 2vdv:—/ (1 — cos4v)dv =
0 0o \2 4 Jo 8 Jo
%

1 1
= - (v - 7sin4v)
8 4 0

Po pomnozeniu tak otrzymanego wyniku przez —4r2 otrzymamy —L, czyli ten sam wynik, ktory uzyskaliSmy dzieki
metodzie wspodlczynnikdéw nieoznaczonych.

wm\:\O

™

1 =«
T8 2 16




Pewne formuly wyznaczania pol i objetosci, czes¢ II: obszary w przestrzeni R® 241

2.3.6. Powierzchnia serce

Na koniec wyznaczymy objeto$¢ bryly przypominajacej serce — powierzchni serca Essera [4]. Po-
wierzchnia ta powstaje po przecieciu plaszczyzna y = x dwdch elipsoid 2—2 +y2 22 =112+ Z—i +22=1.
Latwo mozna zauwazy¢, ze elipsoidy te sa polowione tym cieciem (objetosciowo). Po wybraniu odpowied-
nich (dla pierwszej z elipsoid wybieramy fragment, w ktorym y < z, a dla drugiej, gdzie y > x) ich czesci
powstaje ta bryta (zob. rys. 10, na ktérym przyjelismy a = 2).

-1.0
930
0.5

1.0

Rysunek 10. Powierzchnia przypominajaca serce

Poniewaz objeto$¢ elipsoidy o pélosiach a, b i ¢ wynosi %mzbc, wiec powinni§my otrzymaé warto$é

%wa. Wprowadzmy do réwnania 2—2 +y? + 22 = 1 wspotrzedne (1). Otrzymamy wowczas:

1
—292 cos? psin? 0 + p? sin? psin® 0 + p? cos? § = 1,
a

a stad:
1

0= .
\/ai2 cos? psin® @ + sin? ¢ sin® 6 + cos? 6

Poniewaz dla y < x kat —%T’T < ¢ < 7§, wige objetose tego serca przedstawia si¢ rownaniem:

iy _2
1 [= /1 3
V=2. 3 / (/ (; cos? @sin? § + sin? @ sin” f 4 cos? 0) sin 0 d0> dep.
- 0

3w
4
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Calkujac przez podstawienie cos 6 = u, skad sinf df = —du i zmieniajac granice catkowania w wewnetrz-

. 0| =
nej catce: otrzymamy:
u |1 1

2 (1 ! du
- — cos? ¢

! (u2 (1—sin230—7>+m§#+sin2go>

e

Korzystajac z pomocniczej niewymiernej catki dwumiennej (zob. np. [3]):2

1

/1 dz _ T _ 2
~1(az? +b)2  barZ+b ., ba b’

mamy:

V_ 4/Z dy 4/Z a’dy
= — ' : : = — ) 3 PRSI
3 — (—Cozz‘p + sin? ga) \/1 —sin? ¢ — —Cozz‘p + —Cozzsa +sin? o 3 —3p cos”p +asm”p

Wrytaczajac w mianowniku cos? ¢ przed nawias otrzymamy prosta do scalkowania postaé, ale nieco ukryta
calke niewlasciwa;

_ 4a® (7 dp

Vv .
3 ) e cos? p(1 + a2 tg? p)

Musimy wiec ja przedstawi¢ w postaci sumy dwéch catek niewtasciwych:

4a* B d B d
V=" lim / 4 lim LA
3 \e=0t ) s cos?p(l+a?tg®p) =0t )z, cos?p(l+a?tg®p)

2Tutaj, podobnie jak w przykladzie z torusem, calke dwumienng wspominamy w celach dydaktycznych. Calke te mozna,
dos¢ tatwo wyznaczy¢ dzieki podstawieniu (zauwazmy rowniez, ze calkujemy funkcje parzysta w przedziale symetrycznym):

/1 da _2/1 iz | w=yligu z |0 |
2 Jo

1
-1 (az?+b axz—l—b)% B dm:\/gcoslzudu U ‘ 0 ‘ arctg\/%:vl B

b o[ 1 du  (uti=—% ) o ru
=2 —/ = 3 = cosm —/ cosudu =
ato (btg2u+b)Z cosPu 0<u< % bva Jo
2

. v1 2 . a
:Esmuo :msmarctg E
Wykorzystujac tozsamo$¢ cyklometryczna:
) z2
arctgx = arcsin l—i-—mT 0,

otrzymamy:

2 ¢ \/E 2 . % 2 a 2
sin arc — = ——sinarcsin = =
a Vo T nva 1+2 b/aVat+db b/ath
Otrzymali$my wiec w ten sposOb ten sam wynik, jaki uzyskaliSmy dzieki zastosowaniu metody odpowiadajacej catce dwu-
miennej.
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Wyznaczmy pomocniczo catke [ przez podstawienie tg ¢ = =, z ktorego @dg@ = - du.

de
cos? p(1+a? tg? ¢)
Mamy zatem:

/ do 1 / du 1 —_— 1 teate o+
= - = —arctgu +c= —arctga c
cos2p(l+a2tg’p) a) 1+u?2 a & a salBPTEC

a stad:

da [ .. —3€ . I
V=—|( lim arctgatgep + lim arctgatgga‘ .
3 \e—0+ —3n e—0+ —Z+e

Wrykorzystujac fakt, ze: tg T = tg =%, otrzymujemy:

e—0t+ e—0t

4
V= ?a ( lim arctgatg(—g —&)+ lim arctgatg(—g +5)) =

= 4—; larctg(a - 00) — arctg(a - (—o0))] = é%a (g . (_Z)) _ 4_a7r'

Podsumowanie

W pracy pokazaliSmy, jak w mniej intuicyjny, czy w mniej powszechny sposéb mozna oblicza¢ pola
(w czesci pierwszej) i objetosci (w czesci drugiej) pewnych obszaréw. Wybrane przez nas przykltady mialy
pokazag, ze wybdr metody czesto znaczaco skraca czas obliczen i znaczaco utatwia rachunki. Przyktady
staraliémy sie dobra¢ réwniez pod katem dydaktycznym, chcieliSmy aby byly one niebanalne, a rozwia-
zania zawieraly miejsca, w ktorych tatwo mozna popelnic¢ btad, dzieki czemu takie ¢wiczenia rachunkowe
byty dobrym przypomnieniem metod wyznaczania calek nieoznaczonych i oznaczonych (w tym catki
niewlasciwej).

Pozostaje jeszcze pytanie o weryfikacje otrzymanych wynikow, szczegélnie dla przyktadéw dotyczacych
orzeszka, dzwonka, muszli czy kwiatu, dla ktérych wyznaczyliSmy objetosci powolujac sie jedynie na
otrzymany przez nas wzor (2).

Pierwotnie naszym zamierzeniem bylo napisanie programoéw, ktore obliczalyby pola obszaréw zada-
nych parametrycznie lub biegunowo i objetosci bryt ograniczonych powierzchnia o(p, 8). Programy takie
powstaly, a wyniki te zostaly zweryfikowane, jednak z uwagi na obecna objeto$¢ pracy, postanowilismy
nie zamieszczaé i nie omawiaé¢ tych programéw. Mamy nadzieje, ze bedzie to tematem kolejnej pracy.
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