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Liczby zespolone — postaé¢ algebraiczna w wersji lekkostrawnej

Streszczenie. Praktycznie na kazdym kierunku studiéw na uczelniach technicznych pojawiaja
sie liczby zespolone — tajemnicze wyrazenie z jednostka urojona. W tym artykule postaram sie
uchyli¢ rabka tajemnicy, jak rozwigzywaé niektére zadania z liczbami zespolonymi przedstawiony-
mi w postaci algebraicznej.

Slowa kluczowe: liczby zespolone, postaé algebraiczna liczb zespolonych, plaszczyzna Gaussa.

1. Wstep

Zacznijmy od przypomnienia wiadomosci. Przez C oznaczamy zbiér wszystkich liczb zespolonych.
A czym tak wlasciwie sg liczby zespolone?

Liczbg zespolong w postaci algebraicznej nazywamy wyrazenie z = z + yi, gdzie = i y to liczby
rzeczywiste, a i to jednostka urojona (czyli liczba zespolona speniajaca warunek i = —1).

Dla liczb zespolonych mamy nastepujace pojecia. Jezeli z = x + yi, =,y € R, to:

e Re(z) =x oznacza czes$é rzeczywistg liczby zespolonej,
e Im(z) =y oznacza cze$é urojong liczby zespolonej (TYLKO wspoétczynnik przy ),
e Z=ux —yi oznacza sprzezenie liczby zespolonej (zmieniamy cze$¢ urojona na liczbe przeciwna),

|z| = /22 +y? oznacza modut liczby zespolonej (liczba rzeczywista nieujemna).

Rozpatrzmy kilka przyktadow:
e jezeli 2y =1 —2i,toRe(z1) =1, Im(2) = =2, Z1 = 1 + 24, |2z1| = /12 + (=2)2 = /5,
o jezeli zo =4, to Re(z2) =4, Im(z2) =0, 72 =4, |22] =4,

e jezeli z3 = —3i, to Re(z3) =0, Im(z3) = —3, Z3 = 34, |23] = 3.
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Liczby zespolone mozemy rowniez interpretowac jako punkty na plaszczyznie Gaussa. Plaszczyzna

Gaussa jest to co$ jak plaszczyzna kartezjanska: na osi poziomej (odcietej) zaznaczamy czesé rzeczywista

liczby zespolonej (z), a na osi pionowej (rzednej) czes¢ urojona (y). W zwiazku z tym o§ pozioma nazywana,

jest osig rzeczywista i oznaczana jest Re, a o§ pionowa osig urojong Im.

Liczba zespolona z = a + bi, a,b € R, przedstawiona na plaszczyznie
Gaussa jest punktem o wspotrzednych (a, b). Zauwazmy réwniez, ze modut
liczby zespolonej z jest to jej odlegtosé od liczby zespolonej 0, a sprzezenie
Z = a — bi to punkt symetryczny (wzgledem prostej Re).

2. Podstawowe dzialania arytmetyczne

Im

Iz]

Zacznijmy lagodnie, od podstawowych dziatan. Niech z; = a+bi, a,b € R, 20 = z+yi, x,y € R, beda

liczbami zespolonymi w postaci algebraicznej. Jak wykonywaé¢ dziatania? Najwygodniej bedzie pokazaé

to na konkretnych przyktadach. Zapamietajmy, ze wynikiem dzialan na liczbach zespolonych sg liczby

zespolone (przedstawimy je tez w postaci algebraicznej).

e Dodawanie: oblicz z1 + 29 jezeli z1 = 2+ 3i, 20 = 4 — 8i.

Dodawanie liczb zespolonych w postaci algebraicznej jest bardzo proste — sumujemy czesci rzeczy-

wiste z rzeczywistymi, a urojone z urojonymi:

@ 2

A = (243) +(4—8) =2+3i+4—8i = (24+4) + (3i —8i) =6+ (3 — 8)i =6 — 5i.

(1) Zastosujemy dodatkowe nawiasy dla zwiekszania widocznosci.

(2) Grupujemy.

Podajmy wzor ogolny dla dodawania (oraz cze$¢ rzeczywista i urojong wyniku):

21+ 22 = (a+bi) + (z +yi) = (a+2) + (b+y)i,
Re(z1 + 22) = Re(z1) + Re(z2) = a + =,
Im(z1 + 22) = Im(21) + Im(22) = b+ v.

e Odejmowanie: oblicz z3 — z; jezeli z; = 2 + 3i, z3 = i° — 6i°.

Odejmowanie odbywa sie na tej samej zasadzie co dodawanie — dzialamy na pogrupowanych cze-

§ciach rzeczywistych i urojonych liczb zespolonych:
@ . 3)

e 2P 62— 243)Zi1-2-3i=-3-32 30119

(1) Tutaj wymagany jest nawias albo od razu zmiana znaku.

(2) Korzystajac z wtasnosci i2

= —1, obnizamy stopieri potegi: i® = (i2)? -i = (—1)

St =1.

(3) Jezeli potrzebujemy postaci algebraicznej, zostawiamy jak jest, czyli —3 — 3i. Jezeli bedziemy uzywaé te liczbe

zespolong w innych obliczeniach, moze bardziej nam si¢ oplacac zapisa¢ ja w innej postaci.
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Dla odejmowania otrzymujemy wzor ogélny w postaci:
21— 2 = (a+bi) — (2 +yi) = (a— ) + (b — )i,
Re(z; — 22) = Re(z1) —Re(z2) = a —
Im(z; — 22) = Im(21) — Im(22) = b —v.
Mnozenie: oblicz z; - z3, jezeli z; = 2 + 3i, 23 = i® — 6i2.
Mnozenie wykonujemy schematem jak dla wyrazen w liczbach rzeczywistych — mnozymy kazdy

element przez kazdy, pamietajac o tym, ze i2 = —1:

2oz = (2430) - (i°—6i2) = (243i)- (i—1) =2 —2+3i2—3i=-2-3—i=-5—4.

Wzér ogélny dla mnozenia:

z1+ 22 = (a+bi) - (x+ yi) = (ax — by) + (ay + bz),
Re(z1 - 22) = Re(z1) - Re(z2) — Im(21) - Im(22) = ax — by,
Im(27 - 22) = Re(21) - Im(22) + Im(21) - Re(22) = ay + bz.

Dzielenie: oblicz = jezeli z1 =2+ 3i, 20 = 4 — 8i.

22
Dotarlismy do dzielenia liczb zespolonych — dziatania, gdzie musimy zmieni¢ nawyki wyniesione
z dziatan na liczbach rzeczywistych. W tym miejscu przyda nam sie pewna wtasno$¢ liczb zespolo-
nych — mianowicie fakt, ze liczba zespolona pomnozona przez jej sprzezenie daje liczbe rzeczywista:
z-z=(x+iy) - (z —iy) = 2 + ayi — ayi — y*i® = 2% +y? = 2|~
Aby podzieli¢ dwie liczby zespolone, najpierw zapisujemy iloraz w postaci ulamka, a nastepnie
mnozymy licznik i mianownik przez sprzezenie mianownika:

2 243i () 2430 2431 142 (2430)(1+2i) (2) 2+ 4i + 3i + 642

2z A—8i  4(1—2i) 4(1—2i) 1+2  4(1— 2i)(1+ 2i) 4(12 — (2i)?)

@ —4+7i  Ti—4

41+4) 20

(1) Wiemy, iz 4 — 8 = 4 + 8¢, ale dla uproszczenia obliczen zauwazmy, ze 4 — 8 = 4(1 — 2¢). Zatem wystarczy nam
sprzezenie liczby 1 — 2i.

2) W mianowniku mamy wzér skréconego mnozenia (a + b)(a —b) = (a — b)(a + b) = a? — b2 gdzie a = 1, b = 2i.
y g g

(3) Korzystamy z wtasnosci i2 = —1.

Teraz pokazemy og6lny wzér na dzielnie (dodatkowo cze$é rzeczywista i urojona wyniku):

z21_a+b ax+by bx—ay.

= Z,
zo x+yi  x2+y?  x?4y?

Re (Zl> — Re(z1) -Re(z2) + Im(21) - Im(22) _artby
22 (Re(22))” + (Im(2y)) PN
0 2 _ Im(21) - Re(z2) — Re(21) - Im(22) _ b — ay'
I (> (Re(=2))” + (In(=))” 2% 4y



Co zrobi¢ w przypadku, gdy mamy wiecej niz dwie liczby zespolone? To samo tylko kilkukrotnie, pamie-

tajac o kolejnosci wykonywania dziatar.

2
Zapiszmy w postaci algebraicznej liczbe — + G 221(z2 + 23), gdzie z1 = 1431, 20 =1 — 2, 23 = 3+ 4.
z1 Z92

Zacznijmy od poczatku, najprosciej bedzie najpierw policzy¢ oba ulamki i wykonaé¢ dziatanie w na-

wiasie (caly czas pamietamy, ze i = —1):
2 2 2 1-3i 2-6i 2-6i 1-3i
s 143 1+3i 1-3 149 10 5 °
z3 3440 3440 —2—i —6-3i-8 —42 —2-11i
2 -2  i—-2 —2—i 4+1 -5

221 (204 23) = 2(1+30) (i —2+3+47) = 2(143i)(1+5i) = 2(1+5i+3i+15i2) = 2(—14+8i) = —28+16i.

Teraz mozemy wroci¢ do calego dziatania:

2 z3 1-3¢ —-2-113¢ —
—+—=-2 = — (=28 +167) =
o + = 21(2z2 + 23) e +t—¢ (—28 + 16i)

1— 144 139 94
T 99 1 = 222 T
+ 28 61 3 51

3. Zadania ciekawsze

Podstawy za nami — przypomnieliémy sobie, jak sie dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli liczby zespo-
lone w postaci algebraicznej. Teraz czas zastanowié sie, jak rozwiazac¢ niektoére typy zadan z liczbami
zespolonymi. Okazuje sie, ze nie jest to takie trudne, jak sie wydaje... Zazwyczaj...

Przyklad 1. Podaj cze$¢ rzeczywista, urojona, modut i sprzezenie liczby zespolonej
5 Bi+In2+30)+5Re (55)i o

+ — + —.
8 V2 —V2i|-i—1 8

Ten przyktad na pierwszy rzut oka to koszmar, ale czy na pewno? Zrébmy go krok po kroku, obliczajac

poszczegblne elementy.

e Im(2+ 3i).
Ten fragment jest bardzo tatwy. Jak widaé¢ 2 + 3i jest liczba zespolona w postaci algebraicznej,
zatem jej cze$cia urojong jest wspolczynnik przy i:

Im(2 + 3i) = 3.

* Re (i)

Tutaj sytuacja jest troszke bardziej skomplikowana. Najpierw musimy przeksztatcié ﬁ do postaci

algebraicznej (wykorzystujac sprzezenie i wzor skroconego mnozenia):

1 1 2+ 1-(2+1) 2+4i 240 _2+i_2 1,
= . = = = = = — —1.
2—i 2—i 2+i (2—i)-(2+i) 22— 4-(-1) 5 55

Otrzymalismy posta¢ algebraiczna, zatem mozemy odczytaé czeSé rzeczywisty otrzymanej liczby

zespolonej:

Re ! = Re g+lz —g
2—4) 5 5/ 5
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° |\/§ — \/§Z|

Do policzenia mamy modut liczby zespolonej — pamietamy, ze jest to |z| = \/(Re(z))2 + (Im(z))z.
Na szczescie mamy podang postaé algebraiczna, zatem:

VZ-V2il=/(V2) + (- v2)’ = vZF2=2.

o i — 1.

Warto zwroci¢ uwage, ze kolejnosé czesci rzeczywistej i urojonej jest inna. Zatem:

i—1=—1+i=—-1—i=—(1+1i).

Obliczylismy poszczegolne fragmenty wyrazenia. Oznaczmy liczbe przez z i obliczmy ja wstawiajac
wyniki do wyrazenia, przy okazji upraszczajac (wylaczajac przed nawias):

3 3i+1m(2+3i)+51’»e(ﬁ>i 21, 3 21i  3i+3+5-2-i 3+42li  3+8i

i V2 —V2i|-i—1 RIS 2 [—(1+14)] 8  2-(1+i)
Dla ulatwienia osobno obliczmy drugi utamek:

348  (3+8)-(1—4) 3-3i+8 -8 11450

2. (1+d) 2-(1+d)-(1—4) 41— 8

Wréémy do gtéwnych obliczen i przedstawmy z w postaci algebraiczne;j:
34215, 3+8  3+2li 11+50 3+21i—11—-5i —8+16¢

_ = — = = =—1+4 2.
: s ' 2.(1+9) 8 8 8 8 e
Skoro otrzymalismy z = —1 + 2i, to:
e Re(z) =Re(—1+2i) = —1,
o Im(z) = Im(—1+ 2i) = 2,
o fl = - 142 = VP T2 =5,
e Z2=—-1+4+2i=—-1-—21.

2 b
Przyklad 2. Znajdz wszystkie pary (z, y) liczb rzeczywistych spelniajacych warunek Tt = 3—1.
i — 1

Zacznijmy rozwigzywanie od pozbycia sie liczb zespolonych z mianownikéw. Jak zauwazyliSmy, przy
dzieleniu jest to mnozenie przez utamek, ktéry w liczniku i mianowniku ma sprzezenie liczby z mianownika:

vyt (- yfA—i) P —d)
1+i (144d)-(1—d) 1—42 2
i owi-(2+4) 2witwai®  x(2—1)
2—i (2—4)-(2+i) 22—-42 5
Wréémy do naszego rownania i dokonajmy przeksztalcen:
oy Ty
1+i 2-i ° "
2 . .
y*(1—14)  x(20i—1) )
= 3—
5 5 "
5-y2(1—i)  2-2(2i—1) ,
= 3 —
0 10 b

5y2(1 — i) + 2x(2i — 1) = 10(3 — i),



592 — 5y%i + 4xi — 22 = 30 — 104,

(5y? — 2x) + (4 — 5y%)i = 30 — 10i.

Teraz po obu stronach réwnania mamy liczby zespolone w postaci algebraicznej. Wiemy, ze dwie
liczby zespolone sa rowne, jezeli maja takie same czesci rzeczywiste i takie same czesci urojone. Zatem
poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone po obu stronach réwnania, dostajemy uktad réwnan:

5y? — 22 = 30
4z — 5y% = —10.
Musimy go rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych. Zastosujmy metode przeciwnych wspotczynnikow:
{ —22 + 5y? = 30
4z — 5y% = —10.

Dodajemy oba réwnania, otrzymujac:

2z = 20,

z = 10.

Zatem:

x =10
—2z + 5y% = 30,
x =10
y* =10,

=10
y=v10 v y=—V10.
Otrzymujemy odpowiedz: (x,y) € {(10,/10), (10, —/10)}.

Przyklad 3. Znajdz wszystkie liczby zespolone spemiajace réwnanie |z|2 — 22 + (2)? = 9.
Zacznijmy od przedstawienia szukanej liczby zespolonej w postaci algebraicznej z = x+iy, z,y € R.
Teraz podstawiamy te posta¢ do danego réwnania i zaczynamy przeksztalcanie:
|2]? = 2% + (2)* = 9,
2 2 2
‘x-l—iy‘ — (w—Hy) + (:E—Hy) =9.

Znow, dla przejrzystosci obliczen, cze§é z nich wykonamy oddzielnie (zawsze upraszczajac ¢ w potedze

wiekszej niz 1, stosujac wlasnosé i2 = —1):

2 2
x+iy‘ =(\/:c2+y2) =2+

o (z+iy)? = 2%+ 2xyi + (iy)? = 2% + 22yi + i%y? = 2% — y? + 22yi,

2 2
° (x + zy) = (x — zy) =2 — 2xyi + (iy)? = 22 — y? — 2ayi.

Teraz mozemy wroci¢ do naszego réwnania i rozpoczaé upraszczanie:
Iz + iy[? — (z +iy)® + (ﬁzy)2 —9,

22 + 42 — (2% — y? + 22yi) + 22 — y? — 2ayi =9,

2 +y? — dayi = 9.
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Zauwazmy, ze po obu stornach réwnania mamy liczby zespolone. Dla przejrzystosci zmienmy lekko
zapis (22 +y?) —4day-i=9+0-1.

Wiemy, ze dwie liczby zespolone sa réwne, gdy maja te same czesci rzeczywiste i te same czesci
urojone, wiec otrzymujemy uktad réwnan:

2 +y?=9
—4zy = 0.
Rozwiazmy go pamietajac, ze x,y € R:
2 +9y?=9
zy =0
?+y*=9
r=0Vy=
x2+y2:9 Y x2+y2:9
z=0 y=20
2 _ 2 _
y* =9 y zc=9
z=0 y=20
y=3Vy=-3 v r=3Vr=-3
z=0 y=0
=0 =0 T = r=-3
V Vv V .

Szukalismy liczb zespolonych postaci z = = + iy, «,y € R. OtrzymaliSmy:
z=0+4+3 VvV 2z=0-3i V 2z=3+4+0 V z=-340i.
Rownanie ma cztery rozwiazania: 3i, —3¢, 3, —3.

Odpowiedi: z € {3,—3,3i,—3i}.

Przyklad 4. ZnajdZz wszystkie liczby zespolone speliajace rownanie z - Re(z) + Im(24+2) = z - Z.

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie zacznijmy od przedstawienia szukanej liczby zespolonej w po-
staci algebraicznej z = z+yi, x,y € R. Teraz podstawiamy te posta¢ do danego réwnania i zaczynamy
przeksztalcanie:

z-Re(z)+ Im(2+2) =23,

(x+yi) -Re(z+yi) + Im(2 + (z + yi)) = (z + yi) - (x + yi),

(x+yi) - z+Im24+x —yi) = (z+yi) - (x — yi).

Zauwazmy, ze dla wyrazenia (z + yi) - (z — yi) mozemy zastosowaé wzor skroconego mnozenia (a +
b)(a—b) = a®> —b?, dla a = x, b = yi. Dzieki temu od razu otrzymujemy (poniewaz i?> = —1) uproszczone
wyrazenie:

2?2 +xyi —y = 2% + 92,

y? 4y —zyi = 0.

Poréwnujemy czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnosci. W wyniku tego otrzymujemy uktad

v +y=0
—zy =0

réwnan:



yly+1)=0
xzy =0
y=0vy=-1
zy =0
y=0 v y=-—1
zy =0 zy =0
y=20 y =0 .
=t teR y=—1

Pamietamy, ze szukaliSmy liczb zespolonych z = z + iy, x,y € R. OtrzymaliSmy:
z=1t+0i t €R, \% z=0—1.

Ostatecznie:

ze{t:teR}U{-i}.

Przyklad 5. Na plaszczyznie Gaussa zaznacz zbior liczb zespolonych
{z€C: Im(z-Z4+2i+2) >Re(2—2)A1<|z—1—1i] <4}.

By rozwigzaé¢ tego typu zadanie, najpierw powinni§my przeanalizowaé poszczegolne jego fragmenty.
W tym przypadku najpierw rozwazymy Im(z-Z + 2i + z) > Re(2 — z), a nastepnie 1 < |z — 1 — ¢| < 4}.

e Im(z-Z+2i+2) >Re(2—2).

Przedstawmy z w postaci algebraicznej: z = = + yi, z,y € R. Podobnie jak w poprzednich
przyktadach rozbijemy obliczenia na kilka etapow.

1 —_— 2
D z~2+2i+z(:)(x+yi)~(m+yi)+2i+(x+yi):(x+yi)-(m—yi)+x+(2+y)i(——)

=2ty +a+ 2+y)i=(+y" +y)+ (2 +y)i
(1) Wstawiamy z w postaci algebraicznej i, dla zwigkszania widocznosci, zastosujemy dodatkowe nawiasy.
(2) Korzystamy ze wzoru skréoconego mnozenia dla (x + yi) - (z — yi) = 22 — (yi)? = 22 — y?i2 = 22 +y2. Caly

czas pamietamy, ze i2 = —1.
e Im(z-Z+2i+2)=In[(z>+¢y*+y)+ (2+y)i] =2+
e 2—z2=2—(r+yi)=(2—x)—yi.
e Re(2—2) =Re[(2—x) —yi]| =2 —=.

Mozemy teraz rozwiazaé¢ nieréwnoscé:
Im(z-Z+2i+ 2) >Re(2—2)
24y>2—-z

Yy > —.

Ostatecznie pierwszy warunek do zaznaczenia na ptaszczyznie Gaussa ma posta¢ y > —z. Pamie-
tamy, ze z = x + yi, =,y € R, zatem z zaznaczamy na osi rzeczywistej Re, a y na osi urojonej

Im.
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Rysunek 1. Zbiér punktéw na plaszczyznie Gaussa przedstawiajacych liczby zespolone spelniajace nier6wno$cé
Im(z-Z+2i+ 2z) > Re(2 — 2).
e 1 <|z—1—4 <4

Aby zaznacza¢ na plaszczyznie Gaussa ten zbior, ponownie skorzystamy z postaci algebraicznej
liczby zespolonej z = x + yi, x,y € R.

Najpierw obliczymy sam modut:

e 1=l =@+ yi) =1 =il = (@ — 1) + (y = Vil = /e = 1P + (y = 1)
Postawiajac do nieréwnosci, otrzymujemy:

1<]z—1—-14 <4

1< @17+ (-7 <4

Poniewaz wszystkie wyrazenia sa liczbami rzeczywistymi nieujemnymi, mozemy przeksztalci¢ nie-
réwno$é do postaci:

1P <(z -1+ (y—1)° <4

Zatem otrzymali$my nieréwnoci wykorzystujace rownanie okregu: (z — a)? + (y — b)? = 2, gdzie
punkt (a,b) jest srodkiem, a r promieniem okregu.

Przy okazji zauwazmy, ze otrzymaliémy wzor na okrag w liczbach zespolonych: |z — zg| = r, gdzie
liczba zespolona zg jest §rodkiem, a r promieniem okregu zaznaczonego na ptlaszczyznie Gaussa.

Ostatecznie nasz zbiér to:

Rysunek 2. Zbiér punktow na plaszczyznie Gaussa przedstawiajacych liczby zespolone spelniajace nieré6wnosc
1<|z—-1—14| <4.



Ostatnim etapem jest zaznaczenie calego zbioru na plaszczyznie Gaussa:
{z€eC: Im(z-Z4+2i4+2) >Re(2—2) A1 < |z —1—13| <4},

Naszym zbiorem jest:

-4 =3 2 1 -4 =3 -2 -1 o

=1

-2

-3 -3

-4

-4

Rysunek 3. Zbiér {z € C: Im(z-Z+2i+2) >Re(2—2) A1 < |z —1—i| <4}

4. Zadania do samodzielnej pracy

Zadanie 1. Podaj czes¢ rzeczywista, urojona, modutl i sprzezenie liczby zespolonej z:

44 3
a) z =i* — i +8i® — 5" — 7i?, b)z=|.+—’|,
21 —1
2—8i 1+124
= Im(2 i) - (3 —4i d) z= -
©) z = In(28 +6i) - (3 — 4i), I In(5i — 9)’
8 i3 9 4 543 .84 P —
e)z:|4z .+3z|’ £) - — -1-7.15 2 [8@+Re(7.z 10)]‘
2+ 1 4+ Tt I8 — 5i|2

—i+2

Odpowiedz 1.
a) Rez =8, Imz = —4, |z| =45, 7 =8 + 44, b)Rez = —1, Imz = —2, |2| =5, 2= —1+2i,

c) Rez =18, Imz = —24, |2| =30, Z=18+24i, d)Rez= -2, Imz = —2, |2| =22, Z= —2+ 24,
e) Rez =5, Imz = —5, |z| =52, Z =5+ 54, f) Rez =0, Imz=—1, |2| =1, Z=1.
Zadanie 2. Znajdz wszystkie pary (x,y) liczb rzeczywistych spelniajacych rownanie:
a) 45y =8 b) 4= 30 - (x+iy) = — ¢) (44 3i)y — % =

53— VTS s LA
Odpowiedz 2. .
a) (l‘,y) = (07 %)7 b) (m7y) = (3, 3)7 C) (1157y) = (_§ 1)
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80 4. ZADANIA DO SAMODZIELNEJ PRACY

Zadanie 3. Znajdz wszystkie liczby zespolone spelniajace roéwnanie:

a) |z| + 22 =1, b) z —z = &i, ¢) Im(z) + 3z =Re(z) - Im(2 + 2).
Odpowiedz 3.

1-— -1
a) z € 2\/5,\/52 }, b)z e {t+4i:t R}, c) z € {0}.

Zadanie 4. Na ptaszczyznie Gaussa zaznacz zbiory liczb zespolonych

a) {z€C: Rez -Imz>1A]|z| <3},

b){z€C: Re(22+8i-%) >2A |z —3+1i| > 1},
3
c) {zeC: |z—3] 22/\|z—§+i| <1ARe(z—1)>Imn(2-%2)}.
Odpowiedz 4. Dla utatwienia przedstawione sa wszystkie zbiory, odpowiedzia jest cze$¢ wspolna.

c)




