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KONFIGURACYJNY CHARAKTER METODY MONGE’A

1. Wstep.

W podrgcznikach geometrii wykreslnej spotykamy dwa rézne podejscia do metody
rzutow prostokatnych na dwie rzutnie (Monge'a), t.zw. metode sladowg 1 bezsladowa. Autorzy
zwykle preferuja jedng z nich, czasem nawet zdecydowanie odrzucajac druga. Istnieje pewna
dziedzina zastosowan obu metod 1 wtedy dyskusja nad efektywnoscia, zaletami
poszczegdlnych metod jest racjonalna. Ale sa tez obszary, gdzie metoda $ladowa nie moze byé
(z natury rzeczy) zastosowana i wowczas tego typu dyskusja staje sie bezprzedmiotowa. W
pracy niniejszej wykazuje si¢, ze owo stwierdzenie ma glebszy sens geometryczny. Okazuje si¢
bowiem, ze u podstaw obu metod lezg dwie rozne konfiguracje geometryczne. W metodzie
Monge'a podstawowymi konstrukcjamui sg t.zw. konstrukcje przynaleznosci i elementow
wspdlnych. Konstrukcja elementéw wspdlnych na ptaszczyznie danej $ladami (podobnie jak
konstrukcja cienia odcinka na dwie rzutnie) prowadzi do pewnej konfiguracji, nazwanej
konfiguracja Monge'a ([2],[4],[6]). Konstrukcja elementéw wspdlnych (punktu przeciecia sie
dwu prostych) na ptaszczyznie okreslonej za pomocg dwu prostych (bezSladowo) prowadzi do
konfiguracji dualnej do konfiguracji zwiazanej z czworokatows szostka punktow,
wprowadzona przez Veblena-Younga ([1],[5]). Obie konfiguracje zamykaja si¢ na
plaszczyznie, na ktdrej spetniony jest aksjomat Desargues'a.

2. Konfiguracja Veblena-Younga.

Czworokqtem  nazywamy  uporzadkowang  czwoérke  punktow  trojkami
niewspoiliniowych. Poszczegdlne punkty takiej czworki nazywamy wierzchotkami. Proste
incydujace z dwoma wierzchotkami nazywamy bokami. Boki czworokata porzadkujemy w
nastepujacy sposob: niech p, p, p, p, bedzie czworokatem, woéwczas p, p, |p 1> PaPs l
P,, p;p, | P;, p,;p; , P,, p,p; , Ps, p,p,; | Pg. Boki P, P,, P; nazywamy
trojkq gwiazdzistq, a boki P, , P, , P, trojkq tréjkqtowq. Przecigcia bokow czworokata nie
bedace wierzchotkami nazywamy punktami przekqmiowymi. Konfiguracje (podstrukturg
plaszczyzny rzutowej) ztozona z wierzchotkdw 1 bokow czworokata nazywamy czworokqtem
zupetnym. Mowimy, ze punkty a,, a,, a;, a,, as;, a, tworza czworokatows szostke

a, a,
punktow, ktora oznaczamy symbolicznie | a, a, | wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje czworokat

a; dg

4 6
p,p,P;P,,0bokach P, .. P, orazprosta Q takie, ze AP; = | 0, na; |P,. 0.

= i=
O czworokacie p, p, p; p, bedziemy mowil, ze realizuje czworokatowa szdstke punktow
a,,a,,a;,a,,a,,a,. Czworokatowa szdstka punktow spetnia wiasnosci
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a, a, a, a

i3
{ijk}={1,23}A |a, a,| > a a.;|,
a, ag a, i3
a, a, a, a,
a, a;| = | a a,
a, a, a, a,

Pierwsza implikacjg realizuje czworokat PiP;PP,,druga czworokat p,p,p,p, .

Okazuje sig, ze dla piatki punktow a 1>9;,45,4,,as istnieje dokladnie jeden punkt a4 taki,
a, a,
ze | a, a; | . Udowodnijmy to. W tym celu dla danej konfiguracji p, p,p,p,, P 1 Pg s O,
as as
a;,49;, 4y, 4,, 45, a; rozwazmy konfiguracje p’, p’,p’, p’, Py, Py, 0a,,a,,
a;,a,,a; (Rys.1). Wystarczy wykazaé, ze prosta P's (p', p',) incyduje z punktem a, .
Trojkaty p,p;p,, p',p’,p’, sa osiowo perspektywiczne o osi O, zatem na mocy
aksjomatu Desargues'a proste p /Py, Ps D', p,p’, naleza do jednego peku. Oznaczmy
wierzchotek tego peku przez o. Podobnie trojkaty p,p,p,, p,p’sp’, sa osiowo
perspektywiczne o osi Q, zatem na mocy aksjomatu Desargues'a proste p 205, Py Py,
p.p', naleza do jednego peku. Wierzchotkiem tego peku jest pewien punkt o. Stad wnosimy,
ze czworokaty p,p,p.p,, P, p',p';p', sa perspektywiczne o osi O. Zatem boki
Ps@,p,), P's ', p’,) przecinajg sie na prostej O w punkcie a;; .
W dowodzie powyzszym uzylismy konfiguracji /4 punktow: p 1Py Dy Dy,
a,, .., as; 13 prostych: O, P, ..., P, , P, .., P, takich, ze dla #(i,j,k) zachodzi —
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Lpp,p;p.) ~ L' p';p',) oraz DPi "‘,Q’ NG IPi 0, ‘Q{P'i —'lQ’ 04 lP'i 0.
Konfiguracje te nazywac bedziemy konfiguracjq Veblena-Younga i oznacza¢ w skrocie V-Y.
Nazwa ta zostala uzyta prawdopodobnie pierwszy raz w niniejszej pracy.
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3. Zasada przynaleznoSci w metodzie Monge'a.

Zatdzmy, ze na plaszczyznie rysunku, w bezsladowej metodzie Monge'a odwzorowana
jest plaszczyzna af(a,b), gdzie a=(a’a”), b=(b"b"), anb={C}, czyli a'mb={C'}, a"n
b"={C"}i prosta C'C" ma kierunek pionowy (dowolny, ustalony kierunek S na rzutni
przyjety jako pionowy), co w zapisie za pomocg symboli incydencji " [" i wspdtliniowosci
oznacza a’b’|C 1, a"s"| C", L(C'C"S®) (Rys.2). Jesh teraz, stosujac zasade przynaleznosci
(rzut punktu danej figury nalezy do rzutu tej figury), przyjmiemy na prostych a’, a”, &', b"
odpowednio punkty X', ,L',, L', , XK', , K", ,L",, L", ,K", tak, ze K', L, la’, L', K,
|5, K", L", la”, L", K", |5", L', K", §%), LKL, L", §*), L(K',K",S8%), L(L',
L",8%), to punkty M’, M" przecigcia si¢ odpowiednio prostych /' (L', L',), ¥' (K", K';) i
prostych I"(L",L",), k" (K", K", ): KnlI'={M"}, k"nl"={M"}(w symbolice incydencji M|
KT, M| kT ) spetniajg warunek L(MM"S®). Jesli proste wyznaczone przez pary punktow
&x,,K"),Z,,L"), &K ,,K",),L,, L",), (C', C"), (M, M") oznaczymy odpowiednio
przez k, .1, ,k,,1,, c, m, to otrzymujemy konfiguracj¢ /3 punktow: X', , K", , L', ,L",,
K, K, L, L",, C,C" M, M" § oraz 14 prostych: a’, a", ", ", k', k", I', 1", k, , I, ,
k,,l,, c, m spelniajacych, oprocz zapisanych powyzej, dodatkowe nastgpujace incydencje:
K, K" |k, L',L", |1,, K, K", |k,, L', L", |1,, C'C"|c, MM"|m. Konfiguracje te
nazywa¢ bedziemy konfiguracjq bezsladowq Monge'a 1 oznaczaé w skrocie przez BM.
Rzutowa postac tej konfiguracji przedstawia rysunek 3. Oznaczmy przez DV-Y konfiguracje
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dualng do konfiguracji V-Y. Okazuje sig, ze konfiguracje BM i DV-Y sa izomorficzne.
Izomorfizm ten (a raczej odpowiednios¢ korelacyjna migdzy BM i V-Y) ustalaja tabelki Tabl,
Tab2. Te sama odpowiednios¢ ustalaja rysunki 1 1 3, przy czym odmiennie oznaczone sg
punkty i proste na tych rysunkach. Na rysunku 1 punkty sa oznaczone matymi literami, proste -
wielkimi literami alfabetu tacinskiego, na rysunku 3 _ odwrotnie. Odnosénie oznaczen dodajmy,
ze na rysunku 2 zgodnie z tradycja, punkty sg oznaczone wielkimi literami a proste matymi
literami. Do oznaczef na rysunkach adekwatne s oznaczenia w tekscie.

BM V-Y BM V-Y BM V-Y
K P [ a, k" P,
r P [ a, I" P
a Ps k, as a" P’
b’ p, k a, b" p,

c a,
m | a
Tab.1.
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BM V-Y BM | V-Y BM V-Y
K’Z PI Sm I Q K"2 P'l
L’I P.” L"1 P,2
C’ P, c” P,
L, P, L, P,
K'l P5 KHI P,5
M P, M" P,

Tab.2.
4. Zasada przynaleznosci do plaszczyzny okreslonej $ladami.
AS NS /\s S- AS
V-

b
Rys.4.

Zatézmy teraz, ze na plaszczyznie rysunku, na ktorej przyjeto oS rzutow x, w
odwzorowaniu Monge'a dana jest plaszczyzna afh,, v, ), okreslona za pomoca ladow A,

v, . Niech S° oznacza kierunek prostopadly do osi x. Rozwazmy dwie proste @, b lezace na
tej plaszczyznie a, okreslone za pomoca $ladow H,, V,; H,, V, Rys.4). Oznaczajac
przezH",, V', ; H",, V', odpowiednie rzuty sladow H,, V,; H,, V, oraz przez X,
jedyny punkt zbioru 2, "V, Mx, po uwzglednieniu zasady przynaleznosci, mamy nastgpujace
incydencje: #, V", la’, H, V', \b", 1", v, |a", H", v, 6" H,H, X, |h,,V,V, X,
ln,, H' V,H'V,X, |x i wspolliniowosci L(H",H,S*), LV, V', 5°)
L(H", H, S°), L(V, V', S°). Oznaczmy przez C’ punkt wspolny prostych a’, b, przez C"
punkt wspélny prostych a”, b”. Mamy wtedy incydencje C 'la!, 5", C"|a”, b". Z powyzszych
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incydencji i wspotliniowosci wynika wspotliniowosé L(C'C"S™ ) punktow c,C” 8”21, [4D.
Oznaczmy przez h,,v,, h,,v,, ¢ odpowiednio proste {(H, H",), KV, V'), KH", H, ),
w,v,), AC'C" (Rys.4). Powyzsze wspotliniowosci  pozwalaja zapisaC nastgpujace
incydencje: H". H.S™ |h,, V, V', 8" |v,, H",H, 8" |h,, V, V", 8 |v,, CC"S*|c
Otrzymujemy konfiguracje 12 punktéw i 12 prostych, ktora nazwano konfiguracjq Monge'a
([2], [5)). Po przyjeciu ogodlnych, nie zwiazanych z interpretacja wykreslna, oznaczen rzutowa
postac tej konfiguracji przedstawia rysunek 5. Konfiguracja ta jest izomorficzna z interesujaca
konfiguracja zwiazana z konstrukcja cienia odcinka ([4],[6]).

NK

Rys.5.

Przytoczone konfiguracje wskazuja na geometryczne roznice migdzy metoda $ladowa 1
bezsladowa. Warto doda¢, ze u podstaw wielu konstrukcji w teorii rzutow leza mniej lub
bardziej znane, a takze nie spotykane dotychczas w literaturze, konfiguracje. Pomijjajac fakt
oczywistej roli konfiguracji Desargues'a i Pappusa, oprocz omawianych wyzej konfiguracji w
geometrii wykreslnej funkcjonuja: konfiguracja Reidemeistera R (tkwiaca w algorytmie
konstrukcji perspektywy trojzbieznej rownoleghoscianu, dualna do znanej konfiguracji nozyc),
konfiguracja Reidemeistera R, (umozliwiajaca konstrukcj¢ uzupetniania aksonometrii
rownolegtoscianu) ([3],[6]). Obok konfiguracji o charakterze afiniczno-rzutowym warto
zwrbcié uwage na istnienie plaskich zwiazkéw metrycznych migdzy réznymi metodami
mierzenia obiektow w rzutach ([7]).
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THE CONFIGURATIONAL CHARACTER OF THE MONGE’S METHOD

In the academic textbooks on descriptive geometry we meet with two various
approaches to the Monge’s method. There are the traced and untraced methods. Textbook
authors usually prefer one of them ignoring sometimes the other method. In this paper we
show that this problem have an essential geometrical sense. Namely, these methods are related
to two different geometrical configurations. A construction of the common point of two lines,
belonging to the plane defined by means of traces (similarly as the construction of the
refraction point of shadow of segment), leads to - so called - the Monge configuration ([2],
[3]). Whereas a construction of the common point of two lines, lying on the plane determined
by two intersecting lines, takes the configuration dual with reference to Veblen - Young
configuration (based on the quadrangle’s sextuplet of the points ([1], [4])). The two
configurations close themselves if the theorem of Desargues holds on the plane.



