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Wycieczki z Lagrange’em, czyli matematyka woko6l nas

Streszczenie. Twierdzenia z zakresu czystej matematyki nieczesto kojarza sie nam z zyciem
codziennym. Jednak wiele z nich znajduje bezposrednie zastosowanie w otaczajacej nas rzeczy-
wistosci. Celem niniejszego artykulu jest wsparcie tej tezy poprzez zobrazowanie, w jaki sposob
podczas pieszej wycieczki mozna odkry¢. .. twierdzenie Lagrange’a o wartosci §redniej. W dalszej
czedci artykulu pokazano, ze geometryczna wersja rozwazanego twierdzenia znana byla juz w cza-
sach starozytnych — Archimedes stosowal ja do wyznaczania pol figur, ktore nie sg wielokatami.

Stowa kluczowe: Twierdzenie Lagrange’a, twierdzenie Rolle’a, pole figury, krzywe stozkowe.

1. Wstep

Matematycy, jak wszyscy ludzie, wykonuja codziennie wiele czynnosci. Myja sie, ubieraja, robia zaku-
py, chodza na spacery, sprzataja (cho¢ autor tego artykutu zna kilku matematykow, ktorzy tego ostatniego
nie robia — a szkoda, bo mogtoby to zaowocowaé ciekawymi matematycznymi spostrzezeniami). W tych
codziennych zajeciach matematycy dostrzegaja czasem pewne zasady, ktére potem wyrazaja w jezyku
matematyki, formutujac w postaci twierdzenn matematycznych. Oczywiscie te zasady dostrzegaja tez inni
ludzie, ale zwykle s one dla nich tak naturalne i oczywiste, ze nie zastanawiaja sie nad ich matematyczna
naturg.

W wielu podrecznikach mozna znalezé opis réznych zastosowari matematyki. Najczesciej omawiane sg
zastosowania w fizyce, naukach technicznych, czasem w ekonomii, a rzadziej w biologii lub innych naukach.
Nie znajdziemy jednak informacji o faktach matematycznych pojawiajacych sie w zyciu codziennym,
wokol nas. Ten artykut nie wypelnia tej luki, pokazuje jedynie jeden przyklad twierdzenia, ktére mozna
zaobserwowa¢ w trakcie wykonywania codziennych czynnodci.

W rozdziale 2. opowiadamy o tym, jak w trakcie wycieczek mozna odkryé twierdzenie Lagrange’a!
o wartosci $redniej, a w rozdziale 3. pokazujemy, ze geometryczna wersja twierdzenia Lagrange’a byta
znana juz w czasach starozytnych — Archimedes uzywal jej do wyznaczania pol figur, ktére nie sa
wielokatami.

Autor korespondencyjny: W. Tomaszewski (Witold. Tomaszewski@polsl.pl).
Data wplyniecia: 30.08.2021.

1 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) urodzil si¢ w Turynie jako Giuseppe Lodovico Lagrangia. Rodzice Lagrange’a byli
Wtlochami, ojciec mial francuskie korzenie. Ogolnie przyjeta pisownia jego nazwiska wynika najpewniej z faktu, ze sam si¢
nig postugiwal w pracach naukowych — Lagrange duza cze$¢ swojego zycia spedzil we Francji.



Wycieczki z Lagrange’em 129

Twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej jest jednym z najwazniejszych twierdzen rachunku réz-
niczkowego. Niniejszy tekst nie wymaga jednak znajomosci formalnych definicji podstawowych pojec
z zakresu analizy matematycznej. Ujete w artykule okreslenie pochodnej wykorzystuje wylacznie row-
nos¢, ktora zwykle podaje sie jako geometryczng interpretacje pochodne;j.

2. Twierdzenie Lagrange’a

Wyobrazmy sobie, ze chcemy przejsé najkrotsza droga z punktu A do punktu B.

B

e A

Jesli przyjmiemy, ze teren jest plaski (a zwykle tak wlasnie robimy), to zgodnie z geometria Euklidesa
(ktoéra uznajemy za ,nasza’ geometrie), najkrotsza droga jest odcinek taczacy A z B.

B

A

Sytuacja sie komplikuje, gdy miedzy punktami znajduje sie jakas przeszkoda, na przyktad jeziorko.

*B

‘ A

Jesli nie dysponujemy 16dka, a nie chcemy jeziorka przeplywaé¢ wpltaw, to musimy wybra¢ inng droge,
zwykle prowadzaca wzdluz wytyczonej §ciezki. Mozemy wyszczegélnié trzy istotnie rézne warianty takiej
drogi: w wariancie pierwszym $ciezka jest ,,gtadka”, w drugim zawiera ,ostry zakret”, a w trzecim kolejng
— tym razem niewielka — przeszkode, ktéra woleliby$my przeskoczy¢.
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» B /B
A

> A > A
Droga 1 Droga 2 Droga 3

Na mapach $ciezki lub drogi rysowane sg zwykle w postaci krzywych. Zauwazmy, ze trzecia z przed-
stawionych droég istotnie rézni sie od poprzednich — jest ,nieciaggta”. Punkt przeskoku, zaznaczony wy-
kropkowang linig (w matematyce nazywany jest punktem nieciagtosci), wynika z pojawiajacych sie prze-
szkéd: pni Scietych drzew, galezi lezacych na drodze czy strumykéw. Nie bedziemy tutaj wyjasniaé, ani
tym bardziej podawaé formalnej definicji krzywych ciaglych, gdyz wierzymy, ze przedstawione rysunki
w wystarczajacym stopniu oddaja istote tego pojecia.

Zauwazmy, ze we wszystkich powyzszych wariantach naszej wycieczki zachowane sa dwie zasady. Po
pierwsze musimy przez pewien czas oddalaé¢ sie od drogi bezposrednio taczacej A z B, a po drugie musi
istnie¢ (przynajmniej jeden) punkt zwrotny, w ktérym zaczniemy sie do tej wlasciwej drogi przyblizac.
W jaki spos6b mozemy opisaé taki punkt zwrotny? Wszystko zalezy od tego, jak wyglada nasza droga.

Trase druga rozni od pierwszej punkt zagiecia, zwany zwykle ostrzem. Zartobliwie mozna okresli¢
druga droge jako ,wojskowg’, poniewaz zagiecie pojawia sie po komendzie ,w prawo zwrot!”. O takim
punkcie w matematyce méwimy, ze jest nier6zniczkowalny. O pierwszej krzywej bedziemy moéwic, ze jest
rézniczkowalna w kazdym punkcie?.

A co oznacza termin rézniczkowalna? Mozemy te ceche scharakteryzowac tak, ze w kazdym punkcie
krzywej mozna jednoznacznie narysowa¢ prosta do niej styczng.

*B

Unikamy tutaj podawania definicji stycznej, uzasadniajac to podobnie jak brak formalnego wyjasnie-
nia pojecia krzywych ciaglych. Jest jasne, ze w ostrzu nie mozna umiesci¢ jednoznacznie stycznej. Zatem
krzywa opisana jako Droga 2 w tym punkcie nie jest rézniczkowalna.

I tu dochodzimy do sedna. Lagrange zauwazyt, ze jesli krzywa rozpieta miedzy dwoma punktami jest
rézniczkowalna, to punkt zwrotny charakteryzuje sie tym, ze styczna w nim poprowadzona jest rownolegta
do odcinka AB.

2 Wiadomo, ze jesli funkcja jest rézniczkowalna, to jest ciggla.
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Swoje twierdzenie Lagrange sformulowatl nastepujaco:

Jesli krzywa rozpieta miedzy punktami A 1 B jest rézniczkowalna, to istnieje punkt na tej krzywej, ze
styczna do niej w tym punkcie jest réwnolegta do odcinka AB.

Przytoczenie powyzszego twierdzenia stwarza dobra okazje do wyjasnienia bardzo waznej kwestii:
tak zwanej ,istotnosci zalozen”. W twierdzeniu Lagrange’a zalozeniem jest rézniczkowalnosé krzywej.
Widag, ze choé punkt zwrotny istnieje dla kazdej z trzech przedstawionych wczeéniej tras, to dla dwdch
z nich nie mozna go okresli¢ przy pomocy stycznej. Zatem dla krzywych nierézniczkowalnych twierdzenie
Lagrange’a moze by¢ nieprawdziwe. Trzeba powiedzieé¢ ,moze by¢ nieprawdziwe”, bo na krzywej, ktéra ma
punkty nieciggltosci lub punkty nierézniczkowalne, moze istnie¢ punkt, w ktérym styczna jest rownolegta
do odcinka AB — przyktad znajduje sie na ponizszym rysunku.

/ B

:. A

Zazwyczaj w podrecznikach twierdzenie Lagrange’a formutuje sie, uzywajac pochodnej funkcji w punk-
cie, ktora z kolei definiuje sie przy uzyciu pojecia granicy funkcji. Pochodna mozemy réwniez zdefiniowac,
odwotujac sie do pojecia stycznej do krzywej bedacej wykresem rozwazane] funkcji.

Na ponizszym rysunku przypominamy geometryczng definicje tangensa, poniewaz definicja pochodnej
korzysta z tej funkeji®.

tga = ¥

3 Jak pamigtamy ze szkoly, tangens kata ostrego w trojkacie prostokatnym to stosunek dlugosci przyprostokatnej,
znajdujacej sie naprzeciw tego kata, do drugiej przyprostokatne;j.
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Przypusémy, ze f jest funkcjg okreslong w pewnym podzbiorze I zbioru liczb rzeczywistych. To znaczy,
ze dla kazdego a w zbiorze I jest okreslona wartosé f(a), nalezaca do zbioru liczb rzeczywistych. Jesli na
dodatek chcemy moéwié o ciagloéci lub pochodnej funkcji f w punkcie €, to nie tylko £ musi naleze¢ do
zbioru I, ale funkcja musi by¢ okre§lona w pewnym przedziale otwartym, ktoérego srodkiem jest punkt £.
Woéwcezas pochodng funkeji f w punkcie € jest tangens kata miedzy osig Ox a styczna do wykresu funkceji
w punkcie o wspoétrzednych (&, f(£)).

f(®)
£

7€) = tg(a)

Jezeli styczna w danym punkcie jest réwnolegta do odcinka AB, to kat 8 na ponizszym rysunku jest

réwny katowi a.

F(b)

F(b) — f(a)

Wynika stad, ze f/(£) = tg(a) = tg(8), a z definicji funkcji tangens mamy

F) = f(a)

F&) =te(f) = = —
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Teraz mozemy juz zacytowac¢ twierdzenie Lagrange’a w postaci, ktéra mozemy znalezé w wiekszo$ci
podrecznikow.

Twierdzenie (Lagrange’a o wartosci Sredniej). Jesli f jest funkcjq cigglq i rézniczkowalng w prze-
dziale domknictym [a,b], to istnieje taki punkt £ € (a,b), zZe

1) = f(a)

& =5=

Jak widaé¢, matematyczny spos6b wypowiedzenia tego twierdzenia odbiega od obserwacji poczynionej
w trakcie pieszej wycieczki.

Lagrange sformutowal powyzsze twierdzenie w 1797 roku. Ponad 100 lat wczesniej, w roku 1691,
Michel Rolle (1652-1719) odkryt szczegblng postaé tego twierdzenia dla funkeji wielomianowych. Rolle
udowodnil, ze jesli f(a) = f(b) dla funkcji wielomianowej f, to istnieje liczba & lezaca pomiedzy a i b
taka, ze styczna do wykresu funkcji wielomianowej w punkcie o wspoélrzednych (€, f(€)) jest pozioma,
czyli punkt, w ktérym pochodna jest rowna 0. Twierdzenie o wartosci $redniej w postaci, jaka znamy
obecnie, sformutowat i udowodnil Augustin Louis Cauchy (1789-1857) w roku 1823.

xr
a E b
Twierdzenie Rolle’a — f/(£) = 0

Zaprezentujemy teraz kolejny przyktad wycieczki, w trakcie ktérej mozemy zaobserwowac twierdzenia
Rolle’a i Lagrange’a.

Zmeczeni dtuga, piesza wedréowka postanowiliémy wybra¢ sie na weekend do pobliskiego kurortu, aby
nieco odpoczaé. Wyjechaliémy w piatek po poludniu, a powrét zaplanowaliémy na niedziele po potudniu.
Do kurortu odlegtego od naszego miasta o d kilometréw, mozna dojecha¢ pociagiem. Podréz trwa m
minut. W takim razie Srednia predko$¢ pociagu na tej trasie wynosi vg = % kilometréw na minute. W
trakcie podrézy stwierdziliSmy, ze pociag nie porusza na calym odcinku z jednakowa predkoscia. Przyszto
nam, wiec do glowy naturalne pytanie, czy w pewnej chwili ¢y, pociag poruszal sie z predkoscia réwna
predkosci $redniej?

Odpowiedz, ze taki punkt istnieje, wydaje sie oczywista, a formalnie mozna to uzasadnié¢ wykorzystujac
twierdzenie Lagrange’a. Czas podrozy liczymy od chwili poczatkowej ¢ = 0 az do koricowej ¢ = m. Droge,
ktora przejechat pociag od poczatku podrozy do pewnej chwili ¢ € [0, m], oznaczamy przez s(t), a predkosc
pociagu w tej chwili przez v(t). Jest jasne, ze s(0) = 0 oraz s(m) = d. Wiadomo, ze predkosé¢ v(t) w chwili
t jest réwna pochodnej funkcji s(t), wiec v(t) = s'(t) 4. Z twierdzenia Lagrange’a wynika, ze istnieje punkt

to € (0,m) taki, ze
s(m) —s(0) d

olto) = #to) = = == = 5 = e

4 Uzasadnienie tej réwnosci nie jest trudne, ale wymaga formalnej definicji pochodnej. Trzeba tez podkresli¢, ze funkcja
s jest zazwyczaj rézniczkowalna.
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a wiec punkt w ktéorym pociag porusza sie ze Srednia predkoscia. Jezeli pociag czesto zmienia predkosé,
zwalnia i przy$piesza, to takich punktéw moze by¢ wiece;j.

Weekend minal i trzeba byto wracaé¢ do domu. Okazato sie, ze pociag powrotny odjezdza o tej samej
godzinie, a calg trase przemierza w takim samym czasie m. Odleglo$¢ w odwrotng strone tez wynosi d (co
nie zawsze si¢ zdarza w potgczeniach kolejowych). Zastanowilto nas pytanie, czy istnieje chwila ¢y € [0, m],
w ktorej oba pociagi, w jedna i druga strone, poruszaly sie z ta sama predkoscia?® OdpowiedZ tez jest
pozytywna, cho¢ tym razem juz nie tak oczywista. Czas przejazdu w obu przypadkach liczymy od 0 do
m. Oznaczmy przez s1(t) i v1(t) droge i predkosé pociagu w dniu wyjazdu, a przez sa(t) i va(t) droge
i predkosé¢ pociagu powrotnego. Oczywiscie

51(0) = $2(0) = 0, s1(m) = s2(m) = d.

Zdefiniujmy funkcje f(t) = s2(t) — s1(¢). Wtedy f(0) = f(¢) = 0. Korzystajac ze wzoru na pochodna
roznicy funkcji otrzymujemy
F1(t) = s5(t) = s1(t) = va(t) — 01 (1) *

Poniewaz funkcja f spelnia zalozenia twierdzenia Rolle’a, to znajdziemy punkt ¢y € (0,m) taki, ze

f'(to) = 0.

Zatem z rownosci x wynika, ze v1(to) = v2(to), a to oznacza, ze istnieje chwila, w ktorej oba pociagi mialy
te sama predkosc.

Ciekawostks jest tez fakt, ze istnieje chwila to, w ktérej oba pociagi znajda sie w tym samym punkcie®.
Taki punkt istnieje nawet, gdy $rednie predkosci obu pociagdéw sa rézne. Rozwiazanie tej zagadki nie
wymaga ani twierdzenia Rolle’a, ani Lagrange’a i pozostawiamy je Czytelnikom, a pod koniec tekstu je
podajemy.

W nastepnym rozdziale pokazujemy, ze z punktem o wartosci $redniej okreslonym przez twierdzenie
Lagrange’a mozna sie spotka¢ juz w pracach starozytnych matematykéw. Wyznaczenie polozenia tego
punktu na paraboli pozwolito Archimedesowi wyprowadzi¢ wzor na pole figury ograniczonej odcinkiem
i lukiem paraboli.

3. Trojkaty wpisane w krzywe

Menaichmos (Menaechmus), matematyk grecki zyjacy w latach 380-320 p.n.e., jest uznawany za
odkrywce krzywych stozkowych, czyli takich krzywych, ktore powstaja przez przeciecie nieskonczonego
stozka réznymi plaszczyznami’. Krzywymi stozkowymi sg okregi, elipsy, hiperbole, parabole, a takze
proste i punkty. Jednakze to nie Menaichmos, a Apoloniusz z Pergi (290-190 p.n.e.) nadal tym krzywym
znane obecnie nazwy w swoim dziele Stozkowe®. W jezyku greckim dzielo to ma tytul Kwrirka (konika),
co oznacza wlasnie krzywa stozkowa.

5 Oczywiécie chodzi tu o punkt, poza punktem poczatkowym i konicowym, w ktérych predkosé jest zerowa.

6 Wyraznie podkreélmy, ze chodzi o miejsce na trasie, a nie o droge jaka pokonaly pociagi.

7 Menaichmos odkryl te krzywe, probujac rozwiazaé¢ problem podwojenia szescianu.
Rysunek przedstawiajacy krzywe stozkowe powstal na podstawie kodu dostepnego na stronie
https://github.com/ridlo/tikz_by_example.[Dostep: 17.09.2021]

8 Duzielo Apoloniusza sktadalo sie z o$miu czeéci. Czeéci 1-4 przetrwaly w oryginale do dzisiejszych czaséw, czesci
5-7 znamy z przekladow arabskich. Czes$¢ 6sma zagineta, ale zostala odtworzona, na podstawie réznych zapiskow, przez
astronoma Edmunda Halleya (1656-1742). Wiecej o Apoloniuszu 1 stozkowych mozna przeczytaé w pracy [1].
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Archimedes (287-212 p.n.e.), jeden z najwiekszych uczonych wszech czasow, poswiecit parabolom
prace ,Kwadratura paraboli”?. Najwazniejszym wynikiem przedstawionym w tej pracy byto wyznaczenie
pola figury ograniczonej odcinkiem i tukiem paraboli.

7

W czasach starozytnych wyprowadzano wzory na pola powierzchni wielu figur ptaskich. Najpierw
ustalono wzory na pola prostokatow i kwadratéow, a nastepnie wyznaczono wzory na pole réwnolegtoboku
oraz innych wielokatéw. Z réwnoleglobokami poradzono sobie tak, ze poprzez ich umiejetne rozcinanie,
uktadano z otrzymanych kawatkéw prostokat. Poniewaz tréjkat jest potowa réwnolegtoboku, potrafiono
réwniez podaé¢ wzor na jego pole. Pola innych wielokatéow wyznaczano poprzez ich triangulacje, to znaczy
podzielenie tych figur na trojkaty. W ten sposéb wyznaczono, miedzy innymi, wzér na pole trapezu.

Jak nietrudno sie domysli¢, pola figur niebedacych wielokatami okazaly sie problematyczne. I to
wtadnie Archimedes poradzil sobie z wieloma takimi figurami. Jako pierwszy podal wzor na pole kota
i, jak wspomnieliémy wczesniej, wzor na pole figury ograniczonej odcinkiem i parabola. Z tg ostatnia figura
postapil podobnie jak z wielokatami. Pokryl ja, tym razem nieskoniczong iloscig tréjkatow, i zauwazyt,
ze ich pola tworza ciag geometryczny. Potrafil obliczy¢ sume nieskonczonego szeregu geometrycznego
i to pozwolito mu otrzymaé¢ zadany wzor. W efekcie udowodnil, ze pole tej figury jest rowne % pola
najwiekszego trojkata, o boku AB i wierzchotku polozonym na tuku paraboli.

Przyjrzyjmy sie doktadniej triangulacji Archimedesa. W tej metodzie kluczowe jest spostrzezenie, ze
sposrod wszystkich trojkatéw o boku AB i wierzchotku polozonym na paraboli, najwieksze pole ma ten
o wierzchotku potozonym na stycznej rownolegtej do boku AB. Zatem wierzcholek najwiekszego trojkata
lezy w punkcie, o ktérym moéwi twierdzenie Lagrange’a.

9 O burzliwej historii prac Archimedesa mozna przeczyta¢ w artykule [3]. W tej pracy mozna znalezé tez opis wybranych
osiggnieé¢ tego uczonego.
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To jest dos¢ oczywiste, bo wszystkie trojkaty, o ktorych tu mowa, maja te samag podstawe AB, wiec
najwieksze pole ma trojkat, ktéory ma najwieksza wysokosé. Jesli styczna w punkcie C' jest rownolegta
do AB, to wysokos$¢ trojkata ABC jest rowna odlegtodci stycznej od odcinka AB, a wysokosé kazdego
innego tréjkata jest mniejsza, bo parabola przecina prosta prostopadta do stycznej i do odcinka AB, a na
takich prostych leza wysokosci wszystkich trojkatow, o ktérych tu mowa.

Co wiecej, ten fakt jest prawdziwy dla kazdej figury wypuktlej ograniczonej odcinkiem i krzywa roz-
niczkowalna.

Figure nazywamy wypukta, jesli dowolny odcinek tgczgcy pare punktow lezZgcych wewngtrz figury jest
catkowicie zawarty w tej figurze.

Figura wypukta Figura niewypuktla

Otrzymujemy wiec nastepujacy wniosek z naszych rozwazan.

Dana jest figura wypukta, ograniczona odcinkiem AB i pewng krzywq rozniczkowalng. Wowczas sposrod
wszystkich trojkgtow o boku AB i wierzchotku potozonym na krzywej najwiekszq powierzchnie ma trégkqt
o wierzchotku potozZonym na stycznej réwnolegtej do boku AB.
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Czy to pozwala na obliczanie pol takich figur, podobnie jak to zrobit Archimedes dla paraboli? Niestety
nie zawsze, bo wazne jest tez miejsce potozenia punktu C.

Jednym z wnioskéw plynacych z powyzszej wlasnosci jest nastepujacy, zapewne wielu osobom znany,
fakt:

Sposrad trojkgtow wpisanych w dany okrgg najwickszq powierzchnie ma trajkgt réwnoboczny.

Jezeli przetniemy okrag dowolng cieciwa, to otrzymamy figure wypukla ograniczona ta cieciwa i tukiem
okregu. Zgodnie w powyzsza wlasnoscia, trojkat (ktorego jednym bokiem jest ta cieciwa) o najwiekszym
polu powierzchni ma wierzchotek polozony na stycznej réwnolegtej do cieciwy.

Ten trojkat jest rownoramienny, bo wierzcholek C' lezy na symetralnej odcinka AB, ktéra zawiera
srednice okregu. Zatem trojkat o najwiekszej powierzchni musi by¢ réwnoramienny. Gdyby taki trojkat
nie byt réwnoboczny, to nie mialtby najwiekszej powierzchni, gdyz wieksza miatby trojkat rownoramienny
o podstawie AC. Pozostawiamy czytelnikom sprawdzenie, ze wszystkie trojkaty réwnoboczne wpisane
w okrag sa przystajace, a wiec maja takie samo pole.

Wracajac do paraboli, zastanéwmy sie, gdzie jest potozony punkt, w ktérym styczna do paraboli
jest rownolegta do odcinka AB. W dzisiejszej terminologii mozemy opisa¢ to nastepujaco: jezeli a, b, sa
pierwszymi wspétrzednymi koricow odcinka!® i punktu, w ktérym styczna jest do tego odcinka réwnolegta,

to £ jest srodkiem przedziatu [a, b], wiec £ = “7“’

10 W terminologii matematycznej, pierwsza wspotrzedng punktu (wspotrzedna ) na plaszczyznie kartezjanskiej nazy-
wamy odcietq punktu, a druga (wspolrzedna y) rzedng. Nazwy te sa polskimi tltumaczeniami tacinskich terminéw abscissa
i ordinata, ktore zostaly wprowadzone przez Fibonacciego w 1220 roku, w jego dziele De Practica Geometrie.
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W celu uzasadnienia powyzszego faktu zauwazmy najpierw, ze mozna sie ograniczy¢ do paraboli danej
wzorem y = px2. Na ponizszym rysunku pokazano, ze przesuwajac i obracajac dowolng parabole, mozemy
otrzymaé parabole o réwnaniu y = pz? (nie zmieniajac przy tym pola kolorowej figury).

przesunigcie obrét y=npz

Teraz skorzystamy z faktu, ze pochodna funkeji y = px? wynosi ' = 2px i zastosujemy twierdzenie

Lagrange’a:
fb) — f(a) _ pb® — pa?
(b—a)  b—a

2p¢ = f'(€) = =p(a+1D).

Stad otrzymujemy & = £t

Jednakze starozytni, ktérzy nie znali pojecia pochodnej, nie mogli przeprowadzi¢ powyzszego rozumo-
wania. Wiedzieli natomiast, ze parabola ma o§ symetrii przechodzaca przez jej wierzchotek. Zauwazyli, ze
jesli poprowadzimy prosta réwnolegta do osi symetrii przechodzaca przez punkt C, to prosta ta przetnie
odcinek AB w jego polowie, a to jest rownoznaczne z tym, ze £ jest srodkiem odcinka [a, b].

|AC’| = |’ B]
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Archimedes w dowodzie zaleznosci miedzy polem trojkata ABC oraz polem figury ograniczonej odcin-
kiem i parabolg wykorzystal ten fakt, ale nie podal jego uzasadnienia. Wprawdzie geometryczne uzasad-
nienie wykorzystuje podstawowe techniki geometryczne, takie jak rownanie proporcji czy podobienstwo
trojkatow, ale jest bardzo ztozone. Wnikliwym czytelnikom proponujemy zajrzenie na strone [2], na ktorej
mozna znalez¢ pelny dowod. Ostrzegamy, ze jego dokladna analiza wymaga od czytelnika sporej dozy
cierpliwoscill.

Jak wiadomo, parabola jest istotna krzywa ze wzgledu na jej liczne zastosowania praktyczne. Miedzy
innymi stuzy ona do opisu toru pocisku wystrzelonego pod danym katem'2. Istniejg krzywe, ktére do
zhudzenia przypominaja parabole, ale nimi nie s — zobrazujemy ten fakt w nastepnym przyktadzie, po
czym przedstawimy formalna geometryczng definicje paraboli.

Wyobrazmy sobie, ze konce tancucha zawieszamy na réwnych wysokosciach. Kazdy, kto uwaza ze
taicuch uklada sie w parabole, popelnia ten sam btad, ktéry popelnit Galileusz podczas analizy tego
zagadnienia (oddajac mu sprawiedliwos¢, nalezy podkresli¢, ze nie podal btednego dowodu, a jedynie
wysuna! bledne przypuszczenie). Tak naprawde jest to tak zwana krzywa laricuchowa, ktéra mozna

opisa¢ wzorem
a®+a "

y:Tv

gdzie a jest dodatnig liczbg rzeczywista. O wyprowadzeniu wzoru na krzywa taricuchowa mozna przeczytaé
w pracy [4].

efte T

krzywa tancuchowa y = 5

Krzywe stozkowe, w tym parabole, majg definicje o naturze geometrycznej. Parabole mozemy zdefi-
niowaé¢ w nastepujacy sposob:

Parabola jest zbiorem punktow réwnoodlegtych od danego punktu F' (zwanego ogniskiem paraboli) i danej
prostej k (zwanej kierownicg paraboli).

11 Cgytelnikéw, ktorzy cheieliby przeanalizowaé dow6d twierdzenia Archimedesa o polu figury ograniczonej parabola
i odcinkiem, odsylamy do prac [2], 3], [5].
12 0 tej i innych whasnosciach paraboli oraz pozostatych krzywych stozkowych mozna przeczyta¢ m.in. w [7].
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A/
|FA| = |AA'|

Trudno jest odpowiedzie¢ na pytanie, czy w starozytnosci postugiwano sie geometrycznymi definicjami
krzywych, choé¢ jest to bardzo prawdopodobne, gdyz uzywaja one podstawowych jakosci geometrycznych:
punkt, prosta, odlegtosé.

Prosta, ktéra jest prostopadla do kierownicy i przechodzi przez ognisko przecina parabole w punk-
cie W, ktéry nazywamy wierzchotkiem paraboli.

Poniewaz wierzcholtek W jest potozony na paraboli, to |FW | = |[WW’|. Ponadto prosta FW jest osia
symetrii paraboli, co uzasadnia ponizszy rysunek.

B
F
w
B’ w’

Czytelnikom zainteresowanym biografiami wszystkich bohaterow tego tekstu (a takze wielu innych
matematykow) polecamy strone [6].

Podziekowania. Pragne podziekowaé¢ Recenzentowi za wnikliwe przeczytanie artykulu oraz za warto-
Sciowe uwagi, ktore pozwolily ten tekst udoskonalié¢. Dziekuje rowniez dr Ewie Lobos za bezcenne sugestie
oraz podsuniecie pomystu przyktadu ze strony 133.

Rozwiazanie zagadki ze strony 134. Wyobrazmy sobie, ze pociag, ktéorym jechalismy w piatek, wyjezdza w dniu
powrotu. Wtedy oba pociagi spotkaja sie w pewnej chwili ¢o.



Wycieczki z Lagrange’em 141

Literatura

1. S. Addington, D.Denis, Apollonius and Conic Sections,
http://quadrivium.info/MathInt/Notes/Apollonius.pdf.[Dostep: 17.09.2021]

2. Archimedes, Quadrature of the Parabola: Introduction and Prop. 1-7, ttum. na j. angielski H. Mendell,
https://web.calstatela.edu/faculty/hmendel/Ancient%20Mathematics/Archimedes/
QuadraturaParabolae/QP.contents.html#Intro.[Dostep: 17.09.2021]

3. Cz. Baginski, O Archimedesie i jego niektdrych odkryciach, MINUT 2021 (3), 74-86.

4. D. Pecak, Wyprowadzenie wzoru na krzywqg tancuchowaq,
https://www.almukantarat.pl/wiedza/09krzywa.pdf.[Dostep: 17.09.2021]

5. Archimedes’ quadrature of the parabola and the method of exhaustion,
https://wuw.math.mcgill.ca/rags/JAC/NYB/exhaustion2.pdf.[Dostep: 17.09.2021]

6. MacTutor History of Mathematics, https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/.[Dostep: 17.09.2021]

7. The Beauty of Ellipses, Parabolas and Hyperbolas,
http://www.science4all.org/article/ellipses-parabolas-hyperbolas/.[Dostep: 17.09.2021]



