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Modelowanie matematyczne proceséw nieustalonych w uktadzie
przeniesienia napedu z watem Cardana w elektrycznym
samochodzie ciezarowym

Streszczenie. W pracy opracowano model matematyczny ukfadu przeniesienia napedu samochodu ciezarowego z napedem na tylng o$
z uwzglednieniem ruchu watu napedowego, ktéry zawiera przegub Cardana. Gtéwny akcent w modelu postawiony jest na uwzglednienie rotacyjnych
ruchéw w wale podczas ruchu samochodu w ztozonych warunkach pracy. Na podstawie modelu analizowane sg dynamiczne stany pracy watu
samochodu jadgcego po réznych drogach zaréwno w stanach statycznych, jak i dynamicznych. Réwnania stanu transmisji ruchu catkowali sie przez
metode Runge-Kutta czwartego rzedu. Przedstawiono wyniki symulacji komputerowej w postaci rysunkéw, ktére sg analizowane.

Abstract. There is developed mathematical model of transmission for rear-wheel electric cargo truck taking into account motion of driving shaft
including Cardan joints. Model focuses on consideration of the rotary, motion in the shaft in difficult working conditions. There are analyzed dynamic
conditions of shaft operating on the flat and rough roads in the both states: dynamic and static as well. Mathematical model is realized by the fourth-
order Runge-Kutta method. Computer simulation results are demonstrated and analyzed in the figures. (Mathematical modeling of transient
processes in the Cardan shaft drive train in an electric truck).

Stowa kluczowe: modelowanie matematyczne, przegub Cardana, procesy dynamiczne, elektryczny samochdd ciezarowy, metoda Runge-

Kutta.
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Wstep
Nowe rozwigzania w produkowanych samochodach
wymagajg bardzo szerokiej analizy  wszystkich

podzespotéw zarowno na etapie projektowania, jak
i podczas eksploatacji. Jednym z gtéwnych czynnikéw
wptywajgcym na poprawng prace samochodu jest jego
uktad  przeniesienia napedu — transmisja ruchu.
W przypadku  samochoddéw  ciezarowych  zazwyczaj
napedzane sg tylne osie lub 0$. W wiekszosci przypadkéw
przekazywanie momentu obrotowego silnika napedowego,
od watu skrzyni biegéw do reduktora tylnego mostu
dokonywane jest za pomoca specjalnego watu, ktéry
zawiera przeguby Cardana. Taka konstrukcja transmisji jest
znana jest od ponad stu lat i charakteryzuje sie wysokg
niezawodnoscig i efektywnoscia. Przeguby Cardana
stosowane sg w przypadku wystepowania istotnych
odlegto$ci miedzy mechanizmami przeniesienia napedu,
najczesciej w uktadach, w ktérych wystepujg diugie waty [1—
5]. Zaproponowana metoda analizy proceséw nieustalonych
w wale Cardana samochodu ciezarowego moze by¢
wykorzystywana dla napeddéw innego typu, wigcznie
z silnikami spalinowymi.

Gléwna czescig watu napedowego w samochodzie jest
przegub Cardana, ktéry wykonuje bardzo wazng role
w zabezpieczeniu  normalnej pracy maszyny [6].
W przypadku ogdlnym w tylnym moscie samochodu
w poprzecznym przekroju wystepujg oscylacyjne ruchy, co
z kolei wptywa na kinematyke scalonej transmisji ruchu
analizowanego uktadu, w tym réwniez watu napedowego
przedstawionego na rysunku 1.

Model matematyczny transmisji ruchu nalezy
analizowa¢ z uwzglednieniem réznego rodzaju
oscylacyjnych ruchéw zaréwno zewnetrznych (powigzane z
energia zewnetrz), jak iwewnetrznych (przetwarzanie
energii). Przyczyng wystepowania oscylacyjnych ruchow sg
rézne chwilowe predkosci obrotowe watow
wspotpracujgcych i potgczonych wzajemnie ze sobg, co
w konsekwencji wywotuje rézne katy obrotu tych watow.
W pracy opracowano model matematyczny elementu
transmisji ruchu dla samochodu ciezarowego
z uwzglednieniem napedowego watu Cardana.

Celem pracy jest opracowanie modelu
matematycznego napedowego watu Cardana samochodu
ciezarowego z silnikiem napedowym PMSM, a takze
analiza oscylacyjnych proceséw nieustalonych
wystepujgcych w elementach transmisji ruchu maszyny.

Model matematyczny

Model matematyczny analizowanego obiektu
dynamicznego tworzymy z uwzglednieniem budowy
geometrycznej watu Cardana przedstawionego na

rysunku 1. Prace uktadu dynamicznego mozemy opisac
w sposoOb nastepujgcy. Scalony wat napedowy skiada sie
z trzech watéw. Pierwszy wat (1) — wtérny (koncowy) jest
wyjsciowym watem skrzyni biegéw (reduktora). Drugi wat
(2) — diugi (centralny) nazywany jest watem $rodkowym.
Trzeci wat (3) — pierwotny (wejsciowy) jest watem reduktora
tylnego mostu. Wszystkie waly sg potgczone przez dwa
przeguby Cardana o przektadniach i1 oraz ip3. Wat (1)
porusza sie przestrzennie wzdtuz osi (x), natomiast w osi
poprzecznej (y) nie wystepuje zaden ruch. Wat (3) porusza
sie przestrzennie w wzdluz osi (y), natomiast we osi
podtuznej (x) nie wystepuje zaden ruch. Wat (2) porusza sie
w obu osiach wspéirzednych (x) oraz (y).

Rys.1. Schemat kinematyczny watu Cardana w samochodzie
ciezarowym

Na rysunku 1 takze wystepujg nastepujgce oznaczenia:
A(t) — amplituda wahania watu wejsciowego tylnego mostu,
h(t) — zmienna w czasie odlegto$¢ miedzy watami (1) oraz
(3) wzgledem osi y, b(h) — nieliniowa zmienna odlegtos$¢
miedzy watami (1) i (3) wzgledem osi x. | — stata dtugosc¢
diugiego watu (2), a12 i a23 — katy wystepujace miedzy
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odpowiednimi watami, hy — stata odlegto$¢ miedzy watami
(1)i(3).

W przypadku ogdélnym katy miedzy watami sg
jednakowe. Obliczamy je na podstawie rysunku 1.

(1) b(hy =12 = (h®)?, h(t) = hy + A(t)

(2)oyp=0y3= arctg{:(] = arctg

Zaleznos¢ kata obrotu miedzy watami w przegubie
Cardana, dla pierwszego przegubu okresla réwnanie [7]:
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ge |, bhp=—7
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gdzie: ¢, ® — kat obrotu oraz predkos¢ katowa watow, i —
przektadnia przegubu Cardana [8].

Catkujgc wyrazenie (3) wzgledem czasu t oraz kata ¢+
otrzymujemy:

o +0,5tgay 5 sin2(p; +0)a 5
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gdzie: 6 — dodatkowy kat, ktéry uwzglednia przesuniecie

wzajemne pomiedzy osiami koncowek widtowych przegubu
[71.

Uwzgledniajgc wyrazenie (2) otrzymamy:

daj, doys  dht) 1
dt dt dt 12 _h2(t)

h(t) JI2-h2)

N COS(XLZ =
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Katy obrotéw wszystkich watéw wyznaczamy z réwnan
ruchu obrotowego:

do;

P2
—=> =3 = 271N
dt 3 3

d(Pl d
9) — =, =2nn, —==w,=271N,,
9) ol g -2 2
gdzie: n — predkos$¢ obrotowa watéw.
Do modelowania ruchu samochodu po nieréwnej
drodze wykorzystujemy nieliniowg funkcje sinus:
(10) A(t) = Ay sin*(Qt + )
gdzie: Ap — amplituda ruchu tylnego mostu, Q -
czestotliwo$¢ wystepowania wzniesien (garbéw) na drodze,
y — faza oscylacji.
w analizowanym samochodzie ciezarowym,
zastosowano silnik synchroniczny typu PMSM, ktéry jest
analizowany w pracy [9].

I1
dwy

el uf - Q¥ —rgif!

(11)

(12) il =ag (P -v)
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(13) o, -nd_,
dt 1 0
(14) H:i —sin(y —120°) | siny
IRNE) —cos(y —120°) | cosy
(15) ol = cosy —siny

cos(y —120°) | —sin(y —120°)

(16) Vg = 0 (OLS\PIS_IA + Fo)
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(18) Y oo @
dt kg kg

gdzie: ‘I‘ls1 — wektor kolumnowy przeksztatconych we
wspotrzednych  Parka (d, q) gtdwnych  strumieni
skojarzonych stojana silnika, ug[ — wektor kolumnowy

przeksztatconych fazowych napie¢ zasilania stojana, rs —
macierz rezystancji stojana, ig — wektor kolumnowy

przeksztatconych fazowych prgdéw stojana, as — macierz
odwrotnych indukcyjnosci rozproszenia stojana, y — wektor
kolumnowy roboczych strumieni skojarzonych silnika, IT —
macierz Parka, Qg - macierz predkosci obrotowych

stojana, o — macierz odwrotnych podstawowych

indukcyjnosci  silnika, y — kat obrotu wirnika, OLZ -

obliczeniowa odwrotna statyczna indukcyjnos¢ magneséw
silnika, Fo — stata sita magnetomotoryczna (SMM)

magnesow trwatych, kr — przektadnia skrzyni biegow
(reduktora) samochodu.

Elektromagnetyczny moment obrotowy silnika
synchronicznego z magnesami trwatymi wyznaczamy
z zaleznoéci [9]:

19 3 . .
(19) Mem _Epo(\l’dlq_‘i’q'd)
gdzie: po — liczba par biegunéw stojana.
W pracy nie analizujemy dynamiki samochodu

elektrycznego a ograniczamy sie wytgcznie do analizy watu
Cardana w transmisji ruchu. Dlatego na podstawie modelu
silnika PMSM (11) — (20) wykorzystujemy aproksymacje
predkosci obrotowej wtérnego watu (1) skrzyni biegéw [6]:
(20) o= k,;lA[l - exp(—O.ltB)}
gdzie: A i B — wspétczynniki aproksymacii.

Wspdlnemu catkowaniu podlega réwnanie (9)
z uwzglednieniem wzoréw: (1), (2), (4) — (8), (10), (11), (20).

Wyniki symulacji komputerowej

Symulacja komputerowa zostata wykonana w dwu
eksperymentach. W eksperymencie pierwszym samochod
ciezarowy jechat po rownej drodze i nierébwnej drogach ze
statg predkoscig, o, = const. W drugim eksperymencie
samochdd rozpedzat sie do statej predkosci po tych samych
drogach, czyli @; = var. Analizowano procesy dynamiczne

w jezdzie samochodu przy dwu wartosciach czestotliwosci
wystepowania wzniesienn na drodze. Parametry uktadu
przedstawiono teoretycznie i sg nastepujgce:
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n1=3 obr/s, L=3 m, hp=0,3m, Ag=05m, O =0s", Q=2
s', Qu=5s",y=0 A=1 B=1,7. Réwnania stanu
transmisji ruchu catkowali sie przez metode Runge-Kutta.

Eksperyment pierwszy.

Na rysunku 2 przedstawiono chwilowg predkos¢
obrotowg dilugiego watu Cardana (2) dla pierwszego
eksperymentu dla Q; = 0 s'1, oznacza to, ze samochod
jechat po idealnie réwnej drodze. Nalezy podkresli¢, ze w
przegubach Cardana przektadnia jest zmienng funkcjg kata
obrotu watu [7], nawet w przypadku, gdy tylny most nie
przemieszcza sie. Predkos$¢ obrotowa diugiego watu jest
zmienna. Predkos¢ watu (3) w przeciwienstwie do watu (2)
jest taka sama jak watu (1) [7]. W przypadku, gdy a2 # a23
predkosci pierwszego i trzeciego watdéw roznityby sie [7].
W samochodach wspominany przypadek jest praktycznie
niemozliwy, patrz rysunek 1.

3.04

Predkosc¢ obrotowa n; (obr/s)
(%]
|

y T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10
Czas t(s)

Rys.2. Predkos¢ obrotowa centralnego watu (2) dla pierwszego
doswiadczenia (¢, =0s™)

8
]

Na rysunku 3 przedstawiono amplitude wahania tylnego
mostu samochodu, w przypadku jazdy po wzniesieniach ze
stalg predkoscia. Do modelowania zostata wykorzystana
funkcja sinus kwadrat, patrz wzér (10) i rysunek 1.

06- | | Jl,

Wysokosé h (m)

4
Czas t(s)
Rys.3. Amplituda oscylacji watu (3) tylnego mostu, ;=2 s™

Na rysunku 4 przedstawiono chwilowg predkosé
obrotowg diugiego watu Cardana (2) dla pierwszego
eksperymentu dla Q; = 2 s'1, co oznacza, ze samochod
jechat po nieréwnej drodze. W poréwnaniu do rysunku 2
sytuacja jest diametralnie inna. Pojawily sie dodatkowe
dudnienia wahan predkosci obrotowej, ktore sg powigzane
ze zmiang przeswitu samochodu, czyli ze zmiang katéw a1 2
(a2,3) [11]. Dudnienia predkosci obrotowej negatywnie
wptywajg na wytrzymatos¢ materiatow, z ktorych
wytwarzane sg waty.

3.2

|

3.1

(]
I

l"lr

T ' T T ' T " 1
0 2 4 6 8 10
Czas t(s)
Rys.4. Predko$é obrotowa centralnego watu (2) dla pierwszego
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Na rysunku 5 przedstawiono amplitude wahania tylnego
mostu samochodu, jadgcego po wzniesieniach ze statg
predkosciag, ale z czestotliwoscig wzniesien 2,5 razy
wiekszg w poréwnaniu do rysunku 3, patrz wzér (10) oraz
rysunek 1.
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Rys.5. Amplituda oscylacji watu (3) (tylnego mostu), Q; =5 s

Na rysunku 6 przedstawiono chwilowg predkosé
obrotowg diugiego watu Cardana (2) dla Qp = 5 s
Samochdd jechat po nieréwnej drodze o jeszcze wigkszej
liczbie wzniesien. W poréwnaniu do rysunku 3 czestotliwos¢
oscylacji oraz dudnienie predkosci obrotowej Srodkowego
watu znacznie wzrosta.
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Rys.6. Predko$¢ obrotowa centralnego watu (2) dla pierwszego
doswiadczenia Qy =5s™)
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Oznacza to, ze bardziej nierébwna droga powoduje
szybsze zmniejszenie wytrzymatosci materiatu, z ktérego
wykonany jest wat.
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Eksperyment drugi.

Na rysunku 7 przedstawiono chwilowe predkosci
obrotowe wtdrnego watu skrzyni biegéw samochodu oraz
wejSciowego watu reduktora tylnego mostu. Po czasie
10 sekund samochdd osiggnat ustalong predkosé.

3 e

Predkosc obrotowa n4(ns) (obr/s)

0= — I
4 6 8 10
Czas t(s)

Rys. 7. Predko$¢ obrotowa watéw (1) oraz (3) dla drugiego
doswiadczenia

Predkosé obrotowa n: (obr/s)

0= ! . | : I : ; y .
4 6 8 10
Czast(s)
Rys. 8. Predkos¢ obrotowa centralnego watu (2) dla drugiego
dos$wiadczenia Q=2
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L
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Czas t(s)
Rys. 9. Predkos¢ obrotowa centralnego watu (2) dla drugiego
dos$wiadczenia Q=55

Na rysunkach 8 i 9 przedstawiono chwilowe predkosci
obrotowe diugiego watu Cardana (2) dla dwu wartosci
czestotliwosci pojawiania sie wzniesie na trasie ruchu
samochodu: Q; = 2 s oraz Q=5 s Sytuacja w tych
przypadkach jest podobna do pierwszego eksperymentu.

Jest oczywiste, ze jazda po nieréwnej drodze jest jedng
z przyczyn uszkodzenia przegubéw Cardana, a czasami i
catego dtugiego watu [10]. Analizujgc rysunki 4 — 7 mozna
twierdzi¢, ze przyczyng uszkodzen przegubow Cardana jest
proces dudnienia oscylacji predkosci obrotowej centralnego
watu.

Whioski

1. Modelowanie matematyczne proceséw dynamicznych
w transmisji watu Cardana samochodéw ciezarowych
przyczynia sie¢ do optymalizowania zmeczenia materiatu
jednostek napedu. Dotyczy to bezposrednio przegubu,
a takze wytrzymatosci dtugiego watu transmisji ruchu (2).

2. Zwiekszenie liczby wzniesien na trasie ruchu
samochodu zwigksza czestotliwos¢ dudnienia predkosci
obrotowej centralnego watu transmisji. Na podstawie
wynikéw symulacji komputerowej mozna stwierdzi¢, ze
czestotliwosé pojawiania sie wzniesien na trasie ruchu
samochodu zwieksza czestotliwos¢ dudnienia oscylacji
predkosci obrotowej dtugiego watu. Wptywa to negatywnie
na diugotrwatos$é i niezawodnos¢ pracy watu Cardana (3).

Podwyzszenie niezawodnosci transmisji ruchu w
samochodach cigezarowych mozna osiggngé poprzez
zwiekszenia wspoiczynnika tlumienia oscylacji tylnego
mostu samochodu oraz wprowadzenia dodatkowego

ttumika drgan skretnych [12]. W konsekwencji zmniejszamy
amplitude oscylacji predkosci obrotowej watu Cardana.

Autor: dr hab. inz. Andriy Chaban, prof. UTH Rad., University of
Technology and Humanities in Radom, Faculty of Transport and
Electrical Engineering, ul. Malczewskiego 29, 26-600 Radom, E-mail:
atchaban@gmail.com.
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