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Pewne formuªy wyzna
zania pól i obj�to±
i, 
z�±¢ I: obszary

w przestrzeni R
2

Stresz
zenie. Stykaj¡
 si� z 
aªk¡ ozna
zon¡ dowiadujemy si�, »e jednym z jej zastosowa«

jest wyzna
zanie pól �gur pªaski
h i obj�to±
i bryª. Standardowo mówi si� równie» o dªugo±
i ªuku

krzywej, polu powierz
hni i obj�to±
i bryªy obrotowej. Rzadko ju» wprowadza si� na podstawowym

kursie matematyki wzory na pola 
zy obj�to±
i dla obszarów zadany
h parametry
znie 
zy biegu-

nowo. W niniejszej pra
y 
h
emy zaprezentowa¢ wybrane formuªy na obli
zanie wspomniany
h

wielko±
i.

Sªowa klu
zowe: 
aªka ozna
zona, wspóªrz�dne parametry
zne, wspóªrz�dne biegunowe, wspóª-

rz�dne sfery
zne.

1. Obszary na pªasz
zy¹nie

Rozpo
zynaj¡
 przygod� z 
aªk¡ ozna
zon¡ Riemanna dowiadujemy si�, »e jej interpreta
j¡ geome-

try
zn¡, o ile 
i¡gªa funk
ja f jest nieujemna dla x ∈ 〈a, b〉, jest warto±¢ pola zawartego pomi�dzy

wykresem tej funk
ji, a osi¡ Ox, dla x ∈ 〈a, b〉 (zoba
z rysunek 1), tzn.:

S =

∫ b

a

f(x)dx. (1)

Jak wiemy, krzywa y = f(x) mo»e by¢ zde�niowana równie» w inny sposób, parametry
znie lub biegu-

nowo.

1.1. Pole pod krzyw¡ zadan¡ parametry
znie

Zastanówmy si�, w jaki sposób obli
zy¢ pole S przedstawione na rysunku 1, je±li krzywa ograni
zaj¡
a

to pole dana jest w posta
i parametry
znej. Przypomnijmy najpierw, »e parametry
zna posta¢ krzywej
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okre±lona jest formuª¡:







x = ϕ(t),

y = ψ(t),
t ∈ 〈t1, t2〉, (2)

gdzie funk
je ϕ i ψ s¡ okre±lone w przedziale 〈t1, t2〉 (je±li s¡ tam funk
jami 
i¡gªymi, to krzywa zadana

w ten sposób te» jest 
i¡gªa).
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Rysunek 1. Geometry
zna interpreta
ja 
aªki ozna
zonej

Na rysunku 2 przedstawione s¡ wybrane krzywe, które mo»na, i 
z�sto jest to robione w ten sposób,

przedstawi¢ parametry
znie.
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Rysunek 2. Przykªady krzywy
h zadany
h parametry
znie

Zauwa»my, »e krzyw¡ y = f(x) ªatwo jest przedstawi¢ parametry
znie, wystar
zy przyj¡¢:







x = ϕ(t) = t,

y = ψ(t) = f(ϕ(t)) = f(t).
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Mo»na teraz dokona¢ podstawienia (2) do 
aªki (1), przy 
zym dx = ϕ′(t)dt = dt, otrzymuj¡
 w ten

sposób S =
∫ b

a
ψ(t)dt =

∫ b

a
f(t)dt, 
o o
zywi±
ie jest tylko zwykªym zast¡pieniem w 
aª
e (1) zmien-

nej x zmienn¡ t, niewpªywaj¡
ym w »aden sposób na wyzna
zenie tej 
aªki. Ciekawsza sytua
ja jest

w przypadku gdy ϕ(t) 6= t. Otrzymujemy wtedy x = ϕ(t), dx = ϕ′(t)dt, a 
aªka (1) przyjmie posta¢:

S =

∫ b

a

f(x)dx =

∫ t2

t1

ψ(t)ϕ′(t)dt, (3)

przy 
zym zakªadamy, »e ϕ(t1) = a, ϕ(t2) = b, »e funk
ja ϕ jest ró»ni
zkowalna w przedziale 〈t1, t2〉 oraz,
poniewa» f(x) > 0 w przedziale 〈a, b〉, a zmienna x ro±nie od a do b, »e funk
ja ϕ jest rosn¡
a w przedziale

〈t1, t2〉, a funk
ja ψ jest nieujemna w przedziale 〈t1, t2〉.

1.2. Krzywa zadana biegunowo

�atwo mo»na zauwa»y¢, »e wspóªrz�dne dowolnego punktu na pªasz
zy¹nie (spe
y�
znym punktem

jest po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h) mo»na przedstawi¢ w inny sposób, gdzie zamiast wspóªrz�dny
h

PSfrag repla
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Rysunek 3. Wspóªrz�dne biegunowe

x i y poda¢ mo»na k¡t ϕ, jaki tworzy do-

datnia póªo± Ox z od
inkiem ª¡
z¡
ym

po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h i dany

punkt oraz dªugo±¢ ̺ tego od
inka (zob.

rys. 3).

Korzystaj¡
 z zale»no±
i trygono-

metry
zny
h w trójk¡
ie prostok¡tnym

(zob. rys. 3), mamy:











cosϕ =
x

̺
,

sinϕ =
y

̺
,
=⇒







x = ̺ cosϕ,

y = ̺ sinϕ,
(4)

gdzie ̺ > 0, a 0 6 ϕ < 2π (mo»na

o
zywi±
ie rozpatrywa¢ inne przedziaªy

zmiennej ϕ).

Je±li dla pewny
h warto±
i ϕ okre±limy nieujemn¡ funk
j� ̺, otrzymamy wów
zas pewn¡ krzyw¡ na

pªasz
zy¹nie i 
iekawym jest w jaki sposób mo»na wyrazi¢ odpowiednie pole S (zoba
z rysunek 4).

Odpowiedni wzór mo»emy znale¹¢ ró»nymi sposobami, my jednak zde
ydowali±my si� na nie najprost-

szy z ni
h, ale jak si� nam wydaje, najbardziej bliski idei 
aªki ozna
zonej Riemanna.

Przypominamy, »e w klasy
znym przypadku 
aªki ozna
zonej Riemanna mamy:

∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi,

gdzie ξi, i = 1, 2, . . . , n, jest dowolnym punktem ka»dego z podprzedziaªów podziaªu normalnego przedzia-

ªu 〈a, b〉, a ∆xi, i = 1, 2, . . . , n, jest dªugo±
i¡ tego podprzedziaªu (o
zywi±
ie grani
a musi istnie¢ i mie¢

t� sam¡ warto±¢ dla ka»dego podziaªu normalnego i ka»dego wyboru punktów ξi). Istnieje twierdzenie

mówi¡
e o tym, »e je±li funk
ja f jest 
i¡gªa w przedziale 〈a, b〉 lub ma tam sko«
zon¡ li
zb� punktów

nie
i¡gªo±
i tupu luka lub skok (a tylko takimi funk
jami b�dziemy si� zajmowa¢), to wów
zas wystar
zy

wybra¢ jeden podziaª normalny i jeden wybór punktów ξi [3℄.
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Rysunek 4. Pole S wyzna
zone funk
j¡ ̺(ϕ) dla α 6 ϕ 6 β

My post¡pimy podobnie � poniewa» ̺ jest funk
j¡ zmiennej ϕ, dokonamy podziaªu normalnego:

α = ϕ0 < ϕ1 < . . . < ϕn−1 < ϕn = β, gdzie ϕi = α + i∆ϕ, i = 0, 1, . . . , n, natomiast ∆ϕ = β−α
n

oraz

ξi = ϕi−1, i = 1, 2, . . . , n. Po takim zabiegu obszar, którego pole 
h
emy wyzna
zy¢, podzielone zostanie

na podobszary (wy
inki), który
h pola przybli»a¢ b�dziemy polami Si trójk¡tów prostok¡tny
h (zoba
z

rysunek 5).
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Rysunek 5. Pole Si przybli»aj¡
e pole wy
inka wyzna
zonego funk
j¡ ̺(ϕ) dla ϕi 6 ϕ 6 ϕi+1
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Zauwa»my, »e dªugo±¢ dªu»szej (na rysunku 5) przyprostok¡tnej takiego trójk¡ta jest warto±
i¡ funk
ji

̺ dla k¡ta ϕi, a dªugo±¢ krótszej przyprostok¡tnej ai jest zale»na od dªugo±
i dªu»szej przyprostok¡tnej

i od miary k¡ta ∆ϕ, mianowi
ie: ai = ̺(ϕi) tg∆ϕ. Zatem, wprowadzaj¡
 ozna
zenie ̺i = ̺(ϕi), pole Si

takiego trójk¡ta wynosi:

Si =
1

2
̺i̺i tg∆ϕ =

1

2
̺2i tg∆ϕ.

W takim razie pole Sn przybli»aj¡
e pole S tego obszaru wyniesie:

Sn =
n
∑

i=1

1

2
̺2i tg∆ϕ,

a prze
hodz¡
 z grani
¡ przy n d¡»¡
ym do niesko«
zono±
i, mamy:

S = lim
n→∞

Sn =
1

2
lim
n→∞

n
∑

i=1

̺2i tg∆ϕ. (5)

Korzystaj¡
 z tego, »e

lim
n→∞

tg∆ϕ

∆ϕ
=

[

0

0

]

= 1,

mo»emy równanie (5) napisa¢ w posta
i:

S =
1

2
lim
n→∞

n
∑

i=1

̺2i
tg∆ϕ

∆ϕ
∆ϕ =

1

2
lim
n→∞

n
∑

i=1

̺2i∆ϕ,

otrzymuj¡
 ostate
znie, po skorzystaniu z de�ni
ji 
aªki ozna
zonej Riemanna:

S = lim
n→∞

Sn =
1

2
lim
n→∞

n
∑

i=1

̺2i∆ϕ =
1

2

∫ β

α

̺2(ϕ)dϕ, (6)


o jest poszukiwanym wzorem.

1.3. Zwi¡zek pomi�dzy polem wy
inka i polem pod krzyw¡

Zauwa»my, »e to samo pole mo»na równie» wyzna
zy¢ dla wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h oraz dla

funk
ji zadanej parametry
znie, w tym 
elu zauwa»my zwi¡zek mi�dzy polami (zob. rys. 6): �biegunowym�

Sb = S
OP̃2P1

, �trady
yjnym� St = S
x1x2P̃2P1

, S1 = S∆Ox1P1
i S2 = S∆Ox2P2

(zakªadamy ró»ni
zkowalno±¢

funk
ji f oraz, »e jak na rys. 6, pole te zawarte s¡ w pierwszej ¢wiart
e ukªadu wspóªrz�dny
h):

Sb = S1 + St − S2 =
1

2
x1f(x1) +

∫ x2

x1

f(x)dx − 1

2
x2f(x2) =

1

2
xf(x)

∣

∣

∣

x1

x2

+

∫ x2

x1

f(x)dx =

=

∫ x2

x1

f(x)dx− 1

2
xf(x)

∣

∣

∣

x2

x1

=

∫ x2

x1

f(x)dx− 1

2

∫ x2

x1

(xf(x))
′
dx =

∫ x2

x1

(

f(x)− 1

2
(xf(x))

′
)

dx =

=

∫ x2

x1

(

f(x)− 1

2
(f(x) + xf ′(x))

)

dx =

∫ x2

x1

(

1

2
f(x)− 1

2
xf ′(x)

)

dx =

=
1

2

∫ x2

x1

(f(x)− xf ′(x)) dx. (7)
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Rysunek 6. Zwi¡zek pomi�dzy polem wy
inka a polem pod krzyw¡

Dla funk
ji zadanej parametry
znie w ªatwy sposób mo»na przedstawi¢ odpowiednik wzoru (6) lub

(7). Zauwa»my, »e korzystaj¡
 ze wspóªrz�dny
h biegunowy
h mamy x2 + y2 = ̺2, oraz »e ϕ = arc tg y
x
,

1

a st¡d mamy (pami�taj¡
, »e x i y s¡ funk
jami zmiennej t):

dϕ =
1

1 +
(

y
x

)2 · y
′x− yx′

x2
dt =

y′x− yx′

y2 + x2
dt,


zyli, przy zaªo»eniu, »e x(α) = t1 i x(β) = t2, otrzymujemy:

S =
1

2

∫ β

α

̺2dϕ =
1

2

∫ t2

t1

(x2 + y2)
y′x− yx′

y2 + x2
dt =

1

2

∫ t2

t1

(xy′ − yx′)dt =

=
1

2

∫ t2

t1

(ϕ(t)ψ′(t)− ψ(t)ϕ′(t)) dt. (8)

2. Przykªady

W rozdziale tym wyzna
zymy pola obszarów ograni
zony
h krzywymi przedstawionymi na rysunku

2. W tym 
elu wykorzystamy wzory wyprowadzone w poprzednim rozdziale. Na rysunka
h przedstawia-

j¡
y
h te krzywe 
zerwon¡ kropk¡ zazna
zyli±my po
z¡tkowy punkt tej krzywej (dla t = 0), a 
zerwon¡

strzaªk¡ kierunek obiegu (orienta
j�) danej krzywej.

1
Zale»no±¢ ta za
hodzi w pierwszej ¢wiart
e ukªadu wspóªrz�dny
h, w pozostaªy
h ¢wiartka
h ró»ni
a mo»e by¢ jedynie

staª¡, jednak w ty
h rozwa»ania
h nie ma to zna
zenia.
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2.1. Elipsa

Elipsa jest zbiorem punktów pªasz
zyzny, który
h suma odlegªo±
i od dwó
h ustalony
h punktów

(ognisk) jest staªa. �rodek od
inka ª¡
z¡
ego ogniska jest ±rodkiem elipsy. Je±li przyjmiemy, »e ±rodkiem

PSfrag repla
ements
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Rysunek 7. Elipsa wraz z jej orienta
j¡

elipsy jest po
z¡tek ukªadu wspóªrz�d-

ny
h, to jej równanie, je±li póªosie b�d¡

miaªy dªugo±
i a i b, ma posta¢:

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (9)

Ta sama elipsa w posta
i parametry
z-

nej (zob. rys. 7) ma równanie:







x = a cos t,

y = b sin t,
t ∈ 〈0, 2π〉.

2.1.1. Pole ograni
zone elips¡ we wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h

Zauwa»my, »e osie ukªadu wspóªrz�dny
h dziel¡ obszar ograni
zony elips¡ (9) na 
ztery 
z�±
i o rów-

ny
h pola
h. Wystar
zy wi�
 rozpatrze¢ przypadek x, y > 0, w którym y = b

√

1− x2

a2 . Mamy wi�
:

S = 4b

∫ a

0

√

1− x2

a2
dx =

x = a sinu x 0 a

u 0 π
2

dx = a cosu du
= 4ab

∫ π

2

0

√

1− sin2 u cosu du =

= 4ab

∫ π

2

0

√
cos2 u cosu du

06x6π

2= 4ab

∫ π

2

0

cos2 u du = 4ab

∫ π

2

0

1 + cos 2u

2
du =

= 2ab

(

u+
1

2
sin 2u

)

∣

∣

∣

∣

∣

π

2

0

= 2ab · π
2
= πab,


o, jak dobrze wiemy, jest polem ograni
zonym elips¡ o póªosia
h a i b.

2.1.2. Pole ograni
zone elips¡ zadan¡ parametry
znie

Je±li wykorzystuj¡
 wzór (3) 
h
emy obli
zy¢ pole ograni
zone elips¡, to podobnie jak poprzednio,

mo»emy rozpatrze¢ t� sam¡ jej ¢wiartk�. Nale»y jednak zwró
i¢ uwag�, »e dla 0 6 t 6 π
2 funk
ja ϕ jest

malej¡
a, musimy wi�
 zmieni¢ znak 
aªki opisuj¡
ej to pole. Mamy wi�
:

S = −4

∫ π

2

0

b sin t(−a sin t)dt = 4ab

∫ π

2

0

sin2 t dt = 4ab

∫ π

2

0

1− cos 2t

2
dt =

= 2ab

(

t− 1

2
sin 2t

)

∣

∣

∣

∣

∣

π

2

0

= 2ab · π
2
= πab.

2.1.3. Pole ograni
zone elips¡ we wspóªrz�dny
h biegunowy
h

Aby otrzyma¢ równanie biegunowe elipsy, wprowad¹my do równania (9) wspóªrz�dne (4), otrzymuj¡
:

̺2 cos2 ϕ

a2
+
̺2 sin2 ϕ

b2
= 1 =⇒ ̺2 =

a2b2

a2 sin2 ϕ+ b2 cos2 ϕ
.
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Mo»emy teraz skorzysta¢ ze wzoru (6):

S = 4 · 1
2

∫ π

2

0

̺2dϕ = 2

∫ π

2

0

a2b2

a2 sin2 ϕ+ b2 cos2 ϕ
dϕ = 2a2b2

∫ π

2

0

dϕ

a2 sin2 ϕ+ b2 cos2 ϕ
. (10)

Tak otrzyman¡ 
aªk� mo»emy w miar� ªatwo wyzna
zy¢ w opar
iu o 
aªk� niewªa±
iw¡, poka»emy jednak

najpierw, jak mo»na dokona¢ tego bez odwoªywania si� do 
aªki niewªa±
iwej. W tym 
elu wykorzystamy

standardowe podstawienie trygonometry
zne [5℄:

tg
ϕ

2
= u, dϕ =

2du

1 + u2
, sinϕ =

2u

1 + u2
, cosϕ =

1− u2

1 + u2
,

ϕ 0 π
2

u 0 1
.

Otrzymamy w ten sposób:

S = 2a2b2
∫ 1

0

1

a2
(

2u
1+u2

)2

+ b2
(

1−u2

1+u2

)2

2du

1 + u2
= 4a2b2

∫ 1

0

1 + u2

4a2u2 + b2(1− u2)2
du =

= 4a2b2
∫ 1

0

1 + u2

b2u4 + (4a2 − 2b2)u2 + b2
du = 4a2b2

∫ 1

0

1 + u2

b2u4 + 2(2a2 − b2)u2 + b2
du.

Zauwa»my, »e ma miejs
e nast�puj¡
y rozkªad:

23

b2u4 + 2(2a2 − b2)u2 + b2 = b2



u2 +

(

a+
√
a2 − b2

b

)2






u2 +

(

a−
√
a2 − b2

b

)2


 .

Ozna
zmy, dla uprosz
zenia zapisu: p = a+
√
a2−b2

b
, q = a−

√
a2−b2

b
. Dzi�ki temu mo»emy napisa¢:

S = 4a2
∫ 1

0

1 + u2

(u2 + p2)(u2 + q2)
du =

∫ 1

0

(

A+Bu

u2 + p2
+
C +Du

u2 + q2

)

du.

Do znalezienia nieznany
h wspóª
zynników A, B, C i D skorzystamy z równo±
i:

4a2(1 + u2) = (A+Bu)(u2 + q2) + (C +Du)(u2 + p2). (11)

Wstawiaj¡
 do równo±
i (11) u = pi, otrzymamy, po porównaniu 
z�±
i rze
zywisty
h i urojony
h obydwu

stron równania, A = 4a2(p2−1)
p2−q2

, B = 0, wstawiaj¡
 u = qi, otrzymamy podobnie: C = 4a2(1−q2)
p2−q2

, D = 0.

Zauwa»my, »e

4a2

p2−q2
(p2 − 1) = 2abp oraz

4a2

p2−q2
(1 − q2) = 2abq, st¡d formuªa na pole elipsy przyjmie

posta¢:

S =
4a2

p2 − q2

∫ 1

0

(

p2 − 1

u2 + p2
+

1− q2

u2 + q2

)

du = 2ab

∫ 1

0

(

p

u2 + p2
+

q

u2 + q2

)

du =

= 2ab

(

arc tg
u

p
+ arc tg

u

q

)

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

= 2ab

(

arc tg
1

p
+ arc tg

1

q

)

.

2
Warto podkre±li¢, »e program Mathemati
a [6℄, nawet w wersji 12.2, nie potra� znale¹¢ tego rozkªadu, nie potra�

równie» znale¹¢ tej 
aªki.

3
Zwró¢my równie» uwag�, »e w tym przykªadzie a > b, wi�
 rozkªad ten ma wspóª
zynniki rze
zywiste.



216

K. Czapla, M. Plesz
zy«ski

Zauwa»my teraz, »e:

p · q = a+
√
a2 − b2

b
· a−

√
a2 − b2

b
=
a2 − (a2 − b2)

b2
= 1.

St¡d i ze znanej to»samo±
i 
yklometry
znej

arc tg x+ arc tg
1

x
=
π

2

otrzymujemy wzór na pole elipsy:

S = 2ab

(

arc tg p+ arc tg
1

p

)

= 2ab · π
2
= πab.

Pozostaje nam jesz
ze wyzna
zenie tego pola z wykorzystaniem 
aªki niewªa±
iwej. W tym 
elu w 
aª
e

(10) wykonajmy przeksztaª
enie:

S = 2a2b2
∫ π

2

0

dϕ

cos2 ϕ(a2 tg2 ϕ+ b2)
= 2a2b2 lim

ε→0+

∫ π

2
−ε

0

dϕ

cos2 ϕ(a2 tg2 ϕ+ b2)
,

a w tak przeksztaª
onej 
aª
e podstawienie:

tgϕ = u,
dϕ

cos2 ϕ
= du,

ϕ 0 π
2 − ε

u 0 ∞ ,

uzyskuj¡
:

S = 2a2b2
∫ ∞

0

du

a2u2 + b2
= 2b2 lim

T→∞

∫ T

0

du

u2 + b2

a2

= 2b2 lim
T→∞

a

b
arc tg

au

b

∣

∣

∣

∣

∣

T

0

=

= 2ab lim
T→∞

(arc tg
aT

b
− arc tg 0) = 2ab

(π

2
− 0
)

= πab.

2.1.4. Pole ograni
zone elips¡ jako pole wy
inka we wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h

Sposób ten naj
z�±
iej jest trudniejszy (sz
zególnie je±li wy
inek i pole pod krzyw¡ s¡ to»same, a tak

jest w tym przypadku). Wykorzystuj¡
 wzór (7), otrzymujemy:

S = 4 · 1
2

∫ a

0

(

b

√

1− x2

a2
− x

(

b

√

1− x2

a2

)′)

dx.

�atwo mo»na zauwa»y¢, »e pierwszy skªadnik powy»szej 
aªki przedstawia poªow� pola rozpatrywanej

elipsy, zatem skªadnik drugi musi da¢ t� sam¡ warto±¢:

∫ a

0

−2bx ·
−2x
a2

2
√

1− x2

a2

dx =
2b

a2

∫ a

0

x2
√

1− x2

a2

dx =
x = a sinu x 0 a

u 0 π
2

dx = a cosu du
=

=
2b

a2

∫ π

2

0

a2 sin2 u
√

1− sin2 u
a cosu du

06u6π

2= 2ab

∫ π

2

0

sin2 u du = ab

∫ π

2

0

(1− cos 2u) du =

= ab

(

u− 1

2
sin 2u

)

∣

∣

∣

∣

∣

π

2

0

= ab

(

π

2
− 1

2
sinπ − 0 +

1

2
sin 0

)

=
πab

2
,
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o jest o
zekiwanym rezultatem.

2.1.5. Pole ograni
zone elips¡ jako pole wy
inka danego parametry
znie

Ch
¡
 skorzysta¢ ze wzoru (8), wyzna
zmy najpierw pomo
ni
zo:

ϕψ′ − ψϕ′ = a cos t · b cos t− b sin t(−a sin t) = ab cos2 t+ ab sin2 t = ab,

a st¡d mamy:

S = 4 · 1
2

∫ π

2

0

ab dt = 2abt
∣

∣

∣

π

2

0
= 2ab · π

2
= πab.

2.2. Asteroida

Asteroida jest krzyw¡, jak¡ zakre±la wybrany punkt okr�gu o promieniu

a
4 to
z¡
ego si� wewn¡trz po

okr�gu o promieniu a. Je±li przyjmiemy, »e ±rodkiem okr�gu o dªu»szym promieniu jest po
z¡tek ukªadu

wspóªrz�dny
h, to jej równanie ma posta¢:

(x

a

)
2
3

+
(y

a

)
2
3

= 1. (12)

Ta sama asteroida w posta
i parametry
znej (zob. rys. 8) ma równanie:







x = a cos3 t,

y = b sin3 t,
t ∈ 〈0, 2π〉.

PSfrag repla
ements

−a

−a

a

a

x = a cos3 t

y = a sin3 t

Rysunek 8. Asteroida wraz z jej orienta
j¡
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2.2.1. Pole ograni
zone asteroid¡ we wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h

Podobnie jak w przypadku elipsy mo»emy rozpatrze¢ tylko pierwsz¡ ¢wiartk� ukªadu wspóªrz�dny
h,

w której mo»emy wyzna
zy¢:

y = a

(

1−
(x

a

)
2
3

)
3
2

.

Dzi�ki temu pole ograni
zone asteroid¡ opiszemy 
aªk¡:

S = 4a

∫ a

0

(

1−
(x

a

)
2
3

)
3
2

dx =
x = a sin3 u x 0 a

u 0 π
2

dx = 3a sin2 u cosu du
=

= 12a2
∫ π

2

0

(1− sin2 u)
3
2 sin2 u cosu du

06u6 π

2= 12a2
∫ π

2

0

sin2 u cos4 u du =

= 12a2
∫ π

2

0

1− cos 2u

2

(

1 + cos 2u

2

)2

du =
3a2

2

∫ π

2

0

(

1 + cos 2u− cos2 2u− cos3 2u
)

du =

=
3a2

2





(

u+
1

2
sin 2u

)

∣

∣

∣

∣

∣

π

2

0

−
∫ π

2

0

(

1 + cos 4u

2
+ cos 2u(1− sin2 2u)

)

du



 =

=
3a2

2





π

2
− 1

2

(

u+
1

4
sin 4u

)

∣

∣

∣

∣

∣

π

2

0

−
∫ π

2

0

cos 2u(1− sin2 2u)du



 =

=
sin 2u = v u 0 π

2

v 0 0cos 2u du = 1
2dv

=
3a2

2

(

π

2
− 1

2
· π
2
− 1

2

∫ 0

0

(1− v2)dv

)

=
3πa2

8
.

2.2.2. Pole ograni
zone asteroid¡ zadan¡ parametry
znie

Je±li wykorzystuj¡
 wzór (3) 
h
emy obli
zy¢ pole ograni
zone asteroid¡, to zauwa»my, »e funk
ja ϕ

jest malej¡
a dla 0 6 t 6 π
2 , musimy zatem zmieni¢ znak 
aªki opisuj¡
ej to pole. Mamy wi�
:

S = −4

∫ π

2

0

a sin3 t(a cos3 t)′dt = −4a2
∫ π

2

0

sin3 t(−3 cos2 t sin t)dt = 12a2
∫ π

2

0

sin4 t cos2 t dt. (13)

Otrzymali±my 
aªk� bardzo podobn¡ do jednej z posta
i 
aªki z poprzedniej metody. Post�puj¡
 podobnie

jak wów
zas otrzymamy w podobny sposób ten sam wynik (tutaj zmieni si� znak drugiego i 
zwartego

skªadnika: 1− cos 2t− cos2 2t+ cos3 2t, ale obydwa te skªadniki dawaªy wynik zero).

Uwaga 1. Próba wyzna
zenia pola ograni
zonego asteroid¡ we wspóªrz�dny
h biegunowy
h ko«
zy si�

doprowadzeniem do 
aªki, która nie wyra»a si� poprzez funk
je elementarne za pomo
¡ sko«
zonej li
zby

dziaªa« arytmety
zny
h. Nie jeste±my wi�
 w stanie skorzysta¢ ze wzoru (6).

2.2.3. Pole ograni
zone asteroid¡ jako pole wy
inka we wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h

Wykorzystanie wzoru (7) nie uprasz
za ra
hunków. Podobnie jak dla elipsy, otrzymamy 
aªk� skªada-

j¡
¡ si� z dwó
h 
z�±
i. Pierwsza opisuje poªow� pola asteroidy, a druga ma posta¢:

−2a

∫ a

0

x

(

(

1−
(x

a

)
2
3

)
3
2

)′

dx = a

∫ a

0

(x

a

)
2
3

√

1−
(x

a

)
2
3

dx.
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Stosuj¡
 takie samo jak w pierwszej metodzie podstawienie x = a sin3 u, otrzymamy podobnie 
aªk�:

6a2
∫ π

2

0

sin4 u cos2 u du,

która pojawiªa si� (zob. wzór (13)) przy okazji wyzna
zania pola ograni
zonego asteroid¡. Tym razem


aªka ma dwukrotnie mniejszy mno»nik, wi�
 jej warto±¢, 
o byªo o
zekiwane, jest poszukiwanym polem.

2.2.4. Pole ograni
zone asteroid¡ jako pole wy
inka danego parametry
znie

Wykorzystuj¡
 wzór (8), otrzymamy:

S = 4 · 1
2

∫ π

2

0

(

a cos3 t(a sin3 t)′ − a sin3 t(a cos3 t)′
)

dt =

= 2a

∫ π

2

0

(

a cos3 t · 3a sin2 t cos t+ a sin3 t · 3a cos2 t sin t
)

dt =

= 6a2
∫ π

2

0

(

sin2 t cos2 t
(

sin2 t+ cos2 t
))

dt = 6a2
∫ π

2

0

(

1

2
· 2 sin t cos t

)2

dt =

=
3a2

2

∫ π

2

0

sin2 2t dt =
3a2

2

∫ π

2

0

1− cos 4t

2
dt =

3a2

4

(

t− 1

4
sin 4t

)

∣

∣

∣

∣

∣

π

2

0

=
3a2

4
· π
2
=

3πa2

8
.

2.3. Cykloida

Cykloida jest krzyw¡, jak¡ zakre±la wybrany punkt okr�gu o promieniu a to
z¡
ego si� po prostej.

Je±li punkt ten b�dzie po
z¡tkiem ukªadu wspóªrz�dny
h, a okr¡g to
zyª si� b�dzie w kierunku dodatniej

póªosi Ox, to parametry
zne równanie 
ykloidy b�dzie miaªo posta¢ (zob. rys. 9):







x = ϕ(t) = a(t− sin t),

y = ψ(t) = a(1− cos t),
t ∈ 〈0, 2π〉.

PSfrag repla
ements

aπ 2aπ

2a

x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)

Rysunek 9. Cykloida wraz z jej orienta
j¡
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2.3.1. Pole ograni
zone 
ykloid¡ zadan¡ parametry
znie

Poniewa» przedstawienie parametry
zne jest domy±lnym dla 
ykloidy, dlatego wyzna
zanie pola pod


ykloid¡ za
zniemy wªa±nie od wzoru (3):

S =

∫ 2π

0

(a(1− cos t)(a(t − sin t))′) dt = a2
∫ 2π

0

(1 − cos t)2dt = a2
∫ 2π

0

(

1− 2 cos t+ cos2 t
)

dt =

= a2
∫ 2π

0

(

1− 2 cos t+
1

2
(1 + cos 2t)

)

dt = a2
∫ 2π

0

(

3

2
− 2 cos t+

1

2
cos 2t

)

dt =

= a2
(

3

2
t− 2 sin t+

1

4
sin 2t

)

∣

∣

∣

∣

∣

2π

0

= a2 · 3
2
· 2π = 3a2π.

2.3.2. Pole ograni
zone 
ykloid¡ we wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h

Z równania parametry
znego 
ykloidy mo»na uzyska¢ jej posta¢ parametry
zn¡. W tym 
elu z funk-


ji ψ nale»y wyzna
zy¢ parametr t i, wykorzystuj¡
 wzór arc cosx = arc sin
√
1− x2, dla 0 6 x 6 1,

z równania funk
ji ϕ, dla pierwszego ªuku 
ykloidy, 
zyli dla 0 6 t 6 2π, otrzymamy:

x = a

(

arc cos
(

1− y

a

)

−
√

1−
(

1− y

a

)2
)

= a arc cos
(

1− y

a

)

−
√

y(2a− y). (14)

Zauwa»my teraz, »e aby skorzysta¢ ze wzoru (14), mo»emy na podstawie 
aªki

∫ 2a

0 x(y)dy wyzna
zy¢

pole zakreskowane na zielono (zob. rys. 10).

PSfrag repla
ements

aπ 2aπ

x(y)

2a

x

y

Rysunek 10. Wyzna
zanie pola 
ykloidy

Zauwa»my, »e drugi skªadnik w równaniu (14), po s
aªkowaniu w przedziale od 0 do 2a da warto±¢

poªowy pola koªa o promieniu a, 
zyli πa2

2 . Pozostaje wi�
 wyzna
zy¢ 
aªk�:

a

∫ 2a

0

arc cos
(

1− y

a

)

dy =
1− y

a
= u y 0 2a

u 1 −1dy = −a du =

= a2
∫ 1

−1

arc cosu du =
f(u) = arc cosu g′(u) = 1

f ′(u) = −1√
1−u2

g(u) = u
= a2u arc cosu

∣

∣

∣

1

−1
+ a2

∫ 1

−1

u√
1− u2

du =

= a2(arc cos 1 + arc cos(−1)) + 0 = a2(0 + π) = πa2

(warto±¢ drugiej 
aªki wynosi zero, bo 
aªkujemy funk
j� nieparzyst¡ na przedziale symetry
znym, do-

datkowo, formalnie, jest to 
aªka niewªa±
iwa, jednak nie wpªywa to na ko«
owy wynik). Tym samym

pole zakreskowanego na zielono obszaru wynosi πa2 − πa2

2 = πa2

2 , a pole poªowy obszaru pod 
ykloid¡,

jako ró»ni
a pola prostok¡ta o boka
h dªugo±
i πa i 2a, wynosi 2a2π − πa2

2 = 3πa2

2 , a st¡d poszukiwane

pole wynosi 3a2π, 
o jest o
zekiwanym wynikiem.
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Uwaga 2. Pola pod 
ykloid¡, podobnie jak dla asteroidy, nie da si� wyzna
zy¢ korzystaj¡
 ze wspóª-

rz�dny
h biegunowy
h. Wyzna
zanie pola ograni
zonego 
ykloid¡ jako pola wy
inka we wspóªrz�dny
h

kartezja«ski
h nie przyniesie »adny
h korzy±
i. Ciekawym natomiast jest skorzystanie ze wzoru (8).

2.3.3. Pole ograni
zone 
ykloid¡ jako pole wy
inka we wspóªrz�dny
h parametry
zny
h

Ch
¡
 zastosowa¢ t� metod�, po pierwsze zauwa»my, »e poªowienie zakresu k¡ta t nie poªowi pola

pod 
ykloid¡. Na rysunku 11 przedstawione jest pole wy
inków dla k¡tów 0 6 t 6
π
2 (kolor zielony),

π
2 6 t 6 π (kolor 
zerwony), π 6 t 6 3π

2 (kolor »óªty) i

3π
2 6 t 6 2π (kolor niebieski).

PSfrag repla
ements

aπ 2aπ

2a

Rysunek 11. Obszary 
ykloidy dla ró»ny
h zakresów k¡ta t

Po drugie, 
o równie» wido
zne jest na rysunku 11, k¡t t zmieniaj¡
 si� od 0 do 2π powoduje prze
iwn¡

orienta
j� krzywej, 
o nakazuje zmian� znaku przed 
aªk¡. Uwzgl�dniaj¡
 powy»sze uwagi mo»emy, na

podstawie wzoru (8), zapisa¢:

S = −1

2

∫ 2π

0

(ϕ(t)ψ′(t)− ψ(t)ϕ′(t)) dt =
a2

2

∫ 2π

0

(2− 2 cos t− t sin t) dt.

Caªk�

∫

x sinx dx ªatwo mo»na wyzna
zy¢ 
aªkuj¡
 przez 
z�±
i, otrzymuj¡
 wynik sinx − x cosx + c.

Dlatego mo»emy napisa¢:

S =
a2

2
(2t− 2 sin t− sin t+ t cos t)

∣

∣

∣

2π

0
=
a2

2
(4π + 2π) = 3a2π.

Widzimy wi�
, »e wybór metody 
z�sto ma du»e zna
zenie � 
z�±¢ zada« rozwi¡za¢ mo»na bez trudu

wybieraj¡
 odpowiedni sposób, a 
z�±¢ jest bardzo trudna lub niemo»liwa do realiza
ji przy nieodpo-

wiednim wyborze metody. Dobrym przykªadem (
ho
ia» pokazaªy to równie» poprzednie przykªady) jest

kolejna krzywa.

2.4. Kardioida

Kardioida jest krzyw¡, jak¡ zakre±la ustalony punkt okr�gu o promieniu a to
z¡
y si� po okr�gu

o takim samym promieniu. W zale»no±
i od po
z¡tkowego poªo»enia okr�gu to
z¡
ego si� i wyboru punktu

otrzyma¢ mo»emy ró»ne poªo»enia kardioidy. My przedstawimy kardioid� w poªo»eniu niestandardowym,

ale najbardziej przypominaj¡
ym ser
e (zob. rys. 12). W takim przypadku równanie kardioidy ma posta¢:

(

x2 + y2 + ay
)2

= a2
(

x2 + y2
)

, a > 0. (15)
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√
3

4
3a

√
3

4

a
4

−2a

x = a(1− sin t) cos t

y = a(1− sin t) sin t

Rysunek 12. Kardioida wraz z jej orienta
j¡

Z posta
i tej nie sposób u»yte
znie wy-

zna
zy¢ pola ograni
zonego kardioid¡, dlate-

go przedstawimy teraz j¡ we wspóªrz�dny
h

biegunowy
h. W tym 
elu do równania (15)

wstawmy zale»no±
i (4):

(

̺2 + a̺ sinϕ
)2

= a2̺2,

(̺+ a sinϕ)
2
= a2,

̺+ a sinϕ = a,

̺ = a(1− sinϕ).

Drugie rozwi¡zanie ̺ = −a(1 + sinϕ) < 0

odrzu
amy.

Zde
ydowanie naj
z�stsz¡ posta
i¡ kar-

dioidy jest jej posta¢ we wspóªrz�dny
h bie-

gunowy
h, je»eli 
h
ieliby±my jednak przed-

stawi¢ kardioid� we wspóªrz�dny
h parametry
zny
h, to wystar
zy jesz
ze raz w otrzymanej posta
i

biegunowej skorzysta¢ z zale»no±
i (4):







x = ̺ cosϕ,

y = ̺ sinϕ,
=⇒







x = a(1− sinϕ) cosϕ,

y = a(1− sinϕ) sinϕ.

2.4.1. Pole ograni
zonego kardioid¡ zadan¡ parametry
znie

PSfrag repla
ements

Rysunek 13. Pola S1, S2 i S3 okre±laj¡
e pole kardioidy

Wyzna
zenie pola w ten sposób b�dzie

trudniejsze, bo nale»y uwzgl�dni¢ zaªo»e-

nia i sprawdzi¢, w jakim podzbiorze zbioru

〈0, 2π〉 funk
ja ϕ jest rosn¡
a, a funk
ja ψ

nieujemna. Zauwa»myw
ze±niej, »e kardioida

jest symetry
zna wzgl�dem osi Oy, wi�
 wy-

star
zy rozpatrze¢ albo zbiór 〈0, π2 〉∪〈3π2 , 2π〉,
albo, 
o jest równowa»ne, przedziaª 〈−π

2 ,
π
2 〉.

�atwo mo»na pokaza¢, badaj¡
 funk
j� ϕ′
,

»e w przedziale 〈−π
2 ,−π

6 〉 funk
ja ϕ jest ro-

sn¡
a, a w przedziale 〈−π
6 ,

π
2 〉 � malej¡
a.

Jesz
ze pro±
iej jest zauwa»y¢, »e funk
ja ψ

jest nieujemna w przedziale 〈−π
2 , 0〉, a niedo-

datnia w przedziale 〈0, π2 〉. Kolejny problem

to ró»ni
a obszarów przedstawiony
h za po-

mo
¡ wspóªrz�dny
h biegunowy
h i parame-

try
zny
h. W tym przypadku tylko w prze-

dziale 〈0, π2 〉 obszary te si� pokrywaj¡ (kolor

ró»owy na rys. 13). Widzimy tam równie», »e poªowa pola ograni
zonego kardioid¡ S przedstawia¢ si�

b�dzie zale»no±
i¡ S = S1 − S2 + S3, gdzie S1 to obszar dla −π
2 6 t 6 −π

6 (kolor 
zerwony na rys. 13),

S2 � dla −π
6 6 t 6 0 (kolor zielony na rys. 13), a S3 dla 0 6 t 6 π

2 (kolor ró»owy na rys. 13).
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Pozostaje ju» tylko ustali¢ znaki dla posz
zególny
h 
aªek:

〈−π
2 ,−π

6 〉 〈−π
6 , 0〉 〈0, π2 〉

ϕ ր (+) ց (−) ց (−)

ψ − − +
∫

− + −

oraz wyzna
zy¢ funk
j� pod
aªkow¡:

ψϕ′ = a(1− sin t) sin t(a(1− sin t) cos t)′ = a2(1 − sin t) sin t(− sin t− cos2 t+ sin2 t) =

= a2 sin t(1− sin t)(2 sin2 t− sin t− 1) = a2(3 sin3 t− sin t− 2 sin4 t)

i 
aªk�:

∫

(3 sin3 t− sin t− 2 sin4 t)dt =

∫

(

3 sin t(1− cos2 t)− sin t− 2

(

1− cos 2t

2

)2
)

dt =

=

∫ (

3 sin t(1− cos2 t)− sin t− 1

2

(

1− 2 cos 2t+
1 + cos 4t

2

))

dt =

=

∫ (

3 sin t(1− cos2 t)− sin t− 3

4
+ cos 2t− 1

4
cos 4t

)

dt =

= cos3 t− 2 cos t− 3

4
t+

1

2
sin 2t− 1

16
sin 4t+ c.

Zatem pole ograni
zone kardioid¡ wyra»a si� zale»no±
i¡:

S = 2(S1 − S2 + S3) = 2a2

(

−
∫ −π

6

−π

2

ψϕ′dt−
∫ 0

−π

6

ψϕ′dt−
∫ π

2

0

ψϕ′dt

)

=

= −2a2
∫ π

2

−π

2

ψϕ′dt = 2a2
(

cos3 t− 2 cos t− 3

4
t+

1

2
sin 2t− 1

16
sin 4t

)

∣

∣

∣

∣

∣

π

2

−π

2

=

= −2a2
(

−3

4
· π
2
− 3

4
· π
2

)

=
3πa2

2
.

2.4.2. Pole ograni
zone kardioid¡ we wspóªrz�dny
h biegunowy
h

Tym razem ra
hunki b�d¡ zde
ydowanie prostsze, wystar
zy skorzysta¢ ze wzoru (6):

S =
a2

2

∫ 2π

0

(1− sinϕ)2dϕ =
a2

2

∫ 2π

0

(

1− 2 sinϕ+
1− cos 2ϕ

2

)

dϕ =

=
a2

2

∫ 2π

0

(

3

2
− 2 sinϕ− 1

2
cos 2ϕ

)

dϕ =
a2

2

(

3

2
ϕ+ 2 cosϕ− 1

4
sin 2ϕ

)

∣

∣

∣

∣

∣

2π

0

=

=
a2

2

(

3

2
· 2π + 2− 2

)

=
3πa2

2
.

2.4.3. Pole ograni
zone kardioid¡ jako pole wy
inka danego parametry
znie

Tym razem obieg krzywej jest dodatni dla −π
2 6 t 6 π

2 , wi�
 obli
zaj¡
:

ϕψ′ − ψϕ′ = a2(1− sin t)2,
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ªatwo stwierdzimy, »e uzyskamy ten sam wynik (a nawet t� sam¡ 
aªk� do niego prowadz¡
¡), 
o w po-

przedniej metodzie.

2.5. Lemniskata Bernoulliego

Lemniskata Bernoulliego jest krzyw¡, jak¡ we wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h przedstawia równanie [12℄:

(x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2), a > 0, (16)

a jej interpreta
ja geometry
zna jest nast�puj¡
a: jest to zbiór punktów pªasz
zyzny, który
h ilo
zyn

odlegªo±
i od dwó
h ustalony
h punktów (ognisk) oddalony
h od siebie o 2a jest staªy i równy a2.

PSfrag repla
ements

a
√
2−a

√
2

y = −x y = x

−a
√
3

2
a
√
3

2

a
2

−a
2

x = a
√
2 cos t

1+sin2 t

y = a
√
2 sin t cos t
1+sin2 t

Rysunek 14. Lemniskata Bernoulliego wraz z jej orienta
j¡

Z de�ni
ji tej ªatwo wynika posta¢ (16). Równie ªatwo mo»na otrzyma¢ równanie biegunowe lemniskaty

Bernoulliego, wystar
zy do równania (16) wstawi¢ formuªy (4):

(̺2)2 = 2a2̺2(cos2 ϕ− sin2 ϕ),

̺2 = 2a2 cos 2ϕ,

̺ = a
√
2
√

cos 2ϕ.

Aby speªniony byª warunek nieujemno±
i ̺, musimy zaªo»y¢, »e cos 2ϕ > 0, sk¡d ªatwo dostajemy:

cos 2ϕ > 0
06ϕ62π⇐⇒ ϕ ∈

〈

0,
π

4

〉

∪
〈

3π

4
,
5π

4

〉

∪
〈

7π

4
, 2π

〉

.

Lemniskata Bernoulliego ma zastosowanie m.in. przy projektowaniu torów kolejowy
h lub tramwajo-

wy
h na ªuka
h [11℄.

Uwaga 3. Pola ograni
zonego przez lemniskat� Bernoulliego nie mo»na wyzna
zy¢ korzystaj¡
 z jej

posta
i (16) i ze wzoru (1) a tym samym nie skorzystamy równie» ze wzoru (7).
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2.5.1. Pole ograni
zone lemniskat¡ Bernoulliego we wspóªrz�dny
h biegunowy
h

W tym przypadku wyzna
zenie pola b�dzie bardzo proste, wykorzystuj¡
 wzór (6) oraz symetri�

lemniskaty Bernoulliego wzgl�dem obydwu osi ukªadu wspóªrz�dny
h, mamy:

S = 4 · 1
2

∫ π

4

0

2a2 cos 2ϕdϕ = 4a2 · 1
2
sin 2ϕ

∣

∣

∣

π

4

0
= 2a2 sin

π

2
= 2a2.

2.5.2. Pole ograni
zone lemniskat¡ Bernoulliego zadanej parametry
znie

Równanie prarametry
zne lemniskaty Bernoulliego mo»na otrzyma¢ podobnie jak w przykªadzie do-

ty
z¡
ym kardioidy. Okazuje si�, »e równanie takie mo»e równie» przyj¡¢ nie
o inn¡ form� [8℄:















x =
a
√
2 cos t

1 + sin t2
,

y =
a
√
2 sin t cos t

1 + sin t2
,

0 6 t 6 2π. (17)

Poniewa» funk
ja ψ jest nieujemna, gdy sin t cos t > 0, 
o jest równowa»ne z tym, »e sin 2t > 0, 
zyli

ograni
zaj¡
 si� do przedziaªu 〈0, 2π〉, mamy t ∈ 〈0, π2 〉 ∪ 〈π, 3π2 〉, a funk
ja ϕ jest rosn¡
a, 
o ªatwo

pokaza¢ na podstawie jej po
hodnej, gdy t ∈ 〈π, 2π〉, wi�
 pole ograni
zone lemniskat¡ Bernoulliego

wyrazi¢ mo»na 
aªk¡ (korzystatmy z symetrii lemniskaty i ze wzoru (3)):

S = 4

∫ 3π
2

π

ψ(t)ϕ′(t) dt = −8a2
∫ 3π

2

π

sin2 t(3− sin2 t) cos t

(1 + sin2 t)3
dt.

Caªk� t�, przez podstawienie sin t = u,
t π 3π

2

u 0 −1
sprowadzi¢ mo»na do 
aªki wymiernej:

S = 8a2
∫ 0

−1

u2(3 − u2)

(1 + u2)3
du.

Zauwa»my, »e li
znik 
aªkowanego uªamka mo»emy przeksztaª
i¢ do posta
i:

3u2 − u4 = −(1 + u2)2 + 5u2 + 1 = −(1 + u2)2 + 5(1 + u2)− 4,

dlatego mo»emy zapisa¢:

S = 8a2
∫ 0

−1

( −1

1 + u2
+

5

(1 + u2)2
− 4

(1 + u2)3

)

du.

Korzystaj¡
 z rekuren
yjnego wzoru doty
z¡
ego uªamków prosty
h 
zwartego rodzaju [7℄ dla 1 < n ∈ N:

∫

dx

(1 + x2)n
=

1

2(n− 1)
· x

(1 + x2)n−1
+

2n− 3

2(n− 1)

∫

dx

(1 + x2)n−1
(18)

otrzymamy, najpierw pomo
ni
zo:

∫ −4

(1 + u2)3
du = − u

(1 + u2)2
− 3

∫

du

(1 + u2)2
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oraz: ∫

2

(1 + u2)2
du =

u

1 + u2
+

∫

du

1 + u2
,

a st¡d ostate
znie:

S = 8a2
(

− u

(1 + u2)2
+

u

1 + u2

)

∣

∣

∣

∣

∣

0

−1

= 8a2
(

−1

4
+

1

2

)

= 8a2 · 1
4
= 2a2.

2.5.3. Pole ograni
zone lemniskat¡ Bernoulliego jako pole wy
inka danego parametry
znie

Rozpatruj¡
 t� 
z�±¢ lemniskaty Bernoulliego, która znajduje si� w pierwszej ¢wiart
e ukªadu wspóª-

rz�dny
h, w 
elu wykorzystania wzoru (4) wyzna
zmy najpierw:

ϕψ′ − ψϕ′ =
2a2 cos3 t

(1 + sin2 t)2
,

a potem pole:

S = 4 · 1
2

∫ π

2

0

2a2 cos3 t

(1 + sin2 t)2
dt = 4a2

∫ π

2

0

(1− sin2 t) cos t

(1 + sin2 t)2
dt =

sin t = u t 0 π
2

u 0 1cos t dt = du
=

= 4a2
∫ 1

0

1− u2

(1 + u2)2
du = 4a2

∫ 1

0

−(1 + u2) + 2

(1 + u2)2
du = 4a2

∫ 1

0

(

2

(1 + u2)2
− 1

1 + u2

)

du
(18)

=

= 4a2
u

1 + u2

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

= 4a2 · 1
2
= 2a2.

Gdyby±my sparametryzowali lemniskat� Bernoulliego tak jak w przykªadzie z kardioid¡, to jej równa-

nie przyj�ªoby posta¢:







x = a
√
2
√
cos 2t cos t,

y = a
√
2
√
cos 2t sin t,

(19)

gdzie t ∈
〈

0, π4
〉

∪
〈

3π
4 ,

5π
4

〉

∪
〈

7π
4 , 2π

〉

. Obli
zaj¡
 st¡d pole z wykorzystaniem wzoru (3) otrzymaliby±my

(minus przed 
aªk¡ wynika z monotoni
zno±
i funk
ji ϕ w przedziale

〈

0, π4
〉

):

S = −4

∫ π

4

0

ψ(t)ϕ′(t) dt = 8a2
∫ π

4

0

(

3 sin2 t− 4 sin4 t
)

dt =

= 8a2
∫ π

4

0

(

3

2
(1 − cos 2t)− 4

(

1− cos 2t

2

)2
)

dt = 4a2
∫ π

4

0

(cos 2t− cos 4t) dt =

= a2 (2 sin 2t− sin 4t)
∣

∣

∣

π

4

0
= a2(2− 0− 0 + 0) = 2a2.

Jesz
ze ªatwiej byªoby, wykorzystuj¡
 t� parametryza
j�, skorzysta¢ ze wzoru (8). Mieliby±my wów-


zas:

S = 4 · 1
2

∫ π

4

0

(ϕ(t)ψ′(t)− ψ(t)ϕ′(t)) dt = 4a2
∫ π

4

0

cos 2t dt = 2a2 sin 2t
∣

∣

∣

π

4

0
= 2a2.
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Okazuje si�, »e równanie lemniskaty Bernoulliego mo»na, przeksztaª
aj¡
 formuªy (19), przedstawi¢

równie» w innej posta
i (podobnie, jak zrobiono to w [11℄):















x =
t+ t3

1 + t4
a
√
2,

y =
t− t3

1 + t4
a
√
2,

t ∈ R.

Pierwsz¡ ¢wiartk� lemniskaty Bernoulliego otrzymamy dla t ∈ 〈0, 1〉. Gdyby±my teraz 
h
ieli wyko-

rzysta¢ wzór (8) (mo»na równie» skorzysta¢ ze wzoru (3), ale prowadzi to do zna
z¡
o trudniejszej 
aªki

wymiernej), to otrzymaliby±my (minus przed 
aªk¡ wynika z ujemnego obiegu tej 
z�±
i lemniskaty przy

tej parametryza
ji):

S = −4 · 1
2

∫ 1

0

(ϕ(t)ψ′(t)− ψ(t)ϕ′(t)) dt = 16a2
∫ 1

0

t3

(1 + t4)2
dt =

=
1 + t4 = u t 0 1

u 1 2t3dt = 1
4du

= 4a2
∫ 2

1

du

u2
= −4a2

1

u

∣

∣

∣

∣

∣

2

1

= −4a2
(

1

2
− 1

)

= 2a2.

Podsumowanie

W pra
y pokazali±my, jak w mniej intui
yjny, 
zy w mniej powsze
hny sposób mo»na obli
za¢ po-

la (w 
z�±
i pierwszej) i obj�to±
i (w 
z�±
i drugiej) pewny
h obszarów. Wybrane przez nas przykªady

miaªy pokaza¢, »e wybór metody 
z�sto zna
z¡
o skra
a 
zas obli
ze« i zna
z¡
o uªatwia ra
hunki. Przy-

kªady starali±my si� (bogaty opis krzywy
h znale¹¢ mo»na m.in. w [1, 2℄) dobra¢ równie» pod k¡tem

dydakty
znym, 
h
ieli±my aby byªy one niebanalne, a rozwi¡zania zawieraªy miejs
a, w który
h ªatwo

mo»na popeªni¢ bª¡d, dzi�ki 
zemu takie ¢wi
zenia ra
hunkowe byªy dobrym przypomnieniem metod

wyzna
zania 
aªek nieozna
zony
h i ozna
zony
h (w tym 
aªki niewªa±
iwej).

Pierwotnie pra
a omawiaªa zarówno obszary pªaskie i przestrzenne, jednak obj�to±¢ 
aªo±
i skªoniª

nas do podzielenia jej na dwie 
z�±
i. W 
z�±
i drugiej wyprowadzamy wzór na obj�to±¢ bryªy, która

ograni
zona jest powierz
hni¡ zadan¡ sfery
znie (odpowiednik przestrzenny wzoru (6)) i wyzna
zamy

w ten sposób obj�to±
i wybrany
h bryª.
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Autorzy pragn¡ podzi�kowa¢ re
enzentom za trud wªo»ony w re
enzje.
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