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Pewne formuly wyznaczania poél i objetosci, czesé 1. obszary
w przestrzeni R?

Streszczenie. Stykajac sie z catka oznaczong dowiadujemy sie, ze jednym z jej zastosowan
jest wyznaczanie pél figur ptaskich i objetosci bryt. Standardowo méwi sie rowniez o dtugosci tuku
krzywej, polu powierzchni i objetosci bryty obrotowej. Rzadko juz wprowadza sie na podstawowym
kursie matematyki wzory na pola czy objetosci dla obszaréw zadanych parametrycznie czy biegu-
nowo. W niniejszej pracy chcemy zaprezentowaé wybrane formuly na obliczanie wspomnianych
wielkosci.

Stowa kluczowe: calka oznaczona, wspotrzedne parametryczne, wspotrzedne biegunowe, wspot-
rzedne sferyczne.

1. Obszary na plaszczyznie

Rozpoczynajac przygode z calka oznaczona Riemanna dowiadujemy sie, ze jej interpretacja geome-
tryczna, o ile ciagla funkcja f jest nieujemna dla = € (a,b), jest wartosé pola zawartego pomiedzy
wykresem tej funkeji, a osia Oz, dla x € {a,b) (zobacz rysunek 1), tzn.:

b
Sz/ f(z)dz. (1)

Jak wiemy, krzywa y = f(x) moze by¢ zdefiniowana réwniez w inny sposob, parametrycznie lub biegu-

nowo.

1.1. Pole pod krzywa zadana parametrycznie

Zastanowmy sie, w jaki sposob obliczy¢ pole S przedstawione na rysunku 1, jedli krzywa ograniczajaca
to pole dana jest w postaci parametrycznej. Przypomnijmy najpierw, ze parametryczna postaé¢ krzywej
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okreslona jest formuta;
L= gp(t),
y=1v(t),

gdzie funkcje ¢ i ¢ sa okreSlone w przedziale (t1,t2) (jesli sa tam funkcjami ciagtymi, to krzywa zadana

te <t1,t2>, (2)

w ten sposob tez jest ciagla).

f(a)

f(®)

Rysunek 1. Geometryczna interpretacja calki oznaczonej

Na rysunku 2 przedstawione sa wybrane krzywe, ktére mozna, i czesto jest to robione w ten sposoéb,

przedstawi¢ parametrycznie.

—— Elipsa

Asteroida
—— Cykloida
—— Kardioida

—— Lemniskata Bernoulliego

Rysunek 2. Przyklady krzywych zadanych parametrycznie

Zauwazmy, ze krzywa y = f(z) tatwo jest przedstawi¢ parametrycznie, wystarczy przyjac:
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Mozna teraz dokona¢ podstawienia (2) do calki (1), przy czym dx = ¢'(t)dt = dt, otrzymujac w ten
sposob S = f;w(t)dt = f; f(t)dt, co oczywiscie jest tylko zwyklym zastapieniem w catce (1) zmien-
nej r zmienng t, niewplywajacym w zaden sposéb na wyznaczenie tej caltki. Ciekawsza sytuacja jest
w przypadku gdy o(¢) # t. Otrzymujemy wtedy © = ¢(t), dz = ¢'(t)dt, a calka (1) przyjmie postac:

b ta
5= / fayde = [ v 0 3)

przy czym zakladamy, ze p(t1) = a, ¢(t2) = b, ze funkcja @ jest rozniczkowalna w przedziale (¢1, t2) oraz,
poniewaz f(z) > 0 w przedziale {a, b), a zmienna x ro$nie od a do b, Ze funkcja ¢ jest rosnaca w przedziale
(t1,1t2), a funkcja 1 jest nieujemna w przedziale (t1,t2).

1.2. Krzywa zadana biegunowo

Latwo mozna zauwazyc¢, ze wspoOirzedne dowolnego punktu na plaszczyznie (specyficznym punktem

jest poczatek ukladu wspolrzednych) mozna przedstawi¢ w inny sposob, gdzie zamiast wspoélrzednych

x iy podaé¢ mozna kat ¢, jaki tworzy do-

Y datnia poto§ Oz z odcinkiem laczacym

yo,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,B@ ,Y0) poczatek uktadu wspoétrzednych i dany

punkt oraz dtugosé g tego odcinka (zob.
rys. 3).

Korzystajac z zaleznosci trygono-
metrycznych w trojkacie prostokatnym
(zob. rys. 3), mamy:

cosp =

)

T = 0Cos,
. o ¥ (4)

, y = osingp,

Tz * sinp =

R Iy |8

Rysunek 3. Wspétrzedne biegunowe
gdzie ¢ > 0, a 0 < ¢ < 27 (mozna
oczywiscie rozpatrywaé inne przedziaty
zmiennej ).
Jesli dla pewnych wartosci ¢ okre§limy nieujemng funkcje o, otrzymamy wowczas pewng krzywa na
plaszczyznie i ciekawym jest w jaki sposob mozna wyrazi¢ odpowiednie pole S (zobacz rysunek 4).
Odpowiedni wzér mozemy znalez¢ réznymi sposobami, my jednak zdecydowaliSmy sie na nie najprost-
szy z nich, ale jak sie nam wydaje, najbardziej bliski idei catki oznaczonej Riemanna.
Przypominamy, ze w klasycznym przypadku calki oznaczonej Riemanna mamy:

b n
| rayda = tim 5, = tim > fie)an

gdzie &,1=1,2,...,n, jest dowolnym punktem kazdego z podprzedziatéw podziatu normalnego przedzia-
tu (a,b), a Az;, i =1,2,...,n, jest dlugoscia tego podprzedziatu (oczywiscie granica musi istnie¢ i mie¢
te sama wartos¢ dla kazdego podziatu normalnego i kazdego wyboru punktow &;). Istnieje twierdzenie
mowigce o tym, ze jesli funkcja f jest ciagla w przedziale (a,b) lub ma tam skoriczona liczbe punktow
nieciagtosci tupu luka lub skok (a tylko takimi funkcjami bedziemy sie zajmowac), to wowczas wystarczy
wybraé jeden podzial normalny i jeden wybor punktow & [3].
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x

Rysunek 4. Pole S wyznaczone funkcja o(¢) dla a < ¢ < 8

My postapimy podobnie — poniewaz g jest funkcja zmiennej ¢, dokonamy podzialtu normalnego:

a=@) <1 < ...<pn1 <, =0, gdze ¢; = a+iAp, i =0,1,...,n, natomiast Ap = % oraz
& =pi—1,1=1,2,...,n. Po takim zabiegu obszar, ktorego pole chcemy wyznaczy¢, podzielone zostanie
na podobszary (wycinki), ktorych pola przybliza¢ bedziemy polami S; trojkatéw prostokatnych (zobacz
rysunek 5).
Y
Q;
y S; 9(90)
/ /
y y
y /
y’ >
LK
y \ it
'y i \
[~ ‘
| | x

Rysunek 5. Pole S; przyblizajace pole wycinka wyznaczonego funkcja o(¢) dla ¢; < ¢ < @it
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Zauwazmy, ze dtugos¢ dluzszej (na rysunku 5) przyprostokatnej takiego trojkata jest wartoscia funkeji
o dla kata ¢;, a dlugos¢ krotszej przyprostokatnej a; jest zalezna od dtugosci dluzszej przyprostokatnej
i od miary kata Ay, mianowicie: a; = o(y;) tg Ap. Zatem, wprowadzajac oznaczenie o; = o(;), pole S;
takiego trojkata wynosi:

1 1
Si = oi0itg Ap = 59?tgA¢-

W takim razie pole S, przyblizajace pole S tego obszaru wyniesie:

a przechodzac z granicg przy n dazacym do nieskoriczono$ci, mamy:

. 1o ™ o
S= lim §, = inhﬁrI;OZgi tg Agp. (5)

n—oo ,
=1

Korzystajac z tego, ze

mozemy roéwnanie (5) napisa¢ w postaci:
L - 2 tg Ay L - 2
§=gm 2 eT A =g lim D efae
= i=

otrzymujac ostatecznie, po skorzystaniu z definicji catki oznaczonej Riemanna:

. L. . 2 1 (7 2
S = lim Sn—gnlggoz;&Asﬁ——/a 0" (p)de, (6)

n— 00 2

co jest poszukiwanym wzorem.

1.3. Zwiazek pomiedzy polem wycinka i polem pod krzywa

Zauwazmy, ze to samo pole mozna réwniez wyznaczy¢ dla wspolrzednych kartezjanskich oraz dla
funkcji zadanej parametrycznie, w tym celu zauwazmy zwiazek miedzy polami (zob. rys. 6): ,biegunowym”
Sp =S

tradycyjnym” Sy = S S1 = SA0z,pP, 1 52 = SAOz, P, (zakladamy rozniczkowalnosé

0P Py 7 w122 PPy
funkcji f oraz, ze jak na rys. 6, pole te zawarte sa w pierwszej ¢wiartce uktadu wspolrzednych):
1 @2 1 1 o [
Sy =81+ 5 =S =caflz) + | fl@)de — 522f(22) = Sz f(2) +/ f(z)de =
T T2 T
T2 1 xTo T2 1 T2 , 2 1 ,
— [ twyin - 5ot = [T r@ie -5 [ @r@) do= [ (50~ 5 @f@)) do =
T1 T1 T T1 T1

[t~ 30 varen)as= [ (310~ Jor) ae =
1 [

=5 | U@ - @
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Rysunek 6. Zwiazek pomiedzy polem wycinka a polem pod krzywa

Dla funkcji zadanej parametrycznie w latwy sposéb mozna przedstawié odpowiednik wzoru (6) lub
(7). Zauwazmy, ze korzystajac ze wspotrzednych biegunowych mamy 22 + y? = o2, oraz ze ¢ = arctg %,1
a stad mamy (pamietajac, ze = i y sa funkcjami zmiennej t):

1 e — yx' 'x — yx'
dp = yz'y Izy dt:y2+i2
1+ (%) 4

)

czyli, przy zalozeniu, ze z(«a) = t1 i 2(8) = t2, otrzymujemy:

8 ts B .
S = %/a o’dp = %/h ($2+y2>yy2Tgyc2dt: %/tl (wy — ya')dt =
=5 | v - vig ) .
2. Przyklady

W rozdziale tym wyznaczymy pola obszaréw ograniczonych krzywymi przedstawionymi na rysunku
2. W tym celu wykorzystamy wzory wyprowadzone w poprzednim rozdziale. Na rysunkach przedstawia-
jacych te krzywe czerwong kropka zaznaczylismy poczatkowy punkt tej krzywej (dla ¢ = 0), a czerwona
strzaltka kierunek obiegu (orientacje) danej krzywej.

1Zalezno$é ta zachodzi w pierwszej ¢wiartce ukladu wspotrzednych, w pozostalych ¢wiartkach réznica moze byé jedynie
stala, jednak w tych rozwazaniach nie ma to znaczenia.
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2.1. Elipsa

Elipsa jest zbiorem punktoéw plaszczyzny, ktorych suma odlegtosci od dwoch ustalonych punktéow
(ognisk) jest stata. Srodek odcinka taczacego ogniska jest srodkiem elipsy. Jesli przyjmiemy, ze srodkiem
elipsy jest poczatek uktadu wspotrzed-
nych, to jej réwnanie, jesli pélosie beda
mialy dtugosci a i b, ma postac:

T = acost I_+y_:1_ 9)

y = bsint

Ta sama elipsa w postaci parametrycz-
nej (zob. rys. 7) ma réownanie:

T = acost,
Rysunek 7. Elipsa wraz z jej orientacjg ) t € (0, 2m).
y = bsint,

2.1.1. Pole ograniczone elipsg we wspoélrzednych kartezjariskich

Zauwazmy, ze osie uktadu wspotrzednych dziela obszar ograniczony elipsa (9) na cztery czesci o row-

nych polach. Wystarczy wiec rozpatrzeé przypadek x,y > 0, w ktérym y = by/1 — 2—; Mamy wiec:

a 2 — : 0 5
S:4b/ 1/1—I—2d33: v sy z Z :4ab/ V1 —sin®ucosudu =
0 a dr = acosudu ul0| 3 0

3 0<z<E 3 31 2
:4ab/ Veos2ucosudu = ° 4ab/ c0s2udu:4ab/ wdu:
0 0 0
1.
= 2ab | u+ 3 sin 2u

co, jak dobrze wiemy, jest polem ograniczonym elipsa o p6tosiach a i b.

jus
2

i :2ab-g:ﬂ'ab,

2.1.2. Pole ograniczone elipsg zadana parametrycznie

Jesli wykorzystujac wzor (3) chcemy obliczyé pole ograniczone elipsa, to podobnie jak poprzednio,
mozemy rozpatrze¢ t¢ sama jej ¢wiartke. Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze dla 0 < t < 5 funkcja ¢ jest
malejaca, musimy wiec zmieni¢ znak calki opisujacej to pole. Mamy wiec:

2 2 21— cos2t
S = —4/2 bsimt(—asimt)dt=4ab/2 sin21€dt=4ab/2 %dt:
0

0 0
=2ab(t— 1sim2t
N 2

2.1.3. Pole ograniczone elipsa we wspoélrzednych biegunowych

z
= 2ab - g = 7ab.
0

Aby otrzymaé réwnanie biegunowe elipsy, wprowadzmy do réwnania (9) wspotrzedne (4), otrzymujac:

0% cos? N 0% sin? a’b?

_ 2 _
a? b2 =l=0=

aZsin® ¢ 4+ b2 cos2
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Mozemy teraz skorzystac ze wzoru (6):

1 [ ] a’b? E] dp
S=4-= *d :2/ d :2a2b2/ : 10
2/0 ey o aZsin? ¢ +b2cos? ¢ 4 o a2sin® o + b2 cos? ¢ (10)

Tak otrzymang catke mozemy w miare tatwo wyznaczy¢ w oparciu o catke niewtasciwa, pokazemy jednak

najpierw, jak mozna dokona¢ tego bez odwolywania si¢ do catki niewtasciwej. W tym celu wykorzystamy
standardowe podstawienie trygonometryczne [5]:

%) 2du . 2u 1 —u? @‘0‘1
tg — = dp = —— = — 2
g2 u, ¥ 1—|—’U,27 S @ 1+’U/2, S 1+’U/2, ’U/‘O‘ 1
Otrzymamy w ten sposoéb:
1 1 2
1 2du 14+u
272 272
S:2ab/ 5 5 2:4@1)/ 55 5 _22du:
0 2(_2u 91—\ 1+u o 4a?u? 4+ b%(1 — u?)
a (1+u2) +b (1+u2>

1 2 1 2

1+u 1+u
:42172/ d :42172/ du.
CU ) Rty (a2 — 2 62 Ty b2ut 4 2(2a2 — b2+ b2

Zauwazmy, ze ma miejsce nastepujacy rozktad:??

2 2
JaZ —12 _JaZ 12
b2t + 2(2a — b2 + 6% = b2 | u? + (%> u? + (%>

b b

etV | a=VaF
b ’ - b

1 2 1
14+u A+ Bu C+ Du
S = 4a? du = du.
a/o W+ ) +¢2) " /0 <u2+p2+u2+q2) "

Do znalezienia nieznanych wspotczynnikow A, B, C'i D skorzystamy z réwnosci:

Oznaczmy, dla uproszczenia zapisu: p = . Dzieki temu mozemy napisac:

4a*(1 +u?) = (A + Bu)(u® + ¢*) + (C + Du)(u* + p?). (11)

Wstawiajac do rownosci (11) u = pi, otrzymamy, po poréwnaniu czeSci rzeczywistych i urojonych obydwu
2 2 2 2

stron réwnania, A = %, B = 0, wstawiajac u = qi, otrzymamy podobnie: C' = %, D =0.

Zauwazmy, ze pfﬁ: (p? — 1) = 2abp oraz pfﬁ; (1 — ¢?) = 2abq, stad formuta na pole elipsy przyjmie

q
402 [/ pP-1  1-¢ !
S:2 2/ p2 5+ — q2 du:2ab/ 2p 5 + 2q2 du =
Pt —q* Jo \u*+p us +q o \u®+p u +q

= 2ab <arc tg v + arctg E)
p q

postac:

1 1
= 2ab <arctg— + arctg—) .
p q

0

2Warto podkresli¢, ze program Mathematica [6], nawet w wersji 12.2, nie potrafi znalezé tego rozkladu, nie potrafi
réwniez znalezé tej calki.

3Zwro¢my rowniez uwage, ze w tym przyktadzie a > b, wiec rozktad ten ma wspotczynniki rzeczywiste.
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Zauwazmy teraz, ze:

a+Va2 -1 a—Va2—b> a?—(a®—1b?)

pq= 3 7 = = = 1.

Stad i ze znanej tozsamosci cyklometrycznej

1 =
arctgx + arctg — = 3
T

otrzymujemy wzor na pole elipsy:

1
S = 2ab (arctgp—i— arctg—) = 2ab - g = mab.
p

Pozostaje nam jeszcze wyznaczenie tego pola z wykorzystaniem catki niewtasciwej. W tym celu w calce

(10) wykonajmy przeksztaltcenie:

5—€

5 dep dep
3:2%2/ = 2ab* li :
“ o cos?p(a?tg? o+ b?) et 0 cos? p(a? tg? p + b2)
a w tak przeksztatconej calce podstawienie:
d ol z_—
tg Y =1u, —f = duu 4 2 < )
cos* ¢ u |0 00
uzyskujac:
> d T4 !
S = 2a2b2/ ?112 =2b% lim Y op2 hm & arc tg — e
o a’u?+b T—oo Jo u2 + i b b

T
= 2ab lim (arctg O arc tg0) = 2ab (— - O) = mab.
T—o00 b 2

2.1.4. Pole ograniczone elipsa jako pole wycinka we wspélrzednych kartezjariskich

Sposob ten najczesciej jest trudniejszy (szczegolnie jesli wycinek i pole pod krzywa sa tozsame, a tak

jest w tym przypadku). Wykorzystujac wzor (7), otrzymujemy:

/
1 [ / x2 / x?

Latwo mozna zauwazy¢, ze pierwszy skladnik powyzszej calki przedstawia polowe pola rozpatrywanej

elipsy, zatem skladnik drugi musi dac¢ te sama wartos¢:

@ _22”” T = asinu z |0 a
—2bx - —F——=dx = — |=
0 9./1 — / ii dr = acosudu ul0| 3
2b o<u<E 3
a?sin” u ————acosudu =" 2ab/ s1n2udu:ab/ (1 —cos2u)du =
V1 —sin®u 0 0

1 H 1 1 b
—ab(u—isin2u> |O _ab<g—§sinw—0+§sin0> :ﬂv
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co jest oczekiwanym rezultatem.

2.1.5. Pole ograniczone elipsa jako pole wycinka danego parametrycznie

Chcac skorzystacé ze wzoru (8), wyznaczmy najpierw pomocniczo:
o' — @’ = acost-bcost — bsint(—asint) = abcos? t + absin® t = ab,

a stad mamy:

= mab.

5‘:4-1/2abdt=2abﬂ=2ab-7T
2 Jo 0 2

2.2. Asteroida

Asteroida jest krzywa, jaka zakresla wybrany punkt okregu o promieniu § toczacego si¢ wewnatrz po
okregu o promieniu a. Jesli przyjmiemy, ze §rodkiem okregu o dluzszym promieniu jest poczatek uktadu
wspoélrzednych, to jej réwnanie ma postacé:

() () =1 (12

Ta sama asteroida w postaci parametrycznej (zob. rys. 8) ma rownanie:

= acos®t,
t € (0,2m).
y = bsin®t,

a

Rysunek 8. Asteroida wraz z jej orientacja
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2.2.1. Pole ograniczone asteroida we wspoélrzednych kartezjariskich

Podobnie jak w przypadku elipsy mozemy rozpatrzeé¢ tylko pierwsza ¢wiartke uktadu wspoétrzednych,

== ())

Dzieki temu pole ograniczone asteroidg opiszemy catka:

w ktorej mozemy wyznaczyc:

“ 2\ 3\ ? r = asin®u a
S=4a/ 1—(—)‘ dx = 5
0 a dx = 3asin® u cosu du 3
3 ) 3 0<us X
= 12a2/ (1 —sin®u)? sinucosudu = ° 12a* / sin? u cos® u du =
0 0

(1 + cos 2u — cos? 2u — cos® 2u) du =

I
—
I©
QL

[\v]
h
™
—
|
o
k-
1))
l\D

1+ cos2u 302 [%
du = —
2 2 Jo

31 4
- / (% + cos 2u(1 — sin? 2u)> du | =
0

3> [m 1 +1 -
=— | = - u + —sin4u
2 4

sin2u = v % - z_l 1_1/0(1_v2>dv _ 3ma®
cos2udu-— 0 2 2 2/ 8

2 o
2.2.2. Pole ograniczone asteroida zadang parametrycznie

2
—/ cos 2u(1 — sin? 2u)du | =

Jesli wykorzystujac wz()r (3) chcemy obliczy¢ pole ograniczone asteroida, to zauwazmy, ze funkcja ¢
jest malejaca dla 0 < ¢ < I, musimy zatem zmieni¢ znak catki opisujacej to pole. Mamy wiec:

3 3 3
S = —4/ asin®t(acos®t) dt = —4a® / sin® t(—3 cos® tsint)dt = 12a? / sin® ¢t cos® t dt. (13)
0 0 0

Otrzymali$my catke bardzo podobna do jednej z postaci calki z poprzedniej metody. Postepujac podobnie
jak wowczas otrzymamy w podobny sposob ten sam wynik (tutaj zmieni sie znak drugiego i czwartego
sktadnika: 1 — cos 2t — cos? 2t + cos® 2, ale obydwa te sktadniki dawaty wynik zero).

Uwaga 1. Proba wyznaczenia pola ograniczonego asteroida we wspolrzednych biegunowych konczy sie
doprowadzeniem do calki, ktora nie wyraza sie poprzez funkcje elementarne za pomocy skoniczonej liczby
dziatan arytmetycznych. Nie jesteSmy wiec w stanie skorzystaé ze wzoru (6).

2.2.3. Pole ograniczone asteroida jako pole wycinka we wspoélrzednych kartezjanskich

Wykorzystanie wzoru (7) nie upraszcza rachunkéw. Podobnie jak dla elipsy, otrzymamy catke sktada-
jaca sie z dwoch czedci. Pierwsza opisuje potowe pola asteroidy, a druga ma postaé:

—Qa/Oaa: ((1— (2)2

wll
N———
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N———
U
8
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Stosujac takie samo jak w pierwszej metodzie podstawienie x = asin® u, otrzymamy podobnie catke:

™

2
6a> / sin* u cos? u du,
0

ktora pojawila sie (zob. wzor (13)) przy okazji wyznaczania pola ograniczonego asteroida. Tym razem
catka ma dwukrotnie mniejszy mnoznik, wiec jej wartos¢, co byto oczekiwane, jest poszukiwanym polem.

2.2.4. Pole ograniczone asteroida jako pole wycinka danego parametrycznie

Wykorzystujac wzor (8), otrzymamy:
1 [z
S=4- 3 / (acos® t(asin®t)' — asin® t(acos® t)') dt =
0

z
= Qa/ (acos3t -3asin®tcost + asin®t - 3acosztsint) dt =
0

fus s 2
2 2 1
= 6a? / (sim2 tcos®t (sin2 t 4 cos? t)) dt = 64> / (5 - 2sint cos t) dt
0 0

2 13 2 31— cosdt 2 1
_ 307 [P 2o = 3 [P locosdt, 3a L
2 Jo 2 2 1 1

2.3. Cykloida

Cykloida jest krzywa, jaka zakresla wybrany punkt okregu o promieniu a toczacego sie po prostej.
Jesli punkt ten bedzie poczatkiem uktadu wspoétrzednych, a okrag toczyl sie bedzie w kierunku dodatniej
polosi Oz, to parametryczne rownanie cykloidy bedzie mialo postaé (zob. rys. 9):

x = p(t) = a(t — sint),
y=(t) = a(l — cost),

t € (0,2m).

am 2am
Rysunek 9. Cykloida wraz z jej orientacja
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2.3.1. Pole ograniczone cykloida zadana parametrycznie

Poniewaz przedstawienie parametryczne jest domyslnym dla cykloidy, dlatego wyznaczanie pola pod

cykloida zaczniemy wtasnie od wzoru (3):

2 2 2
S = / (a(1 — cost)(a(t —sint))’) dt = a2/ (1 — cost)?dt = a2/ (1 —2cost +cos®t) dt =
0 0 0

2 2
1 1
:a2/ 1 —2cost+ =(1+4 cos2t) dt:aQ/ §—2cost+—cos2t dt =
0 2 0 2 2

27
_ 9.2
=a 2 = 3a°m.

0

1
=a? <gt—2sint+1sin2t) 2%-

2.3.2. Pole ograniczone cykloida we wspoélrzednych kartezjanskich

Z rownania parametrycznego cykloidy mozna uzyskaé jej postaé¢ parametryczng. W tym celu z funk-
¢ji ¥ nalezy wyznaczy¢ parametr ¢ i, wykorzystujac wzor arccosx = arcsiny/1 — 22, dla 0 < z < 1,
z réwnania funkcji ¢, dla pierwszego tuku cykloidy, czyli dla 0 < ¢ < 27, otrzymamy:

r=a (arccos (1 - %) —/1- (1 - Q)2> = aarccos (1 - %) —Vy(2a—1y). (14)

a

Zauwazmy teraz, ze aby skorzystac ze wzoru (14), mozemy na podstawie catki f02 “ x(y)dy wyznaczy¢
pole zakreskowane na zielono (zob. rys. 10).

am 2am
Rysunek 10. Wyznaczanie pola cykloidy

Zauwazmy, ze drugi sktadnik w rownaniu (14), po scatkowaniu w przedziale od 0 do 2a da wartos¢

polowy pola kota o promieniu a, czyli # Pozostaje wiec wyznaczy¢ caltke:

2a
a/ arc cos (1_Q) dy =
0 a/

(u) = arccosu ¢'(u) = 1 ! u

Y
P = glu) PR BV
2

= a*(arccos 1 + arccos(—1)) + 0 = a*(0 + 7) = ma*

1-Z=u y | 0] 2a
dy = —adu u | 1l|—
)

1
:a2/ arccosuduz‘ = a?uarccosu du =

Il
£

(warto$¢ drugiej catki wynosi zero, bo catkujemy funkcje nieparzysta na przedziale symetrycznym, do-

datkowo, formalnie, jest to calka niewlasciwa, jednak nie wplywa to na konicowy wynik). Tym samym

pole zakreskowanego na zielono obszaru wynosi ma? — ”7“2 = ”—gz, a pole potowy obszaru pod cykloida,
wa? 3mwa?

jako réznica pola prostokata o bokach dtugosci wa i 2a, wynosi 2a%7 — 59— = “5~, a stad poszukiwane

pole wynosi 3a?7, co jest oczekiwanym wynikiem.
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Uwaga 2. Pola pod cykloida, podobnie jak dla asteroidy, nie da si¢ wyznaczy¢ korzystajac ze wspol-
rzednych biegunowych. Wyznaczanie pola ograniczonego cykloida jako pola wycinka we wspolrzednych
kartezjanskich nie przyniesie zadnych korzysci. Ciekawym natomiast jest skorzystanie ze wzoru (8).

2.3.3. Pole ograniczone cykloida jako pole wycinka we wspoélrzednych parametrycznych

Chcac zastosowaé te metode, po pierwsze zauwazmy, ze polowienie zakresu kata ¢ nie polowi pola
pod cykloida. Na rysunku 11 przedstawione jest pole wycinkoéw dla katow 0 < ¢ < § (kolor zielony),

5 <t <7 (kolor czerwony), m <t < 37” (kolor zotty) i 37” < t < 27 (kolor niebieski).

12a

\\

am
Rysunek 11. Obszary cykloidy dla réznych zakresow kata ¢

Po drugie, co réwniez widoczne jest na rysunku 11, kat ¢ zmieniajac sie od 0 do 27 powoduje przeciwng
orientacje krzywej, co nakazuje zmiane znaku przed calka. Uwzgledniajac powyzsze uwagi mozemy, na
podstawie wzoru (8), zapisac:

27 2 27
§— —5/ (B0 () — w(t)' (1)) dt = %/ (2= 2cost — tsint) dt.
0 0
Calke fxsin;vdx latwo mozna wyznaczy¢ catkujac przez czedci, otrzymujac wynik sinz — xcosz + c.
Dlatego mozemy napisac:

a2 21 a2
S:?(2t—2sint—sint+tcost) :7(47T+27T)=3a27r.
0

Widzimy wiec, ze wybor metody czesto ma duze znaczenie — cze$¢ zadan rozwigza¢ mozna bez trudu
wybierajac odpowiedni sposéb, a czesé jest bardzo trudna lub niemozliwa do realizacji przy nieodpo-
wiednim wyborze metody. Dobrym przyktadem (chociaz pokazaly to réwniez poprzednie przyktady) jest
kolejna krzywa.

2.4. Kardioida

Kardioida jest krzywa, jaka zakresla ustalony punkt okregu o promieniu a toczacy sie po okregu
o takim samym promieniu. W zaleznosci od poczatkowego potozenia okregu toczacego sie i wyboru punktu
otrzymac¢ mozemy rézne potozenia kardioidy. My przedstawimy kardioide w potozeniu niestandardowym,
ale najbardziej przypominajacym serce (zob. rys. 12). W takim przypadku rownanie kardioidy ma postac:

(® +y* + ay)2 =a* (2> +¢°), a>0. (15)
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Rysunek 12. Kardioida wraz z jej orientacja

Z postaci tej nie sposoéb uzytecznie wy-
znaczy¢ pola ograniczonego kardioida, dlate-
go przedstawimy teraz ja we wspélrzednych
biegunowych. W tym celu do réwnania (15)
wstawmy zaleznosci (4):

(0 + apsin @)2 =a%0?,
(0+asing)* = a’,
o+asiny = a,

0=a(l —singp).

Drugie rozwigzanie ¢ = —a(l 4+ sinp) < 0
odrzucamy.

Zdecydowanie najczestsza postacia kar-
dioidy jest jej posta¢ we wspolrzednych bie-
gunowych, jezeli chcielibySmy jednak przed-

stawi¢ kardioide we wspoélrzednych parametrycznych, to wystarczy jeszcze raz w otrzymanej postaci

biegunowej skorzystac z zaleznosci (4):

T = pcosy,

y = osingp,

x = a(l — siny) cos p,

y = a(l — sin ¢) sin .

2.4.1. Pole ograniczonego kardioida zadang parametrycznie

Wyznaczenie pola w ten sposéb bedzie
trudniejsze, bo nalezy uwzgledni¢ zatoze-
nia i sprawdzi¢, w jakim podzbiorze zbioru
(0,27) funkcja ¢ jest rosnaca, a funkcja
nieujemna. Zauwazmy wczesniej, ze kardioida
jest symetryczna wzgledem osi Oy, wiec wy-

starczy rozpatrze¢ albo zbior (0, Z)U(3E, 2rr),
albo, co jest rownowazne, przedzial (=75, 7).
Latwo mozna pokaza¢, badajac funkcje ¢,

ze w przedziale (-3, —%) funkcja ¢ jest ro-
T T

snaca, a w przedziale (—§, %) — malejaca.
Jeszcze prosciej jest zauwazy¢, ze funkcja 1

jest nieujemna w przedziale (—7,0), a niedo-

™
)
to réznica obszaréw przedstawionych za po-

datnia w przedziale (0, Z). Kolejny problem
mocy wspolrzednych biegunowych i parame-
trycznych. W tym przypadku tylko w prze-

dziale (0, §) obszary te si¢ pokrywaja (kolor

Rysunek 13. Pola S1, Sz i S3 okreslajace pole kardioidy

rozowy na rys. 13). Widzimy tam réwniez, ze polowa pola ograniczonego kardioida S przedstawiac sie

bedzie zaleznoScig S = Si — S + 53, gdzie S; to obszar dla —5 <t < —F (kolor czerwony na rys. 13),

Sy —dla —g <t <0 (kolor zielony na rys. 13), a S3 dla 0 <t < § (kolor r6zowy na rys. 13).
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Pozostaje juz tylko ustali¢ znaki dla poszczegédlnych catek:

2
| S+
| - - -
- -

oraz wyznaczy¢ funkcje podcatkows:

Yy’ = a(l —sint)sint(a(l —sint)cost) = a*(1 — sint)sint(—sint — cos®t + sin’t) =

= a%sint(1 —sint)(2sin®t —sint — 1) = a*(3sin®t — sint — 2sin® t)

i catke:

2
1-—- 2t
/(3sin3t—sint—2sin4t)dt:/<3sint(1—cos2t)—sint—2(%) )dtz
1 1 4t
:/(3sint(1—6052t)—sint—§ (1—2c052t+ H%))dt:

3 1
= / (3sint(1 —cos®t) —sint — 1 + cos 2t — Zcos4t> dt =

3 1 1
=cos°t —2cost 4t—|—251n2t 16 sin4t + c.

Zatem pole ograniczone kardioida wyraza sie zaleznoScia;

s

-5 0 2
S =2(S) — Sy + S3) = 24> (— ' dt — ' dt — / z/1<p'dt> =
0

. _T

2 6
s
2

2 3, 1 1
= —2a2 P dt = 24> (cos3 t—2cost — Zt + 3 sin 2t — 6 sin 4t)

|
w3

us
2

2.4.2. Pole ograniczone kardioida we wspoélrzednych biegunowych

Tym razem rachunki beda zdecydowanie prostsze, wystarczy skorzysta¢ ze wzoru (6):

2 27 2 27
1-— 2
S:a—/ (1—singo)2dcp:a—/ 1—2sincp+ﬂ dp =
2 J, 2 J; 2

2 27 2
3 1 3 L
:_C; /0 (5—2singp—§cos2gﬁ) dgﬁ—%<§sﬁ+2‘305<ﬁ_zsm2‘?’>

a® (3 3ma?

27

0

2.4.3. Pole ograniczone kardioida jako pole wycinka danego parametrycznie

Tym razem obieg krzywej jest dodatni dla —5 <t < 5, wigc obliczajac:

o — b’ = a?(1 —sint)?,
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latwo stwierdzimy, ze uzyskamy ten sam wynik (a nawet te sama catke do niego prowadzaca), co w po-
przedniej metodzie.

2.5. Lemniskata Bernoulliego

Lemniskata Bernoulliego jest krzywa, jaka we wspolrzednych kartezjanskich przedstawia rownanie [12]:
(2% +y*)? = 2d%(2* —9?), a >0, (16)

a jej interpretacja geometryczna jest nastepujaca: jest to zbioér punktéw plaszczyzny, ktoérych iloczyn
odlegtosci od dwoch ustalonych punktéw (ognisk) oddalonych od siebie o 2a jest staty i réwny a?.

Rysunek 14. Lemniskata Bernoulliego wraz z jej orientacja

Z definicji tej tatwo wynika postaé¢ (16). Réwnie tatwo mozna otrzymac rownanie biegunowe lemniskaty
Bernoulliego, wystarczy do rownania (16) wstawic¢ formuty (4):

(0%)? = 2a%0*(cos? p — sin? ),
92 = 2a% cos 2¢,

0 = av/2\/cos 2¢.

Aby spelniony byl warunek nieujemnosci o, musimy zatozy¢, ze cos2¢ > 0, skad tatwo dostajemy:

0<p<L2m ™ 3T 5w 7T
> . = — .
cos2¢p >0 = @€<0,4>U<4,4>U<4,2ﬂ'>

Lemniskata Bernoulliego ma zastosowanie m.in. przy projektowaniu toréw kolejowych lub tramwajo-
wych na tukach [11].

Uwaga 3. Pola ograniczonego przez lemniskate Bernoulliego nie mozna wyznaczy¢ korzystajac z jej
postaci (16) i ze wzoru (1) a tym samym nie skorzystamy roéwniez ze wzoru (7).
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2.5.1. Pole ograniczone lemniskata Bernoulliego we wspoélrzednych biegunowych

W tym przypadku wyznaczenie pola bedzie bardzo proste, wykorzystujac wzor (6) oraz symetrie
lemniskaty Bernoulliego wzgledem obydwu osi uktadu wspoétrzednych, mamy:

1 (% 1 :
S’:4-—/ 202 cos 2¢ dp = 4a” - = sin 2¢p T = 24%sin = = 24
2 Jo 2 0 2

2.5.2. Pole ograniczone lemniskata Bernoulliego zadanej parametrycznie

Rownanie prarametryczne lemniskaty Bernoulliego mozna otrzymaé¢ podobnie jak w przyktadzie do-
tyczacym kardioidy. Okazuje sie, ze rownanie takie moze rowniez przyjaé nieco inng forme [8]:

a\/gcost
r=—-7,
1+ sin 2
av/2sint cost
1+ sint?2

0<t< 2. (17)

)

Poniewaz funkcja 1 jest nieujemna, gdy sintcost > 0, co jest rownowazne z tym, ze sin 2t > 0, czyli
ograniczajac si¢ do przedziatu (0,27), mamy ¢ € (0,5) U (m, 37’7>, a funkcja ¢ jest rosnaca, co tatwo
pokaza¢ na podstawie jej pochodnej, gdy ¢ € (m,27), wiec pole ograniczone lemniskata Bernoulliego
wyrazi¢ mozna catka (korzystatmy z symetrii lemniskaty i ze wzoru (3)):

% sin? t(3 —sin®t) cos t

dt.
(1 +sin?t)3

S = 4/:7” V() (t) dt = —8a2/w

3
Calke te, przez podstawienie sint = u, 7(; 21 sprowadzi¢ mozna do calki wymiernej:
0,29 _ .2
S = 842 / wvB-w)
_1 (T4 u?)?

Zauwazmy, ze licznik catkowanego ulamka mozemy przeksztalci¢ do postaci:
3u —ut = —(1+u?)? + 50 + 1= —(1 +u?)? + 5(1 +u?) — 4,

dlatego mozemy zapisac:

S8a2/0 -+ .5 1 du
B o\l 4u? (14+u2)?2 (1+u2)3)

Korzystajac z rekurencyjnego wzoru dotyczacego utamkoéw prostych czwartego rodzaju [7] dlal < n € N:

dx 1 T 2n — 3 dx
/(1 T 2m-1) (A1t 2n-1) / A+ 22y (18)

otrzymamy, najpierw pomocniczo:

—4 U du
e e e R e
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/ 2 d U +/ du
u =
(14 u?)? 1+u? 1+u?’

0

U U
S =8a®(—
“ ( (1+u2)2+1+u2>

2.5.3. Pole ograniczone lemniskata Bernoulliego jako pole wycinka danego parametrycznie

oraz:

a stad ostatecznie:

1 1 1
= 2 _— — = 2 .- = 2
= 8a ( 1 + 2) 8a 1 2a”.

Rozpatrujac te cze$¢ lemniskaty Bernoulliego, ktora znajduje sie w pierwszej ¢wiartce uktadu wspot-
rzednych, w celu wykorzystania wzoru (4) wyznaczmy najpierw:

2a% cos3 t

I r_ 2% e v
Al (1 +sin?¢)2’

a potem pole:

8_4.1/3 2a2c.os23t dt—4a2/g (l—sin%tgcostdt: sint =u L1013 |_
2 Jo (1+sin“t)? o (1+sin“t)? costdt =du ul0]1

1 2 1 2 1
1—u —1+u®)+2 2 1 (18)
= 4a? 7d:42/7d:42/ - du ‘=
/ Ara2™ =" )y Tarer T \TreE 1)

1

= 2a°.

N | =

Gdyby$my sparametryzowali lemniskate Bernoulliego tak jak w przyktadzie z kardioida, to jej réwna-
nie przyjetoby postaé:

x = ay/2v/cos 2t cost,
y = a\/2y/cos 2t sint,

gdzie t € <O, %> U <%ﬂ7 57”> U <%’, 27T>. Obliczajac stad pole z wykorzystaniem wzoru (3) otrzymaliby$my
minus przed calka wynika z monotonicznosci funkcji ¢ w przedziale (0, Z)):
¥ 4

(19)

S = —4/4 w(t)go’(t)dt=8a2/4 (3sin®t — 4sin*t) dt =
0

0

2
(3 1-— 2t 4
= 8a2/ (5(1 —cos2t) —4 (%) ) dt = 4a2/ (cos 2t — cos4t) dt =
0 0

= a? (2sin 2t — sin 4t)

w13

=a*(2—-0-0+0) = 24>

0

Jeszcze tatwiej byloby, wykorzystujac te parametryzacje, skorzysta¢ ze wzoru (8). Mieliby$my wow-
czas:

1

S=4-3 /4 (V' () —Y(t) (1)) dt = 4a2/4 cos2tdt = 2a*sin2t| " = 242,
0 0 0
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Okazuje sie, ze rownanie lemniskaty Bernoulliego mozna, przeksztalcajac formuly (19), przedstawic
rowniez w innej postaci (podobnie, jak zrobiono to w [11]):

t+t3
v = eVl

t+t3 teR.
= aV?2
Y 1+t4a\/_’

Pierwszg éwiartke lemniskaty Bernoulliego otrzymamy dla t € (0,1). Gdyby$my teraz chcieli wyko-
rzysta¢ wzor (8) (mozna rowniez skorzystac ze wzoru (3), ale prowadzi to do znaczaco trudniejszej catki
wymiernej), to otrzymaliby$my (minus przed catka wynika z ujemnego obiegu tej czesci lemniskaty przy
tej parametryzacji):

1t Pt
=—4.= Y (t) — ()’ (1) dt =1 2/7t:
5= =5 [ (eow o v ) a =160 [
4 2
_ 1+¢ :u t 0|1 — 42 d_“__4a2l 4a? 3—1 = 24>
tgdtzzdu ul|1l]|2 1 u? u 2

Podsumowanie

W pracy pokazaliSmy, jak w mniej intuicyjny, czy w mniej powszechny sposéb mozna obliczaé¢ po-
la (w czeSci pierwszej) i objetosci (w czesci drugiej) pewnych obszarow. Wybrane przez nas przyklady
mialy pokazag, ze wybor metody czesto znaczaco skraca czas obliczen i znaczaco utatwia rachunki. Przy-
klady staraliSmy sie (bogaty opis krzywych znalezé mozna m.in. w [1,2]) dobra¢ réwniez pod katem
dydaktycznym, chcieliSmy aby byly one niebanalne, a rozwiazania zawieraly miejsca, w ktoérych tatwo
mozna popelni¢ btad, dzieki czemu takie ¢wiczenia rachunkowe byly dobrym przypomnieniem metod
wyznaczania catek nieoznaczonych i oznaczonych (w tym caltki niewlasciwe;j).

Pierwotnie praca omawiala zaréwno obszary plaskie i przestrzenne, jednak objeto$é¢ catosci sklonit
nas do podzielenia jej na dwie czeéci. W czeéci drugiej wyprowadzamy wzér na objetosé bryty, ktoéra
ograniczona jest powierzchnia zadang sferycznie (odpowiednik przestrzenny wzoru (6)) i wyznaczamy
w ten sposéb objetodci wybranych bryt.

Podziekowania

Autorzy pragna podziekowaé recenzentom za trud wlozony w recenzje.
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