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R

odziny zbioréw, zadania wprowadzajace do teorii miary

Streszczenie. Prezentowany zestaw zadan poprzedzony kilkoma pojeciami wstepnymi ma
charakter wprowadzajacy w problematyke funkcji rzeczywistych, teorii miary i tematyki
pokrewnej. Jest wynikiem kilkuletnich doswiadczeri autoréw zwiazanych z prowadzeniem zajeé
7 Teorii funkcji rzeczywistych na Wydziale Matematyczno-Fizycznym Politechniki Slaskiej. Moze
by¢ wykorzystywany zaréwno przez studentéw jak i prowadzacych zajecia. Autorem przewazajacej
wiekszo$ci niestandardowych zadan jest pierwszy z autoréw, ktérego wkitad w powstanie tej pracy
jest absolutnie kluczowy.

Podstawowe oznaczenia i definicje

Niech (4,) bedzie ciagiem podzbioréw ustalonego zbioru X.
Zbior {x € X : Ing € NVn > ng x € A, } nazywamy dolng granicq ciagu (A,) i oznaczamy lim inf A,,.

n—0o0

Zbior {x € X : Vng € N3In > ng x € A, } nazywamy goérng granicg ciagu (A, ) i oznaczamy lim sup A,,.

n—oo

Jezeli liminf A,, = limsup A,, = A, to zbiér A nazywamy granicg ciagu (A,) i oznaczamy lim A,.
n—oo n—oo n—oo

Niepusta rodzina R podzbioréw zbioru X jest pdlpierscieniem, jezeli spelnia nastepujace warunki:
A BeER=ANBER,

A,BER@HCl,CQ,,CnER A\3201 UCyU...UC,.

Niepusta rodzina R podzbioréw zbioru X jest pierscieniem, jezeli spelnia nastepujace warunki:
A BeER=AUBER,

A, BeER=A\BER.
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Niepusta rodzina R podzbioréw zbioru X jest cialem, jezeli spelnia nastepujace warunki:
A BeR=AUBER,

AeR=A eR,

gdzie A’ jest dopelieniem zbioru A w zbiorze X.
Niepusta rodzina R podzbioréw zbioru X jest o—pierscieniem, jezeli spelnia nastepujace warunki:

VneN A,eR= | ] A, eR,
nGN

A BeR=A\BeR.

Niepusta rodzina R podzbioréw zbioru X jest o—ciatem, jezeli spelnia nastepujace warunki:

vneN A,eR= | A eR,
neN

AcR=AcR.

Dla dowolnego zbioru niepustego X i dowolnej rodziny R C 2% przez S(R), F(R), P(R) oznaczamy
odpowiednio o—ciato, ciato i pierscien podzbioréw X generowany przez R.

Jezeli 7 jest niepusta rodzing podzbioréw zbioru X spelniajaca nastepujace warunki:
A BelI=AUBE€TI,

AeZ BCA = BeT,

to mowimy ze Z jest ideatem w 2%. Jezeli T # 2% to ideal Z nazywamy ideatem wtasciwym. Ideal w 2%
nazywamy ideatem maksymalnym, jezeli jest idealem wlasciwym i dla dowolnego ideatu Z, C 2X takiego
ze T C Ty mamy Zy = T lub 7y = 2¥.

Zadania

1 Niech A,, C R. Znalez¢ liminf A,, i limsup A,,, jezeli:

n—00 n—00

(a) A — [0,1] dla n nieparzystego
! [0,2] dla n parzystego
1
() Ay = (D"
(c) A, = [n,n+1]

(d) A, = A{z,}, gdze x,—>zx
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1
[0,1——] dla n nieparzystego
(e) An = n

1
[—,1] dla n parzystego
n

2 Wykazaé, ze:
nAn C liminf A, C limsupA, C UA”

n—00 n—00

n=1 n=1

3 Wykazaé, ze jesli Ap,+1 C A, dlan € Nlub 4,41 D A, dlan € N, to istnieje granica lim A,
n—oo
przy czym:

Jim An = (] A
w przypadku, gdy ciag (4,) jest zstepujacy,

oraz:

n—oQ

lim A, = U A,
n=1
w przypadku, gdy ciag (A,) jest wstepujacy.

4 Wykazaé, ze:
(lim inf An)/ = lim sup A;l

n—00 n—00

lim inf A;1 = (limsup An)l

n—o0 n—oo

5 Wykazaé, ze:
lim A, = A < limsup(4, + A4) = 0.

n—00 n—oo

6 Wykazaé, ze:

(a) liminf(A4, N B,) = liminf 4, Nliminf B,
n—oQ n—oo n—oQ

(b) limsup(A, UB,,) = limsup A, Ulimsup B,,
n—oo n— 00 n—oo

(c) liminf(A, U B,) D liminf A, Uliminf B,
n— oo n—oo n—oo

(d) limsup(A4, N B,) C limsup A, Nlimsup B,
n—o0 n— 00 n—00

Poda¢ przyklady wykazujace, ze znakéw inkluzji w zadaniach (a) i (b) nie mozna zastapic¢
znakami réwnosci.

Wykazaé, ze jedli istnieje lim A, lub lim B, to:
n— o0 n—oo

(e) liminf(A, U B,) = liminf A, Uliminf B,
n—o00 n—o0 n—o0
(f) limsup(A4, N B,) = limsup A, Nlimsup B,

n—oo n— oo n—oo
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7 Wrykazaé, ze:
limsup 4,, = ﬂ U A,
n—reo k=1n=Fk
liminf A, = U ﬂ A,
k=1n=k

8 Niech (p,) bedzie podciagiem ciagu (n). Wykazaé, ze jesli lim A, = A, to lim A4, = A.

n—oo n—00

Czy analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe dla liminf A, i limsup 4,, 7
n—00 n—00

9 Niech A, = (an,by), gdzie 0 < a, < b, < 1. Wykazaé, ze ciag (A4,,) zawiera podciag zbiezny,
tzn. istnieje zbior A i podciag liczb naturalnych (p,,) taki, ze lim A, = A.
n—roo

10 Niech (x,) bedzie dowolnym ciagiem wszystkich liczb wymiernych odcinka [0, 1].

Znalez¢ liminf A, i limsup A,,, jezeli:
n—oo n—00

(a‘) ATL = [07 fEn]
(b) A - [Tny Trt1] jesli zpp1 >z
" [0,1]\ [Znt1,2n]  jeSli zpi1 < 2y
(©)(*) A, = [T, Tna] J:efl% Tptl > Tn
[Tnt1,2n]  jeSli xpi1 <

11 Niech X = {1,2,3}.
(a) Wyznaczy¢ liczbe wszystkich rodzin podzbioréw zbioru X.
(b) Poda¢ przyktad pierscienia zawartego w 2%, ktory nie jest cialem.
(¢) Wyznaczy¢ liczbe wszystkich pierscieni i cial zawartych w 2X.
(

d) Opisa¢ wszystkie pierscienie i ciala zawarte w 2X.

12
(a) Wykazaé, ze kazdy skoriczony piericien jest o-pierScieniem, a kazde cialo o-ciatem.
(b) Czy znak "|J" w definicjach pierScienia, o-piericienia, ciala i o-ciala mozna zastapi¢ znakiem "(" ?
(

c) Wykazaé¢, ze jesli 9 jest pierScieniem (o-pierscieniem) podzbioréw zbioru X oraz X € 9, to
M jest cialem (o-cialem).

13 Niech X = N. Poda¢ przyktad piericienia zawartego w 2%, ktéry nie jest o-pierscieniem i ciala,
ktore nie jest o-ciatem.

14 Wykazaé, ze jesli My jest pierScieniem (o-pierscieniem) podzbioréw zbioru X oraz
M={ACX; AecMylub A" € My}, to M jest cialem (o-ciatem).

Czy dla kazdego ciala (o-ciala) 90t istnieje pierscien (o-pierscien) 9y taki, ze dla kazdego A € M
doktadnie jeden ze zbioréw A lub A’ nalezy do 9ty?
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15 Udowodnié, ze liczba elementéw dowolnego skonczonego ciala zbioréw jest rowna 2".
Czy twierdzenie to jest prawdziwe dla pierscienia?

16 Zalozmy, ze X jest dowolnym zbiorem a m liczbg kardynalna nieskoriczona. Wykaza¢, ze zbior:
M={AC X : moc(A) <m} jest oc—pierScieniem podzbioréw zbioru X.

17 Niech X bedzie zbiorem niepustym oraz A, B,C C X. Znalez¢ piericien i cialo podzbiorow X
generowane przez rodzine {4, B, C'}.

18 Opisacé pierscien, ciato i o—cialo generowane przez skonczong rodzine {4y, As, ..., A, } podzbioréw
zbioru X.

19 Zalézmy, ze X jest dowolnym zbiorem niepustym, a R jest rodzing wszystkich podzbioréw
jednopunktowych X. Znalez¢ pierscien, cialo i o—cialo generowane przez rodzine R.

20 Udowodnié, ze kazda z podanych rodzin generuje ten sam pierécien to samo cialo i o—cialo
podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych:

{(a,b): a,beR, a<b}, {[a,b]: a,b€R, a<b}, {[a,b)U(c,d]: a,b,c,d R, a<b<c<d}.

21 Opisa¢ o—cialo podzbioréw R generowane przez wszystkie przedzialy postaci [a,d),
gdzie a,b € Z, a < b.

22 Zalozmy, 7ze X1, Xs sa zbiorami rozlacznymi i X = X; U Xo. Niech 9,91, beda cialami
podzbioréw odpowiednio X i X5. Znalezé cialo podzbioréw X generowane przez 2i; U M.

23 Poda¢ przyktad dwoch rodzin Ry, Ro C oN takich, ze Ry N Ry = 0, oraz P(R1) = P(Ra2).

24 Udowodni¢, ze jesli Ry, Ro sa rodzinami podzbioréw zbioru X, oraz P(R1) = P(R2),
to F(Ry) =F(Rs) oraz S(R1) = S(Ra).

25 Poda¢ przyktad dwoch nieskoniczonych pierscieni iy, 9ty podzbioréw tego samego zbioru takich,
ze My N My = {0}, oraz S(M;) = S(My).

26 Niech 9 bedzie cialem podzbioréow zbioru X. Niech R = M U {Z}, gdzie Z jest
dowolnym podzbiorem zbioru X. Udowodni¢, ze: F(R) = {(ANZ)u(BnZ'): AB € M}
Pokazaé, ze jesli 9 jest c—ciatem, to F(R) = S(R).

27 Niech R C 2% bedzie taka rodzing zbioréw, ze ) € R oraz A, B € R, A# B = ANB = .
Udowodni¢, ze: P(R)={A1UAsU..UA,: neN, Ay, Ay, ..., 4, € R}.

28 Niech Py bedzie rodzing wszystkich przedzialow w R postaci [a,b), gdzie a,b € Ri a < b.
Przyjmijmy, ze: Mo = {P LU P, U...UP, : P, € Py, i =1,2,...,n}. Udowodni¢, ze My jest pierscieniem.

29 Niech Py bedrzie rodzing przedzialéw zdefiniowana w poprzednim zadaniu. Przyjmijmy, ze:
P=PoU{(-0,a): a € R}yU{[b,oo): beR}orazM={PLUP,U..UP,: P,eP,i=1,2,..,n}
Udowodnié, ze 9 jest ciatem podzbioréw R.

30 Udowodni¢, ze jezeli 9 jest pier§cieniem podzbioréw zbioru X, to relacja ~ okre§lona w 2%
w nastepujacy sposob: A ~ B < A+ B € M, jest relacja rownowaznosci.
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31 Niech 9 bedzie pierscieniem podzbioréw zbioru X. Dla dowolnych dwéch zbiorow A, B € M
niecch A@ B =A+B = (A\B)U(B\ A). Udowodni¢, ze z tak okreslonym dodawaniem 9t jest
grupa przemienna.

32 Niech R bedzie rodzing wszystkich kwadratéw domknietych w R2. Niech 901 bedzie pier§cieniem
generowanym przez R. Udowodnié, ze:
(a) dowolny odcinek (domkniety, otwarty) nalezy do I,
(b) dowolny wielokat domkniety i wielokat otwarty naleza do 9.

33 Zalozmy, ze, f : X — X funkcjg roznowartosciows, gdzie X # 0. Niech 9 = {A C X : f[A] = A}.
Udowodni¢, ze 9 jest o—pierScieniem, a jesli f[X] = X, to M jest o—cialem.

34 Udowodnié¢, ze jesli 9 jest o—cialem podzbioréw zbioru X a f : X — Y dowolna funkcja,
to rodzina {A C Y : f~l[A] € M} jest o—ciatem podzbioréw zbioru Y.

35 Niech 9 bedzie rodzing wszystkich tych zbiorow A C [0, 1], ktorych funkcja charakterystyczna x 4
jest calkowalna w sensie Riemanna. Udowodni¢, ze 9t jest cialem podzbiorow [0, 1], ale nie jest o—cialem.

36 Dla dowolnego zbioru skonczonego A C N oznaczmy przez |A| ilo§¢ elementéw zbioru A.
Dla dowolnego A C N okreslamy funkcje m,,[A] oraz m,[A] w nastepujacy sposob:

o [A] = hnfgioréf |AN {I,nQ, ...,n}|’ [ A] = hfi)solip |[AN {1,5, ey}
Niech: My={ACN: m,[A] =0}, M={ACN: my[A] =m.[A]}.
Udowodnié¢, ze:
(a) dowolny zbior skoniczony nalezy do 9y,
(b) zbidr wszystkich kwadratéw liczb naturalnych nalezy do 9,
(c)(**) zbior liczb pierwszych nalezy do 9,
(d) dla kazdego e € [0,1] istnieje zbior A € M taki, ze m,[A] = m,[4] =e.
Poda¢ przyktad zbioru nie nalezacego 9t.

37 Przy zalozeniach poprzedniego zadania udowodnié, ze:
(a) My jest pierScieniem podzbioréow N, ale nie jest o—pierScieniem,
(b) jesli A, Be9Moraz ANB=0,to AUB € M,
(c) jesli A, BeMoraz B C A, to A\ B € I,
(

d) 901 nie jest pierScieniem.

38 Niech (X,d) bedzie dowolng przestrzenia metryczna. Oznaczmy przez 9 rodzine tych zbiorow
A C X, ktérych domkniecie A jest zwarte. Udowodni¢, ze 9T jest pier§cieniem zbioréw.

Czy 9t musi (moze) by¢ o—pierscieniem ?
39 Udowodni¢, ze rodzina podzbioréow I-kategorii dowolnej przestrzeni metrycznej jest o —pierscieniem.

40 Niech (X, d) bedzie dowolng przestrzenia metryczna. Oznaczmy przez K rodzine wszystkich kul
otwartych: K(z,r)={ye X : d(y,z)<r}, (z€X, r>0).
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Niech 9t bedzie o—cialem generowanym przez K. Udowodnié, ze:

(a) dla dowolnych z € X i r > 0 kula domknieta K (x,7) = {y € X : d(y,z) < r} nalezy do 9,
(b) jezeli X jest przestrzenia osrodkowsa, to dowolny zbiér otwarty (domkniety) nalezy do 9.

Pokazaé ze zalozenie osrodkowosci w punkcie (b) jest istotne.

41 Zalézmy ze M, N sa pierscieniami podzbioréw odpowiednio X i Y. Udowodnié, ze
{Ax B: A€M, B e N} jest polpierscieniem podzbioréw zbioru X x Y.

Opisaé pierscient podzbioréw X x Y generowany przez R.

42 Pokazaé, ze dla dowolnego g € N, rodzina zbioréw {[a,b) : a,b € R?} jest polpierscieniem wRY.
Opisaé pierscient generowany przez te rodzine.

43 Udowodnié, ze jesli 2 jest polpierécieniem, to:
P(gﬁ) = {Al UAsU...UA,: neN, A, As,..., A, € m}

44 Zalozmy, ze X, Y sg zbiorami niepustymi a 9 jest o—ciatem podzbioréw X x Y. Oznaczmy przez
7 rzutowanie z X X Y na X (tzn. 7 jest odwzorowaniem z X x Y na X okreslonym za pomoca wzoru
m(x,y) = x.) Wykazag, ze 7(9) jest o—ciatem podzbiorow X.

45 Udowodni¢, ze dowolny ideat w 2%, jest pier§cieniem podzbioréw zbioru X. Podaé¢ przyktad
ideatu, ktory nie jest o—pier§cieniem i ideatu, ktory jest o—pierScieniem.

46 Pokazaé, ze jesli T jest idealem w 2% to M ={A C X : A€ Zlub X\ A € Z.} jest cialem
podzbioréw zbioru X.

47 Udowodni¢, ze ideat Z C 2% jest idealem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia
nastepujacy warunek: AC X = AeZlub X\ AeZ.

48 (*) Udowodnié¢ ze dowolny ideal jest zawarty w ideale maksymalnym.

49 Zalozmy, ze S jest rodzina cial (o—cial) podzbioréw zbioru X. Udowodni¢, ze ({9 : M € S}
jest cialem (o—ciatem).

50 Podac¢ przyktad dwéch o—ciat podzbioréw tego samego zbioru X, ktérych suma nie jest cialem.

51 Niech S bedzie rodzing cial podzbioréw zbioru X. Udowodni¢, ze je§li rodzina S spelnia
nastepujacy warunek: 9y, My € S = Py C Wy lub My C My, to J{OM : M € S} jest cialem
podzbioréw zbioru X.

52 Poda¢ przyklad ciagu (90,) o—cial podzbioréw tego samego zbioru X takiego, ze MM, C M, 41

dla dowolnego n € N, oraz |J 9, nie jest o—cialem.
n=1

53 Niech 9y bedzie bedzie ciatem podzbioréw zbioru X i zalézmy, ze Ag € 2% \ 9My. Udowodnié, ze
istnieje maksymalne cialo 9t podzbioréw zbioru X takie, ze 9y C M i Ag & M.

54 (*) Pokaza¢, ze twierdzenie sformutowane w zadaniu poprzednim nie jest prawdziwe dla o—cial.
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55 (*) Niech 9y bedzie cialem podzbioréw zbioru X. Czy musi istnie¢ maksymalne wlasciwe cialo
M podzbioréw zbioru X zawierajace My?

56 Pokazac, ze jesli R jest nieskoriczong rodzing podzbioréw zbioru X, to:
moc(P(R)) = moc(F(R)) = moc(R).

57 (*) Udowodni¢ ze jesli 9 jest nieskoriczonym o—ciatem, to moc(9) > c.

Wybrane wskazowki i odpowiedzi

5 = (nie wprost)
z € limsup(4,+A4) = a) z € A,\A dlanieskoriczenie wielun lub b) x € A\ A, dla nieskoniczenie
wielu n
w przyp. a) x € limsup(4,, \ A) w przyp. b) z € A\ limsup(A4,) sprzecznosc.

< (nie wprost)
A#limA, = limsup((A,UA)\ A) #0=limsup(4,\A)#0 lub A\liminf(A,NA)#0=
A\ liminf A, # 0

W obu przypadkach limsup(A4, = A) # 0, sprzecznosc.

18 Jak tatwo zauwazy¢ cialo generowane przez rodzine R sktada sie z tych zbiorow A C X, ze zbior
A jest skoriczony lub jego dopekienie jest skonczone. Podobnie o—cialo generowane przez R sklada sie
z tych zbioréw, ktore sa przeliczalne lub ktérych dopelnienia sg przeliczalne.

(oo}
20 Jak tatwo zauwazy¢ o—cialo to sklada si¢ ze zbiorow postaci | [an—1,an), gdzie ap_1 <
n=—oo

dla dowolnego n € Z.

57 Niech (A,) bedzie ciagiem zlozonym z réznych zbiorow o—ciata 9t oraz:
My = { ) A%, gdzie A% € {A,, A,}}.

Latwo zauwazyé, ze: "

19 VBi,By € My, By # By = ByN By = 0;

20 My C I

30 Ve e X J'B, € M, taki, ze x € By;

£ YneN A, = (U B,.
TEA,

Z 4° wynika, ze rodzina 9 zawiera ciag (B,), (n € N).

Niech: 9 ={ U Bn; 6€{0,1}*}.
nes—1(1)

Oczywiscie (z 2°) 9t € M i wobec 19 moc My = ¢. Zatem moc M > .
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