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Streszczenie: W artykule przedstawiono wspolczesne spojrzenie na zagadnienie pomiaréw kwantowych z punktu widzenia
kwantowej teorii estymacji oraz najnowsze osiagniecia teoretyczne i doswiadczalne w dziedzinie metrologii kwantowej, ze
szczeg6lnym podkresleniem wkladu grupy badawczej z Uniwersytetu Warszawskiego w rozwdj metod teoretycznych.
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Abstract: In the article a quantum estimation theory perspective on the concept of quantum measurement is presented, as
well as the latest theoretical and experimental developments in the field of quantum metrology, with particular focus on
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Zacznijmy od przypomnienia, czego na temat po-
miaréw kwantowych ucza nas kanoniczne podrecz-
niki mechaniki kwantowej. Dyskusja zagadnienia po-
miaru prowadzona jest zazwyczaj w jezyku obserwa-
bli, czyli operatoréw hermitowskich A = ¥, a;|a;){a;]
reprezentujacych dang wielko$¢ fizyczna, ktorych war-
toéci wlasne {a;} reprezentuja mozliwe wyniki po-
miar6w, a stany wlasne {|a;)} odpowiadajg stanom
o dobrze okreslonej wartosci danej wielkosci fizycz-
nej i tworza baze ortonormalng w przestrzeni Hilberta.
Recepta na obliczanie prawdopodobienstw odpowied-
nich wynikéw pomiaréw jest zadana regula Borna
pi = |(ai|lw)]*. Dodatkowo, nieodzownym elemen-
tem wykladu jest sformutowanie zasady nieoznaczo-
nosci Heisenberga w wersji A2AA’B > 1|([4, B]),
ktéra ogranicza od dolu wariancje wynikéow po-
miaru dwdch obserwabli na danym stanie poprzez
warto$¢ oczekiwang ich komutatora. I to by bylo
na tyle, jesli chodzi o podstawowy kurs mechaniki
kwantowe;!

Czy to naprawde wszystko, co ciekawego mozna po-
wiedzie¢ na temat pomiaréw kwantowych? Zdecydowa-
nie nie! Ponizej kilka argumentéw:

a) W eksperymencie bardzo rzadko mamy do czynie-
nia z bezposrednim pomiarem wielkosci fizycznej,
ktoéra nas interesuje. Pomy$lmy chociazby o ekspery-
mencie Sterna-Gerlacha. Chcemy mierzy¢ rzut spinu
czastki na dang 0§, a mierzymy ... miejsce, w ktérym
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uderzy czastka w ekran po tym, jak przeszla przez
niejednorodne pole magnetyczne. Czy w takim ra-
zie faktycznie mierzymy obserwable reprezentujaca
rzut spinu na dang o$? Jak poprawnie opisac proces
pomiaru w tym przypadku?

b) Pewne wielkosci fizyczne, ktore chcielibysmy zmie-
rzy¢, nie maja odpowiadajacej sobie obserwabli, np.
czas, opdznienie fazowe w interferometrze optycz-
nym, kat obrotu czgstki. Czy to znaczy, ze nie mo-
zemy tych wielko$ci mierzy¢? Mozemy, ale w takich
sytuacjach, skoro nie ma obserwabli odpowiadajacej
danej wielkosci fizycznej, pojawia si¢ nieoczywiste
pytanie, jakie pomiary pozwolg nam na uzyskanie
jak najlepszej informacji na temat interesujacych nas
wielkosci fizycznych.

c) Zasada nieoznaczonosci w wersji Robertsona mowi
jedynie o rozrzucie wynikéw pomiaru dwdch obser-
wabli, ktore mierzylibySmy na niezaleznie przygoto-
wanych kopiach danego stanu kwantowego, a tym
samym nie dotyka w sposob jawny problemu jedno-
czesnego pomiaru tych wielkosci fizycznych na tym
samym uklfadzie fizycznym, a w szczeg6lnosci tego
np., jak pomiar potozenia zaburza ped czastki i vice
versa.

Tego typu zagadnienia, dla ktérych prézno szuka¢ od-
powiedzi w standardowych kursach mechaniki kwan-
towej, staly si¢ bodzcem do rozwoju calej dziedziny
kwantowej teorii pomiaru i estymacji [Hel76, Hol82,
BKT92, WMO09], ktdra stanowi baze¢ dla rozwoju swego
rodzaju ,zbrojnego ramienia technologicznego” zwa-
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nego metrologia kwantowa [GLMI1, DDJK15, DRC17,
PSO*18, PVSS20]. !

Fundamenty kwantowej teorii pomiaru i estymacji
zostaly sformulowane juz w latach 70. XX wieku, w glow-
nej mierze dzieki pracom Helstroma [Hel76] i Holevo
[Hol82]. Kluczowym krokiem bylo wprowadzenie poje-
cia pomiaréw uogolnionych. Pojecie to pojawia si¢ natu-
ralnie, gdy uwzglednimy fakt, Ze w trakcie pomiaru nasz
uktad fizyczny oddzialuje z pewnym wigkszym (ale cia-
gle kwantowym) ,,ukladem pomiarowym’, a sam odczyt
wyniku przez obserwatora nastepuje na podstawie obser-
wacji stanu tego wiekszego uktadu pomiarowego. Mate-
matycznie prowadzi to do opisu pomiaru za pomoca ze-
stawu dodatnich operatoréw { M, }, ktore sumujg sie do
jedynki, }>; M; =1, aregula liczenia prawdopodobienstw
danych wynikéw pomiaru ma postaé p; = (y|M;|y)
(ogolniej, jesli mamy do czynienia ze stanem mieszanym
pi =Tr(pM;)). W przypadku pomiaréw standardowych
(rzutowych) powyzsze operatory bytyby po prostu rzu-
tami na odpowiednie wektory wlasne danej obserwabli
M; = |a;){a;|. Tu jednak operatory mogg by¢ dowolne,
a co wiecej mozemy mie¢ ich dowolna liczbe, a nawet
nieprzeliczalny zbidr. Mozna pokaza¢, ze dla kazdego ze-
stawu takich operatoréw pomiarowych istnieje fizyczny
protokot (schemat) ten pomiar realizujacy.

Dzieki pojeciu pomiaréw uogolnionych mozliwe
bylo w szczego6lnosci sformalizowanie problemu jedno-
czesnego pomiaru niekomutujacych obserwabli, ktory
okazuje sie mozliwy kosztem dodatkowego zaszumienia
wynikéw pomiaru. Przykladowo, jednoczesny pomiar
polozenia i pedu prowadzi do ograniczenia na iloczyn
wariancji uzyskanych wynikéw postaci A’xA*p > h?
[YL73], co jest czterokrotnie silniejszym ograniczeniem,
niz ograniczenie wynikajace ze standardowej zasady nie-
oznaczonosci Heisenberga—Robertsona.

1. W tym miejscu, nalezy podkresli¢, ze poza powyzszymi ,technicz-
nymi” problemami zwigzanymi z pomiarami kwantowymi, istnieja
znacznie glebsze zagadnienia o charakterze de facto filozoficznym,
dotykajace samych podstaw mechaniki kwantowej. Pojecie pomiaru
pojawia sie w teorii jako aksjomat i tym samym w ramach ortodoksyj-
nej minimalistycznej interpretacji kopenhaskiej nie mozna zreduko-
wa¢ procesu pomiaru do unitarnej ewolucji, ktéra opisuje ewolucje
ukladéw fizycznych izolowanych. Tym samym proces pomiaru jest
pewnego rodzaju ,wtretem klasycznym” w ramach teorii. Intuicyjnie,
wierzac w fundamentalny charakter opisu kwantowego, chcieliby-
$my jednak sam pomiar réwniez opisac jako proces kwantowy. Z tym
jednak s powazne problemy i zwolennicy konkurujacych ze sobg réz-
nych interpretacji mechaniki kwantowej prowadza ze sobg od ponad
stu lat spor na temat natury pomiaru kwantowego, funkgji falowej,
roli obserwatora, $wiadomo$ci, grawitacji itp. Mimo doniostosci tych
pytan, nie bedziemy si¢ nimi tutaj zajmowac, jako ze zaprowadziloby
to nas w gaszcz filozoficznych dywagacji, z ktérych moglibysmy sie
szybko nie wyplatac ...o tych rzeczach mozna by napisa¢ w wersji
sweekendowej” artykutu.

W typowym zagadnieniu kwantowej teorii estymacji
rozwaza si¢ stan kwantowy p,, sparametryzowany jed-
nym lub wieloma parametrami ¢. Celem jest znalezienie
optymalnego pomiaru uogélnionego { M, } oraz estyma-
tora ¢ (i), ktore zapewnia jak najlepsza estymacje niezna-
nego parametru ¢. Estymator jest funkcjg, ktora na pod-
stawie uzyskanych wynikdéw pomiaru zwraca warto$¢
estymowanego parametru. Zadanie kwantowej teorii es-
tymacji, mozna teraz sformutowa¢ nastepujaco: znajdz
najlepszy pomiar i estymator, tak by btad estymacji byt
jak najmniejszy.

Jednym z najwazniejszych matematycznych narze-
dzi pozwalajacych okresli¢ najlepszg mozliwg precyzje
estymacji parametru zakodowanego w stanach kwanto-
wych jest kwantowa informacja Fishera, Fo(p,) [Hel76,
Hol82, BC94]. Jej odwrotnos¢ daje fundamentalne dolne
ograniczenie na mozliwg wariancje estymatora (nieob-
cigzonego) w postaci:
>

Fo(py)

Powyzsza nierdwno$¢ nazywana jest kwantowa nierow-

A*§ 1)

noscig Craméra-Rao. Znajomo$¢ kwantowej informacji
Fishera pozwala oceni¢, jak duzo informacji na temat
danego parametru mozna uzyska¢ wykonujac pomiar na
stanie p,. W przypadku stanéw czystych p, = [y, ){v,|
wielkos¢ ta wyraza sie prostym, jawnym wzorem

Fa(1¥s)) =4 (1) = alin)). 1is)= 1w
(2)
Jako przyklad zastosowania, rozwazmy problem es-
tymacji czasu ewolucji ukladu fizycznego. Niech |y;) =
e~ Mt/ |y0) bedzie stanem przeewoluowanym pod wply-
wem znanego Hamiltonianu w nieznanym czasie t. Na-
szym celem jest estymacja czasu t. Zauwazajac, ze |y, ) =
~iH/hly,) i korzystajac z réwnania (2) otrzymujemy

Fo(lw))) = 25 (il lye) - (il Ali)?) = a2
©)
Widzimy, ze kwantowa informacja Fishera jest propor-
cjonalna do wariancji Hamiltonianu na stanie |y, ). Ko-
rzystajac z nierdwnosci Craméra-Rao (1) otrzymujemy
ye an B2

A*IA’H > T (4)
Tym samym wyprowadzilismy formalnie zasade nieozna-
czonosci typu czas-energia, gdzie A2H jest standardowa
wariancjg obserwabli, w tym przypadku zwigzanej z ener-
gia, a A*f jest wariancja estymatora. Zauwazmy, ze dzieki
ogodlnemu sformutowaniu w ramach kwantowej teorii
estymacji, nie przeszkadzata nam sytuacja, w ktorej es-
tymowany parametr (czas) zwigzany jest z wielko$cia,
ktéra nie ma odpowiadajacej sobie obserwabli. Ma to
operacyjny sens, poniewaz mozemy mierzy¢ dowolng
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obserwable i na jej podstawie wnioskowac o uptywie
czasu.

Z praktycznego punktu widzenia, najciekawsze wy-
niki kwantowej teorii estymacji i metrologii kwantowej
dotycza zagadnien interferometrii optycznej. Na caty pro-
blem interferometrii optycznej mozna patrze¢ nieco bar-
dziej abstrakcyjnie, jako na przyklad problemu estymacji
kanatu kwantowego (rys. 1) [DDJK15]. Mozna traktowacé
ramiona interferometru, w ktérych wprowadzane jest
opdznienie fazowe i gdzie zachodza straty fotonow, jako
kanal kwantowy A,. Kanal kwantowy przeksztatca wej-
$ciowy stan |y) (w tym przypadku bedzie to stan $wia-
tla za pierwsza plytka $wiattodzielaca interferometru,
ktéra tym samym mozna traktowacé jako element przy-
gotowania stanu) w stan koncowy p, = Ay (ly){(y]). Na
stanie koncowym wykonywany jest pomiar, ktéry w stan-
dardowym schemacie interferometrycznym polega na
uzyciu kolejnej plytki §wiatlodzielacej i wykonaniu po-
miaru liczby fotonéw n;, n, w odpowiednich portach
wyjsciowych interferometru. W bardziej ogélnym po-
dejéciu powiedzielibysmy, ze na stanie kwantowym p,,
zostal wykonany pewien uogdlniony pomiar kwantowy
{M,}, a warto$¢ opdznienia fazowego zostata okreslona
przez estymator ¢(i).

Rys. 1. a) Schematyczna ilustracja interferometru Macha-Zehndera
z uwzglednieniem strat fotonéw modelowanych poprzez obecno$¢ wir-
tualnych plytek $wiattodzielacych w jego ramionach, o transmisjach #.
Na koncu wykonywany jest pomiar liczby fotonéw, na podstawie ktérego
estymowana jest warto$¢ opoznienia fazowego za pomocy estymatora
@(n1,n2).b) Rdbwnowazne spojrzenie na zagadnienie interferometrii jako
szczegblny przypadek ogdlnego problemu estymacji kanatu kwantowego,
gdzie stan kwantowy |y) przechodzi przez kanat kwantowy A, po czym
wykonywany jest na nim pomiar uog6lniony {M; } i na podstawie uzy-
skanych wynikéw estymowany jest parametr

Mozemy teraz skorzysta¢ z narzedzi kwantowe;j es-
tymacji, aby odpowiedzie¢ na fundamentalne dla inter-
ferometrii optycznej pytania. Jakie stany $wiatta, przy
ograniczeniu na catkowitg energie (liczbe fotonow), sa
optymalne dla uzyskania jak najlepszej precyzji interfe-
rometrycznej, najdoktadniejszej estymacji fazy ¢. Jaka
poprawe precyzji mozna uzyskacé, dzigki wykorzystaniu
nieklasycznych zrodet §wiatla (splatanych fotonoéw, sta-
noéw Scisnietych $wiatla) i czy przewage t¢ bedzie mozna
wykorzysta¢ w realistycznych warunkach eksperymen-
talnych, gdzie mamy do czynienia z nieuniknionymi stra-
tami fotonéw?

Matematycznie problem sprowadza si¢ do znalezie-
nia stanéw wejsciowych |y) takich, ze kwantowa infor-
macja Fishera stanu wyjsciowego bedzie maksymalna

max o [Ap(lyNwD]. (5)
V)

Ogdlny stan n fotondéw podrédzujacych dwoma ramio-
nami interferometru mozna zapisa¢ w postaci superpo-

zycji
lv) = clk) @ n—k),

k=0

(6)

gdzie |k) ® |n — k) oznacza stan, w ktorym k fotondw
podrézuje gérnym, a n — k dolnym ramieniem.

W przypadku braku strat w interferometrze mozna
pokazad, ze optymalnym stanem n-fotonowym maksy-
malizujacym informacje Fishera jest stan postaci

1
V2
(tzw. stan n00n [BIWH96, LKDO02]) reprezentujacy su-
perpozycje dwdch standw, gdzie wszystkie fotony podro-
zuja wspolnie jednym z dwoch ramion. Jest to bardzo
silnie splatany stan n-fotonowy i pozwala na uzyskanie
precyzji estymacji fazy skalujacej sie jak A = % Jest to
tak zwane skalowanie Heisenberga [HB93], gdyz analo-
gicznie do zasady nieoznaczonosci czas-energia, odpo-
wiada zasadzie nieoznaczonsci faza-liczba fotonéw?.

lv) = —= (In) ©0) +10) ® [n)) @)

Dla poréwnania, jesli bySmy wykorzystywali jedy-
nie ,,klasyczne stany $wiatta”, reprezentowane jako stany
koherentne, najlepsza precyzja (pierwiastek z warian-
cji) estymacji fazy wyniostaby A¢ = 1/v/7, gdzie 7 jest
$rednig liczba fotondéw w stanie koherentnym (stan kohe-
rentny charakteryzuje sie statystyka Poissonowskg liczby
fotondw) i nosi nazwe granicy szumu srutowego. Mozna
go interpretowac, jako precyzje wynikajaca z 7i-krotnego
powtarzania eksperymentu interferometrycznego wyko-
rzystujacego pojedyncze fotony. W tym sensie wykorzy-
stujemy jedynie interferencje ,,fotonu samego ze sobg”
i nie korzystamy z wielofotonowych efektéw interferen-
cyjnych na jakie pozwala mechanika kwantowa.

Lepsze skalowanie niepewnosci estymacji fazy w in-
terferometrii, mozliwe dzigki wykorzystaniu splatania
miedzyfotonowego, stato sie¢ motywacja do rozwoju no-
wej dziedziny - metrologii kwantowej. Spektrum zastoso-
wan wykracza daleko poza interferometrie optyczna i po-
dobnych efektéw mozna oczekiwaé dla interferometrii
atomowej, ktora znajduje zastosowania w stabilizacji ze-
garéw atomowych [PPCS*20], magnetometrii [PSO*18],

2. Dokladniejsza analiza granicy Heisenberga prowadzi to wnio-
sku, ze poprawne wyrazenie na najlepsza mozliwa asymptotycznie
osiggalng niepewnos$¢ ma posta¢ A¢ ~ %, co pokazali$my w pracy
[GDDanWB20] i uogélnilismy réwniez na przypadki estymacji wie-
loparametrowej [GDDan22].
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jak i grawitometrii [BHV*19]. Metrologia kwantowa wy-
rosta tym samym na jeden z gléwnych filaréw calej dzie-
dziny technologii kwantowych, na réwni z dziedzina
obliczen kwantowych i komunikacji kwantowe;j.

Kluczowym pytaniem pozostaje jednak, czy zysk
kwantowy mozna wykorzysta¢ w praktyce, mimo obec-
nosci nieuniknionych niedoskonato$ci eksperymental-
nych, co w przypadku interferometrii optycznej jest zwia-
zane przede wszystkim ze stratami fotonéw. Straty foto-
ndéw sg szczegélnym przypadkiem zjawiska dekoherencji
kwantowej, ktora niszczy kwantowa superpozycje standw.
Przykladowo wspomniane powyzej stany n00n sg eks-
tremalnie wrazliwe na straty fotonow. Wystarczy strata
jednego fotonu, w ktérymkolwiek z ramion interferome-
tru, aby stan stal si¢ catkowicie bezuzyteczny z punktu
widzenia estymacji fazy. Jest to pokrewne zagadnienie, do
tego czy mozliwe jest w ogdle zbudowanie komputeréw
kwantowych, czy tez dekoherencja spowoduje, ze osta-
tecznie jakiekolwiek potencjalne zyski obiecywane przez
teori¢ obliczen kwantowych nie beda mogly by¢ w prak-
tyce zrealizowane. W przypadku obliczen kwantowych
na ratunek przychodzi teoria kwantowej korekcji btedéw,
ktora jest kwantowym uogoélnieniem klasycznych proto-
kotéw korekeji bledow, pozwalajaca na ochrong informa-
cji kwantowej przed dekoherencjg [Geo20]. Wcigz nie
jestesmy na etapie, kiedy techniczne mozliwo$ci pozwolg
na efektywng implementacje tych idei, ale przynajmniej
wiemy, ze w zasadzie trudnosci te mogg zosta¢ pokonane.

Czy podobne rozwigzania s3 mozliwe w przypadku
metrologii kwantowej? Czy mozna uzyskaé kwantowa po-
prawe precyzji w obecnosci dekoherencji? W ciagu ostat-
nich lat rozwinigta zostata, w duzym stopniu za sprawa
badan prowadzonych na Wydziale Fizyki UW, komplek-
sowa teoria metrologii kwantowej pozwalajaca odpowia-
da¢ na tego typu pytania i jednocze$nie identyfikowaé
optymalne protokoly metrologiczne pozwalajace na uzy-
skanie optymalnej precyzji pomiarowej w realistycznych
warunkach eksperymentalnych [EdMFD11, DDGKI12,
DDanM1i4, DDanCSl17, ZZPJ18, ZJ21, KGAD22]. Rozu-
miemy teraz, w przypadku jakich modeli metrologicz-
nych mozna zastosowac idee kwantowej korekcji bledow
do uzyskania skalowania Heisenberga nawet w obecnosci
dekoherencji, a dla jakich modeli jest to fundamentalnie
niemozliwe. Potrafimy na te pytania odpowiedzie¢ row-
niez w przypadku modeli wieloparametrowych, gdzie
podobnie jak w przypadku jednoczesnego pomiaru poto-
zenia i pedu, pojawiajg si¢ dodatkowe kwantowe aspekty
zwigzane z faktem, ze strategie optymalne z punktu wi-
dzenia estymacji réznych parametréw wzajemnie sie wy-
kluczajg [GZ]DD20, ADDan22].

Niestety okazuje sie, Ze w najbardziej interesujacych
modelach metrologicznych nie jest mozliwe uzyska-
nie skalowania Heisenberga w obecnos$ci dekoherencji.

Przykladem jest tu chociazby interferometria optyczna
w obecnosci strat. W tym przypadku mozna pokazac, ze
stosujac najogdlniejsze protokoty kwantowe, uwzglednia-
jace dowolnie splatane stany fotonéw, jak i dowolne kody
kwantowej korekcji bledéw, nie jest mozliwe uzyskanie
precyzji lepszej niz [DDJKI15]

L= (8)

A > ,
¢z nn

gdzie # jest efektywna transmisjg interferometru, a n
liczbg uzytych fotonéw. Dla poréwnania, w przypadku
uzycia standéw koherentnych, wzdér mialtby posta¢ Ap =
\/”Iﬁ . Pokazuje to, ze chociaz nie jesteSmy w stanie uzy-
ska¢ skalowania Heisenberga, mamy zauwazalny zysk
w postaci czynnika /T — 7, ktéry zawdzieczamy wyko-
rzystaniu nieklasycznych standéw $wiatta. Co ciekawe
zysk ten mozna w praktyce osiggna¢ poprzez wzgled-
nie prosty schemat interferometryczny, kiedy na dwa
wejscia interferometru Macha-Zehndera puszczamy od-
powiednio stan koherentny oraz stan $ci$nietej prézni po
raz pierwszy zaproponowany juz w latach 80. XX wieku
przez Carla Cavesa [Cav8l].

Co wigcej, dokladnie takie stany $wiatta sg obec-
nie uzywane w detektorach fal grawitacyjnych LIGO
[Tsel9], VIRGO [Acel9] i daja obserwowalng poprawe
czulosci tych urzadzen. Dzigki wykorzystaniu stanéw
$ci$nietych $wiatla, poziom szuméw w tych detektorach
zostal obnizony dodatkowo o okoto 30%, co jest spek-
takularnym osiggnieciem biorgc pod uwage, jak niesa-
mowitg czuto$¢ mialy juz te detektory zanim wykorzy-
stano w nich $ci$niete stany $wiatla. Detektory te wy-
korzystujg zatem kwantowe wiasnosci $wiatta w sposob
optymalny [DDanBS13]. Aby podziata¢ na wyobraznie
czytelnika zauwazmy, ze gdybysmy chcieli podobny zysk
otrzyma¢ zwiekszajac jedynie moc laseréw wykorzysty-
wanych w detektorach, konieczne byloby zwigkszenie
mocy laseréw prawie dwukrotnie. Oznaczatoby to zwiek-
szenie liczby fotonéw wpuszczanych do interferometru
o ok 10%° fotonéw na sekunde. Wykorzystujac wlasnosci
$ci$nietej prozni z kolei, to samo uzyskujemy wysylajac
efektywnie do ukiadu jedynie okoto 100 fotonéw na se-
kunde, czyli tyle co nic! Dowodzi to, ze idee metrologii
kwantowej, mimo trudnosci spowodowanych obecno-
$cig dekoherencji, s3 w stanie dostarczy¢ nowych, prak-
tycznych rozwigzan pozwalajacych na poprawe precy-
zji dzieki wykorzystaniu kwantowych wlasnosci $wiatta
i materii.

Obecnie w wielu wiodacych o$rodkach badawczych
i firmach metrologicznych prowadzone sg intensywne
prace w dziedzinie magnetometréw wspomaganych
kwantowo, grawitometréw [GLMPDS20], zegaréw ato-
mowych [CPPV22] i niewykluczone, Ze sposrdd wszyst-
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kich majaczacych na horyzoncie technologii kwanto-
wych to wlasnie tego typu urzadzenia znajda si¢ w prak-
tycznym uzyciu, podczas gdy komputery kwantowe beda
nas wcigz mamic obietnicami wielkiego przetomu, ktory
wcigz nie nadchodzi ...
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