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Badanie algorytmu rozpoznawania symetrii
argumentéw funkcji logicznych

W praktyce istotnym problemem jest zmnigjszenie liczby wejsé ukladu lo-
gicznego, np. ukladu sterowania, procesora lub jego modulu, itp. Rozpoznanie
symetrii argumentow funkcji logicznyveh pozwala na zmniejszenie liczby wejsc
takiego ukladu. W niniejszym artvkule autorzy przedstawiajq wyniki badan nad
algorytmem poszukiwania symetrii zniennvch dla form wielomianowvch. Pro-
ponowane rozwigzanie dotyczy nie tylko ukladow logicznych, ale takie tych zja-
wisk, ktore mozna zapisac w postaci funkcji lub systemu funkcji logicznych.

Research on Symmetry Recognition Algorithm
of Logical Functions Arguments

An essential practical problem is to decrease the number of inputs in the
logical system, e.g. the control system, the processor or its module, elc. A recog-
nition of the symmetry of logical functions arguments permits to decrease the
input number of such a system. The present paper presents the results of re-
search on an algorithm of searching for symmetry of variables for polvnomial
Jorms., The solution suggested concerns not only logical systems, but also those
Phenomena which can be recorded in the form of functions or a system of logical
Junctions.
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Wstep

Symetria funkcji pozwala na zmnicjszenie liczby wejs¢ ukladu logicznego
(rys. 1). Metody wykrywania symetrii funkcji boolowskich zostaly opracowane
w pracy [1]. WlaSciwosci symetrii zastosowano rownicz w syntezie diagramow
decyzyjnych (ang. Decision Diagrams — DD) [2]. Wykrywanie symetrii zmien-
nych stanowi niezbgdng cz¢sé algorytméw minimalizacji funkcji logicznych
(np. Espresso [3] i innych [4]), stosowanych obecnic przy projektowaniu ukh-
dow FPGA. Etap wykrywania symetrii pozwala skroci¢ czas minimalizacji po-
przez wyeliminowanie zmiennych symetrycznych w kolejnych krokach algo-
rytmu.
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X4
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Rys. 1. Uklad logiczny bez symetni wejSc (a) i z symetrig zmiennych (b)
Fig. 1. Logical system without symmetry of inputs (a) and with symmetry of variables (b)

Rozpoznawanie symetrycznosci zmiennych, badanej funkcji logicznej,
przedstawionych w postaci tablicy prawdy jest problemem NP-trudnym, gdyz
zadanc funkcje sy, w wigkszosci przypadkow, funkcjami zupelnymi. Oznacza to,
ze dla liczby n zmiennych wektor prawdy funkcji boolowskiej sklada si¢ z 2"
elementow. Aby zmnicjszyé rozmiar naszej funkcji, nalezatoby przeprowadzié
proces minimalizacji i podac zadang funkcj¢ w postaci np. wiclomianu arytme-
tycznego. W artykule przedstawiono wyniki badan nad mozliwosciq wykorzy-
stania wielomian6w arytmetycznych do rozpoznawania symetrii catkowitej oraz
czgsciowej.

94




Badanie algorytmu rozpoznawania symeirii argumentéw funkegi logicznych

——

Tabela 1

Tablica prawdy systemu
dwoch niezupetnych funkcji logicznych

Truth rable of u system
of twao incampletely logical functions

Xo x; X3 Xy Xe I fo
0 0 0 | | 0 l
t 0 0 0 0 0 0
0 1 1 |

| 0 0 1 0 0 0

1. Podstawy teoretyczne

~ Formg arytmetyczng funkcji boolowskiey fiX) = filxnxa....x.) n zmiennych
Iest zapis postaci:

-JI_I

| PX)=Y P20 (xp)2..0x,)",

i)
. [1dlai; =0
x) = 4
' {o dla i, =1
Bdzie p(ll sy wspolezynnikami wielomianu P(X), liczbami catkowitymi takimi,

¢ P(X) e (0,1)[5), i = i)is...i, — binarna reprezentacja i.
' Zaletg wiclomianow arytmetycznych jest mozliwos¢ przedstawienia nie tyl-
ko pojedynczych funkcji logicznych, ale takze systemoéw m funkgji logicznych
F(X), o X), s Sl X).

Wprowadzimy teraz pojecia niezhgdne do zdefiniowania funkcji p-—
SYymetrycznych (czgéciowo symetrycznych).

| Df.’ﬁnicja I. Podzialem p zbioru n zmiennych, X nazywamy [6] ciag

(0,p;,...p,). s<n podzbioréw zbioru X p,c X takich, Ze ﬂp, =X,
J=t

Vi, je (L..s}p,Np,=@.

95




Grzegorz Holowinski, Krzysztof Malecki

Definicja 2. Permutacjy I1 podzialu p nazywamy dzialanie polegajace na do-
wolnym przestawieniu zmiennych w kuzdym z podzbiorow p [6]:

(X)) = 1)1 )Tl

Dysponujgc definicjg podziatu i permutacji p mozna wprowadzi¢ pojgcie funkcji
p-symeltrycznej.

Definicja 3.  Funkcjg p-symetryczng nazywamy  funkcjg  logiczna
f(X)=f(p.ps...0,), dla ktorey dla dwoch dowolnych réznych permutacji p
warto$¢ funkcji nie ulega zmianie:

VI, 01, £, (X)) = £(TT(X))

Przyklad. Funkcja f =xx,vxx, jest funkcjg p-symetryczng, o podziale
((x},X3),(x5, x4)) , @ permutacje nie zimieniajq jcj wartosct:

SO X, X3, %) = f(X0 X0 X3 X3) = f(x3, 04, %5, 05) = f(x3,%5.%,%,)

Definicja 4. Funkcjy catkowicie symetryczng nazywamy funkcj¢ p-symetryczna.
dla ktorej podzial p jest zdefiniowany jako pojedynczy podzbior obejmujycy
wszystkie zmienne ((x),x,,....x,)):

£(X)jest calk. symetryczma < VIT,(X). I, (X) f(TT,(X)) = fUTT,(X))

Przyklad. Funkcja f = xx,x; V XpXyX, V XpX3x, V X X584 jest calkowicie syme-
tryczna — dowolne przestawianie zmiennych nie zmienia jej wartosci.

2. Struktura i zasada dzialanla pakictu programowego
do rozpoznawania symetrycznos$ci

W niniejszym podrozdziale zostal przedstawiony model systemu rozpozni-
wania symetrycznosci funkcji. Poszczegolnymi skladowymi tego systemu s4
(rys. 2.): algorytm minimalizacji funkcji logicznych w klasie wiclomiandw
arytmetycznych [7], generator indekséw oraz analizator sprawdzajicy syme-
trycznos¢.
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Pojedyncza /~  Wekior Generator indeksow
k
funkcia logiczna Algoryim WREOIGESEINREY
mimmalizacji funkej wiglomianu

logicznych w klasie (P.D) Analizator
' wisiomiand rozpoznawania
System funkcji arytmetycznych symetrii zmiennych
logicznych (GZ-AP)

Zblory zmiennych Symalrycznycil

Rys. 2. Struktura pakietu programowego do rozpoznawania symetrycznosc

Fig. 2. Program package structure for recognizing symmeiry

W zwigzku z tym, ze opracowany system jest wykorzystywany do rozpo-
znawania symetryczno$ci w postaci form arytmetycznych, analizowane mogg
by¢ zarowno pojedyncze funkcje logiczne, jak i systemy funkcji logicznych.

Wynikiem minimalizacji funkcji logicznych jest pojedynczy wielomian
arytmetyczny w polaryzacji zerowej zapisany w postaci wektora wspolczynni-
k6w (dla pojedynczej funkeji logicznej — P oraz dla systemu funkcji logicznych
— D). Nastgpnie, dane te (w formie pojedynczych produkiow wystepujacych
w koncowej formie rozwigzania) i dodatkowo indeks opisujacy dany produkt sg
przekazywane do specjalnego analizatora, gdzie jest wykrywana symetria dla
poszczegolnych zmiennych, W przypadku znalezicnia symetrii pomigdzy argu-
mentami jest wywietlane rozwigzanic w postaci zbiorow zmiennych syme-
trycznych i sg pobicrane: kolejny produkt wielomianu arytmetycznego oraz in-
deks tego produktu. Nastgpuje proces rozpoznawania symetrii, itd., az do mo-
mentu przeanalizowania calej formy arytmetyczne;.

2.1. Zasada dzialania generatora indeksow

Generator indeksow dziala na zasadzie przeszukiwania drzewa wszystkich
mozliwych permutacji. Rysunek 3 przedstawia, na przykladzie uproszczonego
drzewa, zasade dzialania generatora indeksow dla przypadku poszukiwania wy-
stgpowania symetrii wzglgdem zmiennej x,. Dla pozostatych ziniennych proce-
dura poszukiwania jest taka sama.
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Rys. 3. Uproszczony algorytm. w postaci drzewa, poszukiwania zmiennych symetrycznych
dia funkcji boolowskiej czterech (n = 4) zmiennych

Fig. 3. Simplified tree-shaped algorithm of searching for symmetric variables
Jor Boolean function of four variables (n = 4)

Generator indeksow argumentow funkeji calkowicie symetrycznych

Program generuje wszystkie mozliwe kombinacje indeksow dla argumen-
tow catkowicie symetrycznych funkeji boolowskich. Oznacza to, ze generowane
sg grupy indeksow dla poszczegédlnych grup argumentéw, majgeych ten sam
wspolczynnik wielomianu arytumetycznego.

Dla funkcji boolowskiej n zmiennych generator podaje na swoim wyjsciu
indeksy nastgpujacych grup argumentéw funkcji: (a) wszystkich mozliwych
argumentow x5 xz; ... X,. (b) wszystkich mozliwych par x-xs; x—xy; ...; X=X,
Xp=X3; Xp=Xgs -y X3=Kii --es X=X (€) wszystkich mozliwych trojek x,—x-x3;
Xi=X2—X4s ooy Xo=X3=Xgs Xa=X3=X5; .ot X 2—Xy =Xy (d) itd., az do wszystkich mozli-
wych kombinacji n—/ elementowych, np. x;—xz—...—,..

Poszczegdlne grupy indekséw przekazywane na wyjSciu generatora trafiajg
do modutu, ktéry sprawdza, czy wartosci clementow wektora prawdy o indek-
sach uzyskanych za pomocy generatora sg dla rozpatrywanej funkeji boolow-
skiej takie same. Jezeli dla ktorejs z grup indeksow elementy wektora prawdy
nie beda przyjmowaly tej samej wartosci, to oznacza, ze funkcja nie jest calko-
wicie symetryczna.
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Generator indeksow argumentow funkceji czgsciowo symetrycznych

Program generuje wszystkie mozliwe kombinacje indeksow argumentow
funkcji boolowskich w celu wykrycia istnicjacych dla nich symetrii. Analiza
Wartosci wektora prawdy dla rozpatrywanych grup argumentow umozliwia od-
Powiedz na pytanie: czy argumenty te sg symetryczne wzglgdem siebie?

Zasada dzialania gencratora indcksow argument6w funkeji cz¢sciowo symetrycznych

———

Dane wejéciowe
Dane wyjiciowe
Krok I:

Krok 2:

Krok 3:

Krok 4:
Krok 5:

Wektor wspolczynnikow wiclomianu arytmetycznego opisujgccgo poje-
dynczg funkcjg logiczng lub system funkeji logicznych

Zbiory zmiennych symeirycznych

Pobierz dwa pierwsze argumenty, dla ktorych ma byé rozpatrzona czg-
Sciowa symetrycznose.

Rozpoznawanie symetrii dla pobranych argumentéw.

Jezeli rozpoznawanie zostalo preeprowadzone dla wszystkich zmiennych
zadancj funkcji logicznej, to idz do 5.

Gdy symetrycznod¢ zmiennych nie zostala rozpoznana, to wez kolejng

parg argumentow badanej funkcji logicznej i idz do 2.
Gdy symeltryczno$é zmiennych zostala rozpoznana, to idz do 4.

Dobierz kolejny argument i idz do 2.

Wydwietl zbiory zmiennych symetrycznych.

Rys. 4. Algorytm opisujgey zasadg dzialania peneratora indekséw argumentow (zmiennych)

dla funkcji cz¢sciowo symetrycznych

Fig. 4. Algorithm describing the working principle of an argument index (variables)

for partially symmetric funcrions

Powyzszy algorytm jest wykonywany dla wszystkich par argumentow.
W przypadku, gdy dla wygenerowanych indeksow argumentow modul porow-
Nujacy warto$ci wektora prawdy rozpatrywanej funkcji potwierdzi symetrycz-
Nos¢ zmiennych, to do takiej pary argumentow dobiera si¢ po kolei — pojedyn-
Czo — wszystkic z pozostatych argumentéw w celu wykrycia zjawiska symetrii
rzech argumentéw, dla kiorych generator szuka odpowiednich indeksow. Gdy
Symetria zostanic wykryta, to dobiera si¢ kolejny z mozliwych argumentow
funkcji w celu wykrycia symetrii poczwérnej, itd. Mozliwym kraficowym sta-
Nem jest wykrycie catkowitej symetrii lub jej catkowitego braku.
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3. Badania cksperymentalne

Ponizsze badania cksperymentalne zostaly wykonane na standardowych
funkcjach poréwnawczych MCNC na komputerze PC Pentium 200 MMX
z systemem operacyjnym LINUX RED HAT.

Celem przeprowadzonych badan cksperymentalnych dotyczacych rozpozna-
wania symetrii zmiennych bylo: (a) wyznaczenic pewnych charakterystyk opraco-
wanego systemu, (b) potwierdzenie 1 udowodnienie metody rozpoznawania symetrit
zmiennych dla zespotow funkeji boolowskich, (c) porownanie uzyskanych wyni-
kéw z wynikami uzyskanymi w klasie wielomianéw Reeda-Mullera.

Tabela 2
Wyniki minimalizacji i rozpoznawania symetrii dla standardowych funkeji poréwnawczych
— opracowany pakiet programowy

Minimization results and symmetry recognition for standard comparative functions
- using a worked out program package

Funkcja WE 7L Rozpoznana symetria lyen [8] 3 [s]___
bwl | 5 24/68 X)=Xyv—Xs5i Xa—X4 0.00 0,00
bwli3 5 71125 Xy-Xg Xy-Xs 0.00 0.00
bw2 5 4/13 Xq—Xs 0.01 0,01
5x01 7 18/81 Xy—Xg 0,00 0,01
5x10 7 7134 Xy—X7, Xp—Xy—Xy4. Xs—Xg 0,00 0,00
5x5 7 17/51 Xj=X4, Xs—Xg 0.00 0,00
5x6 7 9121 X5~Xg=X7 0,00 0,00
z41 7 4(/189 Xy—Xg=X7, Xr-Xs. X3—Xg 0.00 0.0l
z42 7 55/236 Xj—X4—X7, X-X5i X1—-Xg 0.00 0.01
53 B 27/98 Xj=X3 0,00 0,01
55 8 9/21 X|=X3~Xy-Xg 0,01 0.01
f57 8 34 Xj=X3=X1=Xq~X5~Xg: X7-Xg 0,00 0,00
Newtag 8 24/116 X=Xy, Xy—Xgi Xp—Xg 0.00 0,02
sao2 | 10 | 380/1868 X=X 10 0.03 (.85
sa022 10 | 768/4096 Xe~Xi0 0.06 2,11
sa023 10 | 57773057 nie wykryto symetrii 0,03 1,73
sa024 10 | 936/4536 Xs—X10 0,06 2,67
Syml0 10 | B4BR/4660 X|—X2—X3—Xg—X—Xg—X7—Xg—Xg—X () 0,36 2,46 J

T - liczba produktéw, 1. — czas catkowity,
L - liczba literalow, WE = liczba argumentow,

Ieen = C23S geEneratora,
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Nalezy zaznaczyé, z¢ wszystkie funkcje pordwnawcze (tab. 2) wykorzystane
do przeprowadzenia badan sa funkcjami zupetnymi. Dlatego tez, wymiki uzyskane
dla funkcji powyzej 8 zmiennych sq wynikami malo zadowalajacymi, jezeh chodzi
o stopier minimalizacji. Dzieje sig tak, poniewaz algorytm GZ-AP zostal opraco-
wany z mysla o minimalizacji funkcji niezupeinych. Zwrocmy uwagg na wyniki
dotyczace rozpoznania symelrii argumentow dla poszczegolnych funkeji. Prawie
wszystkie wymienione w powyzszej tabeli funkcje sq funkcjami czgsciowo syme-
trycznymi. Wyjatek stanowi sym /0 — ktora jest funkcjg catkowicie symetryczng -
i sao23, dla ktorej nie zostala rozpoznana zadna symetria.

Ostatnim parametrem wchodzacym w sklad charakterystyki jest czas (i) wy-
konywania generatora indekséw opracowanego pakietu programowego, (if) czas
catkowity, na ktory sklada si¢ czas minimalizacji funkeji i czas generatora. Uzy-
skane czasy sa wielkoéciami oscylujacymi wokoél jednej sekundy, z wyjatkiem
funkcji 10. zmiennych, dla ktérym czas catkowity przekroczyt dwie sckundy.

Sprawdzmy teraz efektywno$¢ opracowanego pakictu w przypadku rozpo-
znawania symetrii dla zespoloéw funkcji boolowskich.

Tabela 3
Wyniki minimalizacji i rozpoznania symetrii dla standardowych funkcji poréwnawczych
— algorytm GZ-AP

Minimization results and symmetry recognition for stundard comparative functions
— using the GZ-AP algorithm

Funkeja WE | WY /L Rozpoznana symetria fyen (8] 1, [s]
F2 4 4 9/20 - 0.00 0,01
F2_1,2 4 2 78 X|—Xg 0,00 0.03
F2_34 Bl 2 718 XXy 0.00 0,00
Bw26_27 5 2 28775 X7-Xq 0.00 0,00
Rd53 5 3 11/30 X\ =Xg—Ky-X—Xg 0,00 0.00
5x 7 8 60/222 - 0,01 0.02
5x_5.6,7.10 7 4 28/90 X5—Xe 0,00 0,01
Rd73 7 3 127/448 X=X =X1=X4—X§—Xg=X7 0,01 0,03
Z4 7 4 64/250 X|—X4—X7 XKy X3—Xg 0.00 0,02
F5 8 7 94/400 - 0.00 0,04
Rd&4 8 3 255/1024 | xj—xg-Xy—X4—X5—X5-X7-Xg 0,03 0,15
Saon2 10 3 102045116 Xg—X1u 0.05 3.04

T - liczba produktéw,
L — liczba literalow,
tgen — CZaS geneCralor,

1, — czas catkowity,
WE - liczba argumentow,
WY - liczba funkeji.
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Okazuje sig, ze nic zawsze system funkcji w danej funkcji porOwnawczej
ma rozpoznawalng symetri¢. Przeanalizujmy sytuacje na przykladzie funkcji f2
(tab. 3). W przypadku rozwazania calego zespolu nie zostata rozpoznana zadna
symetria. Ale okazato sig, ze funkcje f2_1 1 f2_2 oraz f2_3 i f2_4 majg wspoélne
symetrie, co zostalo uwidocznione w powyzszej tabeli.

3.1. Porownywanie uzyskanych wynikéw badan eksperymentalnych

SprawdZzmy, czy rzeczywiscie rozpoznawanie symetrii argumentow funkeji lo-
gicznych przedstawionych w postaci form arytmetycznych daje nam konkretne
korzy$ci. Tabela 4 przedstawia fragment badan cksperymentalnych dotyczacych
procesu porownania uzyskanych wynikow. Podano w niej trzy wiclowyjgciowe
funkcje testujgce. W przypadku rozpoznawania symetrii dla poszczegdlnych poje-
dynczych skladowych wyst¢pujacych w rozpatrywanych systemach, wyniki sy takie
same. Oznacza to, ze korzystanie z logiki arytmetycznej w celu przeprowadzenia
procesu rozpoznawania symetrii jest mozliwe a uzyskiwane wyniki s poprawne.

W klasie wielomianow RM niemozliwe bylo rozpoznanie symetrii dla cale-
go systemu funkcji logicznych. Natomiast w klasie wielomianéw arytmetycz-
nych jest to mozliwe, ale nalezy zaznaczy¢, Ze nie zawsze istnieje symetria dla
wielowyjsciowej funkcji logicznej.

Tabela 4

Fragment badan cksperymentalnych dotyczacych porownania wynikow uzyskanych w procesic
rozpoznawania symetrii argumentdw w klasie wiglomiandw arytmetycznych i w klusie wielomiandw RM

Fragment of experimental research concerning a comparison of results obtained in the process
of recognizing symmetry of arguments in the class of arhythmical polynomials
and in the class of RM polvaomials

Rozpoznana symetria
[Funkcja r:r wielomiany arytmetyczne wielomiany RM
systemie pojedyn_czc system funkcji pnjcdyn_cz.c system
funkcje funkcje funkcji
fz_l X|—Xyg X=X brak X1—Xg
2 2.2 X=Xy Y- brak X—Xy
f2__3 X=Xy X=Xy brak Xa—Xy
2.4 XXy Xr-X3 brak X3
rd53_1 X=X1=X3~Xg—X5 X|—X3-X3—K4—Xs
rd53 | rd53_2 X{=X3—Xy—Xy—Xs X =YX 1—X4—Ts ¥|—Y7—Xy—X¢—X5 brak
rd5 3_3 Xyj—=X3=X3=X4—Xg Xj=Xr—X3—Xg—\x
rd73_1 | XXX Xe-Xs—Xg—17 X=X XX Ys—Xg=X7
rd73 | rd73_2 | Xy XrxvXeXsAg=X7 | X XrXrXeXe X0 | X—X—X-X-Xs—Xg—X7 brak
fd?3_3 X~ Xr-Xy-Xg=X§g—Xg—X7 X =Xr—X3—Xy—Xs—Xg—X7
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W takim przypadku nalezy podzieli¢ rozpatrywang funkcjg¢ na mniejsze czg-
§ci i dla nich przeprowadzi¢ proces ponownie. W szczegolnym przypadku spro-
wadzi si¢ to do rozbicia zespotu funkcji na pojedyncze funkcje logiczne.

Podsumowanie

Autorzy w niniejszym artykule zaprezentowali pakiet programowy do roz-

FhoamasmemEn L Pah

Przeprowadzone dodwiadczenia potwicrdzily mozliwo$¢ rozpoznawania syme-
trii argumentéw pojedynczych funkcji logicznych przedstawionych w postaci
wielomianow arytmetycznych oraz mozliwosci zastosowania logiki arytmetycz-
nej do rozpoznawania symetrii dla zespolow funkeji logicznych.
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