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Abstract: Usually, the renewal systems are mathematically described by the alternating
renewal process, which is special case of the semi-Markov process. It allows us to find the
basic reliability characteristics like the renewal function, the operational availability of the
system and many other. Many papers are devoted to that problem. Very often the operation
of the system is perturbed by the danger events. The operation process of the system is
broken or stopped. In that case we can say that the unsafety event occurred. Semi-Markov
model of the safety of operation is constructed in this paper. The safety characteristics of
the system operation are calculated by using the properties of the semi-Markov processes.

Keywords: reliability models, safety models, systems safety

Streszczenie: Dwustanowe Systemy odnawialne modelowane sg alternatywnym
(alternujagcym) procesem odnowy, ktory jest szczegdlnym przypadkiem procesu semi-
markowskiego. Pozwala to wyznaczy¢ podstawowe wskazniki niezawodno$ci systemu,
takie jak: funkcja odnowy, gesto$¢ odnowy, gotowos$¢ systemu, gotowos$¢ operacyjna
systemu, staz systemu. W licznych publikacjach problem ten zostal szeroko oméwiony. W
realnie istniejagcych systemach stanom pracy, jak réwniez stanom odnowy systemu
towarzysza zdarzenia powodujace przerwy w procesie eksploatacji lub zakonczenie tego
procesu. Czgsto nastgpuje zniszczenie systemu lub uszkodzenie uniemozliwiajace jego
dalsze uzytkowanie lub odnowg. W takiej sytuacji powiemy, ze wystapita zawodnosc
bezpieczenstwa systemu. Wyznaczone wskazniki niezawodnosci systemu ulegaja
modyfikacji. W pracy podano algorytmy wyznaczenia wskaznikow niezawodnosci
i bezpieczenstwa takiego systemu, wykorzystujac do tego celu procesy semi-markowskie.

Stowa Kkluczowe: modele niezawodno$ci, modele bezpieczenstwa, bezpieczenstwo
systemow
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SEMI-MARKOV MODELS OF SAFETY OF THE
RENEWAL SYSTEMS OPERATION

1. Description of the problem and assumptions

In many real cases the duration of functioning periods and repair or
replacement periods of a system (object) we can treat as the random
variables. The operation of the system we can describe by the two states
stochastic process. In practice, the unsafety event (perturbation of safety)
can occur in functioning period as well as in repair period of the system.
This event can stop ore break the operation process. Our aim is to
construct the stochastic model describing the process of operation with the
perturbations of the system safety. This model allow us to obtain the safety
characteristics of the system .

We assume that duration of the functioning periods are the independent
copies of the positive random variable ¢ with cdf (cumulative density

function) F.(); the duration of renewal periods ( repair or replacement
periods ) are the independent copies of the positive random variable » with
cdf F,().

We introduce the following states of the system:

s, «>1- work of the system
S, «>2 - renewal of the system
Sg <>3 - damage (failure) of the system

We will consider three models of safety for the mentioned above stochastic
model of operation.

1.The system during functioning period can damage. The time to this event
(time to failure) of a functioning system is a positive random variable ¢

with a probability density function f 0. The failure causes stopping of

the operation process. Possible states changes of the system are shown
in figure 1.
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Fig. 1. A flow graph of the operation with a safety perturbation of the working
states

2.The system during renewal periods can fail. The time to failure of a
repairing system is a positive random variable y with a probability

density function f (). The failure causes stopping of the operation

process. Possible states changes of the system in this case are shown in
figure 2.

() (s ()

Fig. 2. A flow graph of the operation with a safety perturbation in the renewal
states

3.The system during both functioning and renewal periods can damage. The
time to failure of a functioning system is a positive random variable ¢

with a probability density function f (), time to a failure of a repairing

system is a positive random variable » with a probability density
function f (). The failure causes stopping of the operation process.
Possible states changes of the system are shown in figure 3.

Fig. 3. A flow graph of the operation with a safety perturbation in the working and
renewal states
We assume that the all random variables are mutually independent.

2. Model

To obtain the safety and reliability characteristics of the system w have to
construct a stochastic model describing an operation process with a
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perturbation of the system safety. Under fixed assumptions the only model
is semi-Markov process {X(t):t>0} with a state space S ={1,2,3}={S,,S,.Sg}
To obtain a semi-Markov model we have to define all nonnegative elements
of a semi- Markov kernel

Q) =[Q,®:i.jes] (1)

Qij(1) = PIX (z11) = J, Tnya — 70 <t X (7,) =i}

We will construct most general model corresponding to a graph shown in
figure 3.

0 Qu(t) Qua(t)
Q)= Q) 0  Qui(t)|, )
0 0 Qu)
From assumption we obtain
t
Qua(t) = PEE <t ¢ > &= [[1— F. ()]dF: (%), (3)
0
t
Qus(t) = P <t g < &= [[1-F: (01dF, (x) , (4)
0
t
Qua(t) = P <ty > 7} = [[1—F, ()1dF, (%), (5)
0
t
Qus(t) = PLy <t, 7 <} = [[1— F, (01dF, (x), (6)
0
Qas(t) =H(t) . (1)

By substitution
0 for x<w

F, (x) ={ ®)

1 for x=o
we get a model corresponding to a graph that is shown in figure 1. Since

t
Qua(t) = [~ F. ()1dF; (x), 9
0
t
Qua(t) = [ 11— F (01dF, () , (10)
0
Qu() =F, (1), (11)
Qa3(t) =0, (12)

A model corresponding to a graph that is shown in figure 2, we obtain by
substitution
(13)
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0 for x<w

F.(x) ={ (13)

1 for x=o
In this case elements of the semi-Markov kernel are

Qu2(t) = Fg OF (14)
Qu3(t) =0, (15)
t
Qua() = P <ty > 7} = [[1—F, ()1dF, (%), (16)
0
t
Qua(t) = Py <t,y <n}= [[1—F, (01, (x). (17)
0

3. Safety and reliability characteristics
From definition of the semi-Markov process [ ] it follows that in instants
of the states changes the sequence {X(z,):n=012,..} is a Markov chain with
the transition probabilities matrix

P=[py:i.jeSl py=P{X(r) = i1 X(5) = i} = im Q) (18)
The sequence {X(z,):n=012,..} is called an embedded Markov chain in a
semi-Markov ~ process {X(t):t>0}. In our general model

0 P Pus
P=1Pax 0 P2, (19)
0 0 1
where
Pz = Pl > &} = [[L-F, (01 (%), (20)
0
prs = Pl < &= [[1- F (01dF, () =1 py, (21)
0
Par = Py > 7} = [[1—F, (1dF, (%), (22)
0
Pas(t) = P{y <7} = [[1—F, (01dF, () =1 pyy, (23)
0

Trajectories of that process keeps the constant values on the half-intervals
[z, 7.;) a@nd they are the right-continuous functions.

The function

Q)

1]

Fii() =P{ 71 — 70 <t X(r,) =0, X (r,0) = |} = (24)
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is a cumulative probability distribution of a random variable T; that is

called holding time of a state i, if the next state will be j.From (11) we
have
Qij (1) = p;;Fy; (1) - (25)
The function
Gi(t) = P{zp1 —7n <t X (7)) =i}= 2 Q5() (26)
jes
Is a cumulative probability distribution of a random variable T, that is
called waiting time of the state i. The waiting time T, means the time
being spent in state i when we do not know the successor state. In our
model
Gy (1) =Qua() +Qua(t) ,  Ga(t) = Qau(t) +Qa(t) . G3(t) = Qa3(t) (27)
Very important characteristic of semi-Markov process is the first passage
time from the state i to the states subset A.

The random variable
Op = Tapr
where
Ap=min{neN: X(z,) e A}

denotes the time of first arrival of semi-Markov process, at the set of states
A.
The function

Dip(t) = POA<t| X(0) =i} (28)
is the cumulative distribution of the random variable ®,, that denotes the
first passage time from the state i to the states subset A.

Theorem [2]
For the regular semi-Markov processes such that,
fa=P{Ap<o|X(0)=i}=1, ieA, (29)
the distributions  @,,(t), ieA  are proper and they are the unique
solutions of the system of equations
t
Diat) = > Q)+ . [ Dya(t—X)dQy (x), Te A (30)

jeA keS o

Applying Laplace-Stielties transformation we obtain the system of linear
equations
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%A(S) = Zqij (s)+ ngA(S)aik(S)' ieA
jeA keA' (31)
with unknown transforms

hin(s) = [e a0 (1).
0

In matrix form we have equation
(1 =G (s)) @a(s) =D(s), (32)
where
I=[5;:i.je AL qa(s)=[Gy(s):i,jeAl

G(s) = [edQ; (0
0
are the square matrices and
.
on(S)=[pia(s):ic AT, D(s)= {Z Gi(s):ie A}
jeA

are the one column matrices of transforms.
In considered model we have A'={12}, A={3},

10 ~ 0 012(s) ~ 913(s) ~ 013(8)
= ' ' = ~ ’ ' = ~ y b =| ~ .
! {0 J () |:q21(s) 0 } ox () Lpzs(s)} ) {%3(5)}

In this case, the solution of the equation (32) is
Gua(S) + 012(5)Tp5(8) (33)

Psls) = 1-032(5)q21(s)
$3(S) = 023(S) + Gpu(8)Trs(s) (34)

1-01,(5)024(5)
For model 1 (fig. 1) §,5(s)=0 . Hence

~ _ 513(5) 35
150 = 9T (35)

621(5)513(5) (36)
1-Gyp(8)021(5)
For model 2 (fig. 2) @;5(s) =0 and

9,3(8) =

012(8)Tp3(8) (37)

P1al8) = 1—Gy(8)0p1(8)

~ — 623(5) 38
0za() 1-032(5)021(s) ( )
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The function ¢,5(s) is Laplace transform of the probability density function
of random variable ®,; denoting time to the system damage if initial state
of the operation is 1 (work ). In other words, this random variable denotes
time of the system operation safety. The function ¢,5(s) is Laplace
transform of the probability density function of random variable ,, that
designates time to the system damage if initial state of the operation is
2 (renewal ). If an initial distribution of the operation process is vector
p=[p;, p,] than time to the system damage is
O=pO13+ POy (39)
The function
B(t)=P(@®>t), t>0 (40)
is called a survival function or a safety function. A value B(t)denotes
probability of the system safety at an moment t. A Laplace transform of
this function is
1-[P1913(S) + P29 23(s)]
S
It is essentially simpler to find the expected values and the second moment
of the random variables @,,,i< A'. If the second moments of the waiting
times T, icA are positive and commonly bounded, and f, =1, ieA
then the expected values of the random variables ©,,,i< A" are the unique
solution of equation
(' _PA')6A' = TA' ) (41)

B(s) =

where
1=[s;:i,jeA], Py=[p:iicA] ,
0, =[E@,): ieAT, Ty =[ET,):icAT
In our case we have
|10 [0 P = |©3] = [EM
I A R R R ot

The solution of the equation (41) is

@13 =E(053) = E(Ti)_+ppl;E(T2) (42)
12P21

0,3 =E(@y) = E(lei—;ngzE(Tl) (43)
12P21

where
E(T;) = E[min(&,6)],  E(T,) = E[min(7, )]
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and the transition probabilities p,,, p,, are given by (20) and (21).

According to (39), the mean time to damage of the system or time of the
system operation safety is given by the formula

E(®) = p,E(©y3) + P,E(©53) (44)
5. Examples

Example 1

We will investigate a model corresponding to a graph shown in figure 1. As
we know in this case a kernel of a semi-Markov process being model of
unsafety operation has form
0 Qu(t) Qus(t)
QM) =|Qu() 0 0 (45)
0 0 Qalt)
Now we assume that

F. ()= 0 for t<w F ()= 0 for t<r F ()= 0 for t<O
Y1 for t>w 7T 1 for t>r Y |1-e*t for t>0

It means that the duration of functioning periods are determined and they
are equal to w and the duration of repairing periods are determined and
they are equal to r.

The nonnegative elements of the matrix Q(t) we calculate from (9), (10),
(11):

0 for t<w

:
Qua(t) = gtl—Fg<x)]dF§(x)={e_m o (46)
le(t)=£[l—F§(X)]ng(X) ={11:f:v oo (47)
R s @

Qus(t) =0. (49)

We also suppose that the operation start from the state s,, p, =1.
Under above assumption, the transition matrix of the embedded Markov
chain  {X(z,):n=0212,..} is
0 P12 P13
P=(1 0 0|, (50)
0 0 1
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where
P =e’", P13 =1-e”"
The cumulative probability distributions of waiting times are:
1-e*t dla t<w
G, (1) = Qo (1) + Qua(t) =
1(t) = Qpa (1) + Qp5(t) { 1 dia t>w
0 dla t<r
G, (t) =Qy(t) = :
2(t) =Qaz(t) {1 dla t>r
The expectations of waiting times are:

. 1—e*W
E(Ty) = E[min(w,¢)] = . E(T)=r

(51)

(52)

(53)

From (42) and (44) we obtain the mean time to damage or mean time of the

system operation safety.

1_e-/1W
_ )+ ppET,) 4 e
E(©)=03=E(05) =—2 2= 22 = —w
1-pypo l-e
For
w=16[h], r=8[h], A=0.001[%]
we obtain
E(®) =1496.00[h]
Example 2

We will consider the same semi-Markov model with a kernel
0 Qu() Qu(t)
Q(t) =| Qz(t) 0 0
0 0 Qa(t)
assuming that the all random variables are exponentially distributed:
F.()=1-e“, t=>0,
F,()=1-e7", t=0,
F.()=1-e”', t=0
The nonnegative elements of the matrix Q(t)for t>0 are

__ X 1 _a-Urat _ A -t
Qu(t)= /1+a(1 e ) ) Qislt) /1+a(1 e )
Q21(t) =1-e/

(54)

(55)

We also suppose that the operation start from the state S,, p, =1. Now,
the matrix of transition probabilities for the embedded Markov chain

{X(z,):n=0412,.} is
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0 P Pi3
P=|1 0 0|, (56)
0 0 1
where
B 2
plz_/1+a’ pl3_/1+a
The cumulative probability distributions of waiting times are:
Gy (1) = Qua(t) + Qua(t) =1 ", (57)
G (1) =Quu(t) =1—-e ™" (58)
The expectations of waiting times are:
. 1 1
E(T) = E[mln(é::G)]—m ; E(Tz)—ﬁ (59)
From (42) and (44) we obtain the mean time to damage of the system.
1 N a
— E(M)+pEM) A+a (A+a)f a+p
E(®) =0y, = E(Oy,) = - = (60)
" - 1-Pr2P2r 1. ¢ Ap
A+a
For
a=T[  f=7B1 2=0001[3]
16 hd 8 hd ) h
we get

E(®) =1500.00[h]
Recall that the function
513(5)

R

is the Laplace transform of the probability density function of random
variable ®;; denoting time to the system damage if initial state of the

operation is 1.
In this case

Q13(8) =

A
s+A+a _ A(s + f)
a B SPi(a+B+A)s+AB
S+A+a s+p

~ ~ NP
qlz(S)_s+ﬂb+oc S+l+a qzl(S)_s+ﬂ

913(8) =
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The density function of the time to damage we get as inverse Laplace
transform of . ,(s). For the same parameters «, , 2 We obtain

©13(t) = 0.01 (0.357652 0199954 | 00642348 00065468y > (61)

The safety (survival) function of the system we obtain as inverse Laplace

transform of the function
B(s) = st (62)
In this case we obtain

B(t) = 0.01873 e 0190954 . 098197 00065468t~ ¢ (63)

6 . Conclusions

The semi-Markov processes theory is convenient for description of the
safety and reliability systems evolution through the time. the probabilistic
characteristics of semi-Markov processes are interpreted as the reliability
and safety coefficients of the systems. if a represents the subset of failing
states or the states of damage and i is an initial state, the random variable
0,, designating the first passage time from the state i to the states subset

a, denotes the time to failure of the system. theorems of semi-Markov
processes theory allows us to find the reliability characteristic, like the
distribution of the time to failure or the survival time, the reliability function
or survival function, the mean time to failure or damage, the availability
coefficient of the system and many others. we should remember that semi-
Markov process may be applied as a model  of the real system reliability
evolution, only if the basic properties of the semi-markov process
definition are satisfied by the real system.
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SEMI-MARKOWSKIE MODELE BEZPIECZENSTWA
EKSPLOATACJI SYSTEMOW ODNAWIALNYCH

1. Opis problemu i zalozenia

W wielu realnych sytuacjach dlugosci przedzialow czasow pracy
(uzytkowania) oraz dtlugosci przedziatéw czasow odnowy (naprawy,
obstugi) systemu mozemy traktowaé jako zmienne losowe. Proces
eksploatacji systemu mozna opisa¢ jako dwustanowy proces stochastyczny
nazywany procesem alternatywnym. W praktyce zarowno w czasie pracy
jak 1 w trakcie obstugi mozne nastgpi¢ niebezpieczne zdarzenie powodujace
zaktocenie lub przerwanie procesu eksploatacji. Naszym celem jest
zbudowanie stochastycznego modelu procesu eksploatacji
uwzgledniajacego zaklocenie bezpieczenstwa systemu. Model ten pozwala
znalez¢ charakterystyki bezpieczenstwa i niezawodno$ci systemu.
Zaktadamy, ze czasy pracy sa niezaleznymi kopiami nieujemnej zmiennej
losowej ¢ o rozkladzie okreslonym przez dystrybuante F.() natomiast
czasy odnowy (obstugi) sa niezaleznymi kopiami nieujemnej zmiennej
losowej » o dystrybuancie F,().

Przyjmujemy nastgpujace stany systemu:

S, «>1-praca (uzytkowanie) systemu

S, <> 2- odnowa (obstuga) systemu

Sg <> 3- zagrozenie bezpieczenstwa (zdarzenie niebezpieczne,
uszkodzenie)

Bedziemy rozpatrywac trzy modele bezpieczenstwa procesu eksploatacji

1) System w czasie pracy moze ulec uszkodzeniu. Przyjmujemy, ze czas do
niebezpiecznego zdarzenia liczony o chwili rozpoczecia cyklu pracy jest
nieujemng zmienng losowa ¢ o rozkladzie okreslonym przez gestosé

f (). Niebezpieczne zdarzenie (uszkodzenie) powoduje przerwanie

(zakonczenie ) procesu eksploatacji. Mozliwe zmiany standéw systemu
przedstawione s3 na rysunku 1.
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@?

Rys. 1. Graf ilustrujacy prace systemu odnawialnego z niebezpiecznym stanem
pracy.

2) System w czasie obstugi(odnowy) moze ulec uszkodzeniu. Czas do
niebezpiecznego zdarzenia liczony o chwili rozpoczecia cyklu odnowy
jest nieujemng zmienng losowa y o rozktadzie okreslonym przez gestosé

f, (). Niebezpieczne zdarzenie powoduje przerwanie (zakonczenie)

procesu eksploatacji. W tym przypadku mozliwe zmiany standéw systemu
przedstawione sg na rysunku 2.

(s)— (s ©

Rys. 2. Graf elementu z niebezpiecznym stanem odnowy.

3) System zaréwno w czasie pracy jak i w trakcie obstugi moze ulec
uszkodzeniu. Przyjmujemy, ze czas do niebezpiecznego zdarzenia
w trakcie pracy jest nieujemng zmienng losowa ¢ o rozkladzie

okre$lonym przez gestos¢ f_() natomiast czas do niebezpiecznego
zdarzenia w trakcie obslugi jest nieujemng zmienna losowa
o rozktadzie okreSlonym przez gestos¢ f,(-). Niebezpieczne zdarzenie

powoduje przerwanie (zakonczenie ) procesu eksploatacji. Mozliwe
zmiany stanow systemu przedstawione s3 na rysunku 3.

Rys. 3. Graf elementu z niebezpiecznym stanem pracy i stanem odnowy.

Przyjmujemy, ze wszystkie wystepujgce zmienne losowe sg wzajemnie
niezalezne.
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2. Model

Chcgce znalez¢ charakterystyki bezpieczenstwa i niezawodno$ci systemu
skonstruujemy model procesu eksploatacji systemu z zakldceniami
bezpieczenstwa. Przy przyjetych zatozeniach naturalnym modelem moze
by¢ proces semi—markowski
{X(t):t=0} o zbiorze stanow S ={12,3}={S,.S,.Sg} . Chcac zbudowa¢ semi-
markowski model musimy zdefiniowa¢ niezerowe elementy jadra

QM) =[Q;®:i,jes] (1)

Q1) = P{X (7041) = Ji Tnu ~ 70 St X (7) =1}

Zbudujemy model najbardziej ogélny odpowiadajacy grafowi zmian standw
przedstawionemu na rysunku 3. Jadro procesu ma w tym przypadku postac

0 Qp(t) Quz(t)

QM) =[Qu() 0  Qut)|, 2
0 0 Qu)
Na podstawie zatozen otrzymujemy
t
Qua(t) = PEE <t ¢ > &= [[1— F. (]dF: (%), (3)
0
t
Qus(t) = P <t g < &= [[1-F: (01dF, (x) , 4)
0
t
Qu(t) = P{n <ty >y = [[1—F, (01dF, (x), (5)
0
t
Qua(t) = Py <t <1} = [[1— F, ()1dF, (%), (6)
0
Qas(t) =H(t). (7

Przez podstawienie
0 for x<w

_ 8
1A {1 for x=o0 ®)
otrzymujemy model odpowiadajacy grafowi przedstawionemu narys. 1.

Mamy
Quz(t) = [[L-F, (] (x), 9
0

Qua(t) = [[1- F: (01dF, (), (10)
0
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Qu(t) =F, (1), (11)

Qx3(t) =0, 12)
Model, ktory odpowiada rysunkowi 2, otrzymujemy podstawiajac

0 for X<
F()= {1 for x=o (13)
W tym przypadku elementy semi-markowskiego jadra maja postac
Q12 (t) = F§ (t) ) (14)
Qu3(t) =0, (15)
t
Qu(V) = Pln <ty >} = [[1—-F, (IdF, (), (16)
0
t
Qus(t) = Py <t, 7 <n}= [[1—F, (IdF, (x) . (17)
0

3. Charakterystyki bezpieczenstwa i niezawodnosci
Z definicji procesu semi-markowskiego [2], [3] , [5] wynika , zZe ciag
zmiennych losowych {X(z,):n=012,..}, gdzie 7,;n=012,.. sa chwilami
zmian stanéw jest tancuchem Markowa o macierzy prawdopodobienstw
przejs$é

P=[py:i.jeS] o py=P{X(r00) = 1 X(z5) = i} = im Q) (18)
Ciag {X(z,):n=012,..} nazywany jest tancuchem Markowa wlozonym w
proces semi-markowski {X(t):t>0}. W naszym ogélnym modelu macierz P
ma postac

0 P Pus
P=1pPax 0 P2, (19)
0 0 1
gdzie
Pz = Pls > &} = [[L- F, (01 (¥), (20)
0
prs = P{e < &= [[1— F: (01dF, () =1-pz, (21)
0
par = Py > 7} = [[1—F, (1dF, (%), (22)
0

Paa(t) = P{y <7} = [[1—F, ()1dF, () =1 py, (23)
0
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Realizacje procesu semi-markowskiego sg funkcjami przyjmujacymi state
wartosci w przedziatach [z, z,,;) 153 one prawostronnie ciagte.
Funkcja

. o Q)
Fij () =P{z1 —7, <t X(7) =1, X (7,0) = [} = - (24)

i
jest dystrybuantg zmiennej losowej T, oznaczajacej czas trwania stanu i,

gdy nastepnym stanem bedzie stan | . Ze wzoru (24) mamy
Qij (1) = p;Fy (1) - (25)
Funkcja
Gi(t) = P{ 7 — 7 St X (7)) = if= D Q1) (26)

jes
jest dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej T, oznaczajacej czas trwania
stanu i.Zmienna losowaT, czas trwania stanu i bez wzgledu na nastgpny
stan. W naszym modelu
Gi() =Q() +Quz(t),  Ga(t) =Qup(t) +Qaa(t) . G3(t) =Qs3(t) (27)
Bardzo wazng charakterystyka procesu semi-Markowskiego jest czas
pierwszego przejscia ze stanu i do podzbioru A.

Zmienna losowa
Op = W
gdzie
Ap=min{neN: X(z,) e A}

oznacza chwilg pierwszego przybycia procesu semi-Markowa do zbioru
stanéw A.
Funkcja

Dip(t) = POA< | X(0) =i (28)
jest dystrybuanta rozkladu zmiennej losowej ©;, 0Oznaczajgcej czas
pierwszego przejscia ze stanu i do podzbioru stanow A.

Twierdzenie [2]
Dla regularnego procesu semi-Markowa i takiego, Ze
fa=P{Ay<0o|X(0)=i}=1, ieA, (29)
dystrybuanty @,,(t), ieA sq jedynymi rozwigzaniami uktadu rownan
catkowych
t
Diat) = > Q)+ D[ Dyat=x)dQy (x), T e A (30)

jeA keS o
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Stosujac przeksztatcenie Laplace-Stieltjesa otrzymujemy uktad réwnan
liniowych
#a(8) = 2 T () + 2 ha()Tik(s), e A (31)

jeA keA'

gdzie niewiadomymi sg transformaty
hin(s) = [e1d0i ().
0

Ten uktad rownan w zapisie macierzowym ma postac
(1 =G (s)) @a(s) =D(s), (32)
gdzie
I=[5:i,je AL qa(s)=[Gy(s):i,jeAl

G (s) = [e™dQ; ()
0
sg macierzami kwadratowymi, natomiast

.
Pn(s)=[Gia(s):ie AT, Db(s) ={Z gjj(s):ie A}
jeA
s jednokolumnowymi macierzami transformat
W rozpatrywanym modelu mamy: A'={1,2}, A={3},

10 ~ 0 012(s) ~ 013(8) ~ 013(8)
= : ()=~ , (s)=|_ , b(s)=] _ )
{O J () |:q21(s) 0 } ox () {‘st(s)} ) {%3(5)}

W tym przypadku rozwigzanie rownania (32) ma postac

¢ = G3(S) + Gr2(8)dp3(8) .
913(8) 1-0,,(8)dp4(s) (33)
(523(5) — 523(5) + 521(3)513(5) (34)

1-04,(5)G24(5)
W szczegolnosci dla model 1 (rysunek 1) §,5(s) =0 . Stad

~ _ 513(5) 35
913(5) 1-01,(8)G1(5) (35)
(’[‘,23(3) - M (36)

1-012(5)021(5)
Dla modelu 2 (rysunek 2) @5(s)=0 oraz

~ _ 02(5)G,3(8) 37
P1al®) 1-032(8)G24(5) ( )
Boals) - —2) (38)

1-0y2(5)021(s)
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Funkcja ¢,5(s) jest transformatg Laplace’a gestosci rozktadu zmiennej
losowej ©,, oznaczajacej czas do chwili zaj$cia zdarzenia niebezpiecznego
w procesie eksploatacji pod warunkiem, ze stanem poczatkowym byt stan 1
(praca). Mozna rowniez powiedzie¢, ze ta zmienna losowa oznacza czas
bezpiecznej eksploatacji systemu. Funkcja ¢,5(s) jest transformata
Laplace’a gestosci rozktadu zmiennej losowej ©,,0znaczajgcej czas do
chwili zaj$cia zdarzenia niebezpiecznego w procesie eksploatacji pod
warunkiem, ze stanem poczatkowym byt stan 2 (odnowa).
Jezeli rozktadem poczatkowym procesu eksploatacji jest wektor p =[p,, p,]
to zmienna losowa
0= P03+ P03 (39)

oznacza czas bezpiecznej eksploatacji albo czas uplywajacy do chwili
zaj$cia zdarzenia niebezpiecznego.
Funkcja

B(t)=P(©®>1), t=0 (40)
nosi nazwe funkcji “przezycia” albo funkcji bezpieczenstwa. Liczba
B(t) oznacza prawdopodobienstwo bezpieczenstwa systemu w chwili t.
Transformata Laplace’a tej funkcji ma postac
1-[P1015(8) + P2Po3(s)] .

S

Znacznie tatwiej mozna znalez¢ warto$¢ oczekiwang rozktadu zmiennych
losowych @©;,,icA. Jezeli warto§¢ oczekiwane zmiennych losowych

B(s) =

T;,i e A’ sa dodatnie I wspoélnie ograniczone oraz f,=1, ieA’, to wartosci
oczekiwane zmiennych losowych ©,,,i<c A" sg rozwigzaniami rownania
(l _PA')GA' = TA' J (41)
gdzie
1=[5;:i,ieA] , Pa=[pjiiien] |
0, =[E@,): ieAT, Ty =[ET):icAT
W naszym przypadku

|10 [0 P = |©O3] = [EM
R L I I !

Rozwiazanie rownania (41) ma postaé

@13 =E(053) = E(Ti)_+ppl;E(T2) (42)
12 P21
O3 = E(0y3) = E(T,) + pnE(M) (43)

1-piobho
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gdzie
E(Ty) = E[min(S,¢)l,  E(T,) = E[min(z, )]
natomiast prawdopodobienstwa p,,, p,; dane sg wzorami (20) i (21). Na
podstawie (39), oczekiwany czas bezpieczenstwa systemu w procesie
eksploatacji jest okreslony wzorem
E(©) = p;E(O13) + p2E(O33) (44)

4. Przyklady

Przyklad 1.

Bedziemy bada¢ model 1, odpowiadajacy grafowi na rysunku 1. Jak wiemy
w tym przypadku proces semi-Markowa bedacy modelem niebezpiecznego
procesu eksploatacji okreslony jest przez jadro postaci
0 Qu(t) Qut)
QW =|Qu® 0 0 (45)
0 0 Qus(t)
Zaktadamy, ze

F ()= 0 dla t<w F ()= 0 dla t<r F ()= 0 dla t<0O
Y1 dla tzw 7Y |1 dla t>r T ¢ |1-e* dla t>0

To oznacza, ze dhugosci przedziatow czaséw pracy systemu oraz dtugosci
przedziatow czasoOw obslugi (odnowy) sa zdeterminowane i wynosza w
oraz r odpowiednio.

Niezerowe elementy macierzy Q(t) we obliczmy korzystajac ze wzorow (9),

(10), (11):

F 0 for t<w
Qo (t) = J;[l_ F.(X)]dF: (x) = {e—ﬂw for t>w' (46)
t At

1-e dla t<w

Ql3(t)—£[1—F§(x)]dF§(x) _{1-e'“v da taw' (47)
0 dla t<r

Q=5 0-{; o 1ot (48)
Qa3(t) =0. (49)
Przyjmujemy réwniez zatozenie ze stanem poczatkowym procesu jest S,

pp=1.
Przy tych zatozeniach macierz prawdopodobienstw przej$s¢ wiozonego
tancucha Markowa  {X(z,):n=0412,..} ma posta¢
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0 P Pis
P={1 0 0|, (50)
0 O 1
gdzie
P2 = eV, P13 =1-e*"

Dystrybuanty czasow trwania standw wyrazaja si¢ wzorami:

1-e”*' dla t
Gl(t)=Q12(t)+Q13(t)={ o e (51)
0 dla t<r
GZ(t):Q“(t):{l dla t>r’ (52)
Warto$ci oczekiwane wynosza
) 1— -AW
E(T) =Elmin(w.e)] ==—— . E()=r (53)

Na podstawie wzoréw (42) i (44) otrzymujemy warto$¢ oczekiwang czasu
bezpiecznej eksploatacji systemu.

w

1

—e* +e M
= E(T1) + poE(T,) A
E(®)=0,3=E(0;) = = 54
(©) =013 =E(0y3) 1= PraPas 1_e AV (54)
Dla
w=16[h], r=8[h], A=0001[}]
obliczamy
E(®) =1496.00[h]
Przyklad 2
Rozwazymy ten semi-markowski model o jadrze
0 Qut) Qu(t)
Q(t)=Qxu(®) O 0 (55)

0 0 Qa(t)
zaktadajac, ze wystgpujace w opisie zmienne losowe maja rozklady
wyktadnicze:
F () =1-e", t>0

F,()=1-e7", t>0,
F.()=1-¢”, t>0
Niezerowe elementy macierzy Q(t) dla  t>0 majag postac

Qu(t)= ﬁ(l_e—(lm)t) ’ Qualt)= ﬁ(l_e—(b-a)t)

Qut)=1-¢""
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Jak poprzedni zaktadamy, ze proces eksploatacji startuje ze stanu

Sy, p,=1. W tym przypadku macierz prawdopodobienstw przejs$¢
wlozonego tancucha Markowa {X(z,):n=012,..} ma posta¢
0 P12 Pis
P=|1 0 0|, (56)
0 O 1
gdzie
A
plz:/1+a’ pl3:/1+a
Dystrybuanty rozktadow czaséw trwania stanow wyrazajg si¢ wzorami:
Gy(t) = Qup(t) +Qua(t) =1—e 1, (57)
G(t) =Qu(t) =1—-e 7" (58)
Warto$ci oczekiwane tych zmiennych losowych wynosza:
BTy =B = E(T)= (59)

Na podstawie (42) i (44) otrzymujemy oczekiwany czas bezpiecznej
eksploatacji sytemu.

1 o
+
5 _ _EM)+pE) _A+ta (A+a)B _a+p (60)
E(©) = O3 = E(O3) = = -
(©) = 0,3 = E(Oy3) T o 5
A+a
Dla
a=[  p=i[l  A=0001[}]
16 hd 8 hd h
obliczamy

E(®) =1500.00[h]
Przypomnijmy, ze funkcja
di3(s)
1-012(5)021(5)
jest transformata Laplace’a gestoSci rozkladu zmiennej losowej Oy
oznaczajacej czas bezpiecznej eksploatacji sytemu, gdy Stanem
poczatkowym jest 1. W tym przypadku

P13(8) =

_ _ _ )
S)= S) = S)=—~_"_
012(8) A U13(8) A 021(S) s+ 3
A
= _ s+A+a _ A(s + )
P13(s) = (2] B s?2 4+ (a+B+A)s+AB

S+A+a s+

Gesto$¢ rozktadu czasu bezpiecznej eksploatacji sytemu otrzymamy jako
transformate odwrotng .
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Dla tych samych wartosci liczbowych parametrow «, g, A otrzymujemy
@13(t) = 0.01 (0.357652 e01999°% | 0,0642348 00002468y > (61)

Funkcje bezpieczenstwa systemu uzyskamy jako transformate odwrotng
funkcji

B(s) = 170 (62)
W rozwazanym tu przypadku otrzymujemy

B(t) = 0.01873 e 0190954 | 098197 00065468t~ ¢ (63)
5. Whioski

Teoria procesdéw  semi-Markowa jest wygodna i przydatna do opisu
1 analizy matematycznej bezpieczenstwa 1 niezawodnoSci systemow
funkcjonujacych losowo w czasie. Charakterystyki procesé6w semi-
markowskich sa interpretowane jako charakterystyki bezpieczenstwa
proceséw eksploatacji  systeméw. Czas do chwili zaj$cia zdarzenia
niebezpiecznego, gdy stanem poczatkowym jest stan i, jest zmienng losowg
®;, 0znaczajacg czas pierwszego przejscia procesu semi-markowa ze stanu

i do podzbioru stanow a. Teoria proceséw semi-markowskich pozwala
znalez¢ rozklad tej zmiennej losowej oraz jej parametry. Konstruujac
modele semi-markowskie nalezy pamigta¢ Ze proces semi-markowa moze
stanowi¢ przyblizony model funkcjonowania systemu tylko wtedy, gdy
zatozenia wynikajace z definicji 1 wlasno$ci procesu semi-markowa s3
Spetnione przez rzeczywisty systemy.
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