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Backtesting Value at Risk Models

1. Wstep

Metoda Warto$ci Narazonej na Strate VaR (Value-at-Risk) znajduje zastoso-
wanie nie tylko w praktyce bankowej, ale rowniez w innych obszarach wymagaja-
cych oszacowania ryzyka i efektywnego nim zarzadzania. Do sukcesu tej metody
w duzym stopniu przyczynilo sie opublikowanie i upowszechnienie przez jeden
z najwiekszych bankéw inwestycyjnych JP Morgan wlasnego systemu analizy
i zarzadzania ryzykiem RiskMetrics, opartego wlasnie na metodologii VaR. W chwili
obecnej bank JP Morgan udostepnia kilka wariantow podstawowego systemu,
lepiej przystosowanych do konkretnych dziedzin (np. CreditMetrics). Powyzsze
cechy metody VaR znalazly odzwierciedlenie w dyrektywie Bazylejskiego Komitetu
do spraw Nadzoru Bankowego rekomendujacej metode VaR jako dopuszczalng
metode pomiaru ryzyka finansowego w dziatalno$ci bankowej.

Idea metody VaR polega na obliczeniu tzw. potencjalnej straty portfela.
W jej wyniku otrzymuje sie poziom straty portfela, ktéry moze by¢ wyrazony
w jednostkach pienieznych, przy czym straty wyzsze od obliczonej moga sie po-
jawié z prawdopodobiefistwem nie wiekszym niz okre§lona poczatkowo warto$é
— zwykle jest to 1% lub 5%, co przedstawia rysunek 1.

* Wydzial Zarzadzania, Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie
** Wydzial Elektrotechniki, Automatyki, Informatyki i Elektroniki, Akademia Goérniczo-Hutnicza
w Krakowie
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Rys. 1. Ilustracja metody VaR

Dyrektywa, o ktérej mowa wyzej, nie preferuje konkretnego modelu VaR
rozumianego jako metoda uzyskiwania rozkladu prawdopodobienstwa zysku/
straty portfela. Banki w tej dziedzinie mogg korzysta¢ z modeli opracowanych
przez swoich ekspertoéw, badz tez oprzec sie na bogatej literaturze przedmiotu.
Dyrektywa ta precyzuje natomiast wymagania stawiane potencjalnym modelom
VaR odnos$nie uzyskiwanych wynikow.

W poprawnie funkcjonujacym modelu VaR w dluzszej perspektywie czasowej
liczba przekroczen poziomu VaR w stosunku do ogoélnej liczby notowan powinna
oscylowa¢ wokdt poziomu zalozonego na wstepie. Znaczne przekroczenie tego
poziomu oznacza w konsekwencji, ze model VaR zaniza poziom ryzyka, i tym sa-
mym nalezy go odrzuci¢ lub zmodyfikowac¢. Z kolei wartosci nizsze od zalozonych
oznaczaja przeszacowanie ryzyka, co prowadzi do nieuzasadnionego podwyzszenia
kosztow zabezpieczenia portfela.

VaR w ujeciu statystycznym jest kwantylem rzedu p rozktadu prawdopodo-
bienistwa prognozowanej stopy zwrotu portfela. Jesli rozklad stop zwrotu aktywoéw
wchodzacych w sklad portfela dobrze opisuje rozklad normalny, to poziom VaR
moze by¢ wyznaczony na podstawie zaleznoSci:

1,65-0, dla p=0,05

1
2,33-0, dlap=o0,01 W

VaR, ={

gdzie o, oznacza odchylenie standardowe rozkladu prawdopodobienistwa prognozowanej
stopy zwrotu portfela w chwili ¢.

2. Testowanie wsteczne
Metody oceny poprawnosci modelu VaR sa bardzo istotnym elementem kaz-

dego systemu zarzadzania ryzykiem finansowym. W literaturze przedmiotu tego
rodzaju analiza nosi nazwe testowania wstecznego [2, 7].
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Do chwili obecnej opracowano wiele testow, ktore mozna zaliczy¢ do kategorii
Ltestowania wstecznego” [1, 3, 5, 6]. W niniejszym artykule skoncentrowano sie na
dwoch z nich — uznawanych za przelomowe w opinii wiekszosci — a mianowicie
na teScie Kupca [8] i te$cie Christoffersena [4]. Celem badan bylo sprawdzenie,
ktory z dwoch modeli (Model bladzenia przypadkowego i Model GARCH) generuje
lepsze prognozy VaR. Wyniki przeprowadzonych eksperyment6w na bazie portfeli
z polskiego rynku finansowego poprzedzone zostaly omoéwieniem matematycznych
podstaw obydwu testow.

2.1. Test Kupca

Z definicji wynika, Ze przekroczenia poziomu VaR powinny pojawiaé sie
z czestotliwoScia rowna p. Latwo zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo uzyskania
x przekroczen w probce o dlugosci n — przy zalozeniu, ze model jest poprawny
— opisane jest rozkladem dwumianowym i wynosi

pr(x)=(2]px(1—p)n-x (2)

Idea testu Kupca opiera sie statystyce ilorazu wiarygodnosci. Funkcja wiary-
godnoSci przy zalozeniu poprawnos$ci modelu (hipoteza zerowa) ma postacé:

L,=p*Q-py= (3)
W wypadku hipotezy alternatywnej funkcja wiarygodnosci wynosi
L,=p(a-py—= 4)
gdzie p=x/n.
Statystyke oparta na ilorazie wiarygodno$ci mozna zatem zapisaé¢ w postaci
LR, =2[logL, -logL, | (5)

Latwo udowodnié, ze zdefiniowana wyzej statystyka ma asymptotycznie roz-
klad x? z jednym stopniem swobody. Hipoteze zerowa odrzuca sie, jesli warto$é
tej statystyki przekroczy poziom krytyczny rozkladu y2 (1).

2.2. Test Christoffersena

Test Kupca pozwala oszacowadé, czy liczba przekroczen poziomu VaR znaj-
duje sie w dopuszczalnym przedziale. Wyniki tego testu nic jednak nie mowig
o rozkladzie w czasie kolejnych przekroczen. W poprawnie funkcjonujacym modelu
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przekroczenia poziomu VaR powinny mie¢ charakter losowy, tj. nastepowac nieza-
leznie od siebie. Brak niezalezno$ci, objawiajacy sie czesto nadmierna koncentracja
przekroczen na pewnym odcinku czasu i jednoczes$nie nadmiernym rozproszeniem
na innym odcinku — oznacza, ze model VaR niezbyt dobrze odwzorowuje cechy
analizowanego procesu. Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze brak niezaleznos$ci nie
oznacza automatycznie, iz model nie bedzie spelial kryterium Kupca. Te dwie
cechy sa do pewnego stopnia niezalezne.

Zaproponowany przez Christoffersena test niezalezno$ci przekroczen opiera
sie rowniez na ilorazie wiarygodnosci. Jesli I, oznacza zmienng losowa okres$lona
wzorem:

I

t

_J1 dlaR,, <-VaR,(p)
+1 0 w p.p. (6)

gdzie R,,, oznacza stope zwrotu portfela w okresie t+1,

t+1

to przy zalozeniu niezaleznoéci kolejnych przekroczen zmienne losowe I, sa réwniez
niezalezne i maja rozklad dwumianowy o warto$ci oczekiwanej p.

Hipoteze alternatywna mozna sformulowaé na wiele réznych sposobow. P.F.
Christoffersen jako alternatywe przyjat proces Markowa pierwszego rzedu. Jesli
{L} jest procesem Markowa, to prawdopodobienistwa przejscia pr(l,,,|I,) opisane
sa nastepujaca macierza przejsé:

[1 Ty Ty } (7)
1-n, m,
gdzie 7, = pr(l,,, = j|I,= 1).

Funkcja wiarygodnosci hipotezy alternatywnej przyjmuje zatem postaé

LA = (1 T, )Too Tc01T01 (1 -, )TIO nuTu (8)

gdzie T;; oznacza liczbe przej$c ze stanu i do stanu j,

T

T — 01
T T (9)
T,
— 11 (10)

nn - T T
10 Ty

Przy zalozeniu hipotezy zerowej przekroczenia poziomu VaR powinny mieé
stala warunkowa $rednia, co implikuje:

Ty =Ty =P (11)
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Funkcje wiarygodnoéci w tym przypadku mozna zapisac
Lo = (1_p)Too+T10 me"’Tu (12)

a statystyka oparta na ilorazie wiarygodno$ci ma postac
LR,y =2[logL, ~logL, ] (13)

Podobnie jak w wypadku testu Kupca, rozklad statystyki LR, , jest zbiezny do
rozktadu y? z jednym stopniem swobody.

3. Wyniki badan

Ponizej podjeto probe oceny dwdch modeli VaR. Pierwszym z nich byl to
klasyczny model bladzenia przypadkowego. Formalnie rzecz biorac za pomoca
modelu bladzenia przypadkowego opisuje sie szereg warto$ci portfela w kolejnych
chwilach czasu. Poniewaz szereg stop zwrotu jest jego pochodng, wiec uzycie tego
terminu wydaje sie przynajmniej cze$ciowo uzasadnione

Y, =C+g (14)

gdzie:
y, — logarytmiczna stopa zwrotu portfela w chwili ,
g, — ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie normalnym i odchyleniu
standardowym o, niezmiennym w czasie.

W drugim modelu dopuszczono zmienno$¢ warunkowej wariancji procesu
zgodnie z modelem GARCH

c2=xk+Go?, +Ae, (15)

Poréwnanie modelu ze stala i zmienng warunkowa wariancja pozwolilo na
zbadanie, czy uwzglednienie zmienno$ci warunkowej wariancji wplywa na jakosé
prognozy VaR. Badania przeprowadzono na grupie portfeli z polskiego rynku fi-
nansowego. Pod uwage wzieto: portfele walutowe: EUR/PLN i USD/PLN, portfele
akeyjne: WIG i WIG 20 oraz portfele funduszy inwestycyjnych: NFIo1 i NFo1.

Dhugo$c¢ probki wahala sie od 1893 notowan w wypadku szeregu EUR/PLN
do 3404 notowan w wypadku szeregu USD/PLN. Obliczenia przeprowadzono
dla dziennych stop zwrotu kazdego portfela. Do estymacji parametréw uzyto 250
poczatkowych stop zwrotu. Dla modelu bladzenia przypadkowego (RW) oszaco-
wanie parametrow sprowadzalo sie do obliczenia odchylenia standardowego. Aby
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uzyskac lepsze dopasowanie modelu do danych, procedure estymacji parame-
trow powtarzano co 25 dni. Nastepnie na podstawie wzoru (1) (tj. przy zalozeniu
normalno$ci rozkladéow) obliczono jednodniowe prognozy VaR dla wszystkich
pozostalych dni.

Ostatnim krokiem bylo obliczenie wartoéci statystyk Kupca i Christoffersena
wszystkich portfeli i wszystkich modeli VaR. Oszacowano warto$ci statystyk dla
najczesciej przyjmowanych wartoSci p = 0,051 p = 0,01. Wyniki obliczen zawiera
tabela 1. Przedstawiono w niej wyniki obydwu testow oraz wynik testu lacznego:

LR, =LR,+LR,, (16)
Statystyka LR, ma réwniez rozklad x2, ale z dwoma stopniami swobody.

Tabela 1

Wiyniki testow Kupca i Christoffersena dla 6 portfeli inwestycyjnych
z polskiego rynku finansowego

p =o0,01 p =0,05
Portfel Model IR, | LR,, | LR, | LR, | LR,, | LR,
Random Walk 3,01 8,71 12,62 0,77 17,82 | 18,58

WIG GARCH(1,1) 3,14 1,86 5,00 0,30 16,25 16,55
Random Walk 2,82 0,84 3,66 2,63 1,72 4,35

WIG20 GARCH(1,1) 3,20 0,06 3,26 0,13 1,40 1,53
Random Walk 10,75 2,25 13,00 0,26 1,27 1,53

NFI 1 GARCH(1,1) 11,49 1,03 12,53 1,06 0,37 1,43
Random Walk 12,27 6,58 18,84 0,01 4,48 4,49

NFI 2 GARCH(1,1) 6,14 1,75 7,89 0,09 0,53 0,62
Random Walk 0,01 0,15 0,16 2,69 0,02 2,70

EUR GARCH(1,1) 0,05 0,12 0,17 0,37 0,30 0,66
Random Walk 1,93 0,89 2,82 2,70 4,97 7,67

USD GARCH(1,1) 3,64 3,14 6,78 0,63 1,26 1,89

Zroédlo: opracowanie wlasne.

Analizujac wyniki zawarte w tabeli 1, nalezy stwierdzi¢, ze w wiekszoSci wy-
padkow otrzymane wartosci statystyk sa mniejsze niz wartosci krytyczne rozkladow
x2(1) i x?(2), ktore wynosza odpowiednio: 3,842 i 5,992 przy poziomie istotno$ci
95%. Dla modelu RW i statystyk LR, i LR,,; w 7 przypadkach (na 24 mozliwe)
nastapilo przekroczenie wartoéci krytycznych.
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Model GARCH dla tych samych statystyk daje jedynie 3 przypadki przekro-
czenia wartoSci krytycznej. Podobne wyniki uzyskano dla testu lacznego LR,
W przypadku modelu RW odnotowano 5 przekroczen na ogoélnag liczbe 12, a dla
modelu GARCH - 4 przekroczenia poziomu krytycznego. W praktyce oznacza to,
ze w odniesieniu do wiekszosci portfeli nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej, a tym samym obydwa modele VaR sa poprawne. Z powyzszej analizy
wynika réwniez, ze wyraznie lepsze wyniki uzyskuje sie, stosujac model GARCH
niz RW.

Modele przyjete do analizy nie byly w zaden sposob formalnie dobierane. Nie
ulega watpliwosci, ze w rodzinie GARCH mozna znalez¢é model znacznie lepiej pa-
sujacy do danych niz klasyczny proces GARCH(1,1). Celem badan nie bylo jednak
poszukiwanie najlepszego modelu GARCH dla badanych portfeli, ale weryfikacja
tezy, czy uwzglednienie zmiennosci warunkowej wariancji pozwala w znaczacy
sposob poprawié jako$c prognozy VaR. Z tych powoddw warto spojrze¢ na wyniki
zawarte w tabeli 1 pod innym katem, tj. istotnie jest nieprzekroczenie poziomu
krytycznego, ale dla ktérego modelu uzyskuje sie lepsze (czyli nizsze) wartosci
odpowiednich statystyk. Na laczna liczbe 36 obliczonych wartoéci statystyk jedynie
w 10 przypadkach modele RW dominuja nad modelami GARCH. W rozbiciu na
konkretne statystyki sytuacja ta nie zmienia sie zasadniczo, aczkolwiek pojawiaja
sie pewne charakterystyczne cechy. W wypadku LR, odnotowano 6 przypad-
kéw, kiedy model RW byt lepszy od GARCH i tyle samo przypadkow, kiedy bylo
odwrotnie. Oznacza to, ze obydwa modele jednakowo dobrze prognozuja liczbe
przekroczen poziomu VaR. Gdyby takie wyniki potwierdzily sie dla wiekszej liczby
portfeli, oznaczaloby to, ze model GARCH nie daje istotnych korzysci w katego-
riach kryterium Kupca. Statystyka LR, , potwierdza juz jednak regule, ze modele
GARCH sa lepsze niz RW. Na 12 mozliwych poréwnan jedynie w 2 przypadkach
model RW dawat lepsze wyniki niz GARCH.

Na przykladzie tej statystyki widaé przewage modelu GARCH. Zastosowanie
modelu GARCH nie pozwolilo na uzyskanie wyraznie lepszych wartoSci statystyki
LR, ale dla statystyki LR, , sytuacja jest juz bardziej czytelna. Poniewaz w modelu
RW warunkowa wariancja jest stala, to przewaga modelu GARCH musi wynikaé
z faktu, ze szeregi stop zwrotu nie sa homoskedastyczne, a poziom zmiennosci
warunkowej wariancji jest duzy.

Ze wzgledu na réznorodno$c aktywoédw finansowych wchodzacych w sklad
portfeli warto spojrze¢ na wyniki z tabeli 1 jeszcze z innego punktu widzenia,
a mianowicie: dla ktorych portfeli model GARCH jest lepszy niz RW i odwrotnie?
Liczba analizowanych portfeli w poszczegdlnych kategoriach nie upowaznia, co
prawda, do wysuwania kategorycznych wnioskow, ale nie sposéb nie zauwazy¢,
ze dla portfeli gieldowych (WIG, WIG20) i portfeli funduszy inwestycyjnych
(NFIo1 i NFIo2) model GARCH daje znaczaco lepsze wyniki niz RW. Sytuacja
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portfeli walutowych jest niejednoznaczna — zaden z modeli nie dominuje wyraZnie.
Nalezy podejrzewac, ze jest to wynik badZ niedopasowania modelu GARCH(1,1)
do danych walutowych, badz tez zbyt niskiego stopnia zmienno$ci warunkowej
wariancji w szeregach walutowych.

Reasumujac, wyniki przeprowadzonych badan potwierdzily teze o przewadze
modelu GARCH nad modelem RW w prognozowaniu poziomu VaR. Zaobserwo-
wane prawidlowoéci, mimo iz liczba badanych portfeli nie byla zbyt duza, wydaja
sie zgodne z teoretycznymi przeslankami odno$nie badanych modeli. Nie ulega
watpliwosci, ze przewaga modelu GARCH jest wynikiem efektu zmiennosci warun-
kowej wariancji, obserwowanego na wiekszoSci szeregdéw finansowych. Klasyczny
model RW tego zjawiska nie uwzglednia, stad prognoza VaR uzyskana na jego
podstawie jest nieco gorsza niz na podstawie modelu GARCH.
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