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Algorytm poszukiwania z zabronieniami
dla problemu centralnego drzewa rozpinajacego

1. Wprowadzenie

W wielu dziedzinach zycia poszukujemy rozwiazania problemu, w ktérym nie wszyst-
kie dane sa precyzyjne i z gory znane. W takim przypadku zaczynamy szczegoélnie ceni¢
rozwiazania odporne na zaktocenia danych wejsciowych. Jednym z kryteriéw oceny odpor-
nos$ci rozwigzania jest odleglo$¢ od jeszcze nieznanego (na etapie rozwiazywania, a zalez-
nego od czynnikdéw losowych) rozwiazania optymalnego. Dlatego czgsto poszukuje si¢ roz-
wigzania mozliwie bliskiego wszystkim innym rozwiazaniom (w szczegélnosci bliskie
jeszcze nieznanemu rozwigzaniu optymalnemu) — tak zwanego rozwigzania centralnego.

Koncepcja centralnego drzewa rozpinajacego graf pojawita si¢ po raz pierwszy pracy
[1]. W pracy [2] pokazano, ze problem znalezienia centralnego drzewa nalezy do klasy
probleméw NP-trudnych, a to uzasadnia stosowanie przyblizonych algorytméw heury-
stycznych. Natomiast z pracy [3] wynika, ze dla dowolnego algorytmu mamy gwarancjg, iz
warto$¢ funkcji celu dostarczonego rozwiazania nie bedzie gorsza wigceej niz dwukrotnie
wzgledem warto$ci funkcji celu rozwiazania optymalnego. W pracy [4] przedstawiono za-
chtanny algorytm konstrukcyjny oraz algorytm lokalnych popraw.

2. Problem centralnego drzewa rozpinajacego

Przed zdefiniowaniem problemu centralnego drzewa rozpinajacego (Central Spanning
Tree Problem) wprowadzimy najpierw podstawowe oznaczenia, definicje i miary zgodne
z notacja zawarta we wstepie pracy [S].

Na wejsciu problemu mamy zadany spdjny nieskierowany graf G=(V, E) bedacy pa-
ra: zbioru wierzcholkow V' i zbioru krawedzi E. Analizowany problem polega na znale-
zieniu pewnego drzewa rozpinajacego ten graf. Przestrzenia rozwiazan jest zbior wszyst-
kich mozliwych drzew rozpinajacych graf G, zbidr ten bgdzie dalej oznaczany przez I'(G).
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Znany w teorii jest fakt iz, licznos$¢ zbioru I'(G) zalezy zardwno od struktury grafu G, jak
i od jego rozmiaru. Dla grafu pelnego zachodzi zalezno$¢:

IT@G) =V 'F? 1)

Rozmiar przestrzeni rozwigzan moze wigc rosna¢ wyktadniczo wraz ze wzrostem ilo-
$ci danych wejsciowych. Poszukiwane drzewo rozpinajace ma by¢ centralnym drzewem,
a wigc takim, ktore znajduje si¢ mozliwie blisko centrum przestrzeni rozwiazan. Oznacza
to, ze maksymalna odlegtos¢ od pozostaltych drzew powinna by¢ jak najmniejsza, we-
dlug danej miary odlegtoéci. W literaturze [2, 4] miara odlegtosci pomigdzy drzewami
1}, T, € I'(G) rozpigtymi na grafie G przyjmuje postac:

Dist(Ty ) = 5| (E() UET)\ () N E(T)) )

gdzie E(T) oznacza zbior krawedzi drzewa T € T'(G). W literaturze [6, 4] spotyka sig takze
réwnowazny opis powyzszej miary w bardziej przystepnej postaci:

Dist(T;. T,) 4 E(T)\E(Ty) | 3)

Dla ustalonego drzewa T € I'(G) mozna wyznaczy¢, w czasie wielomianowym wzgle-
dem danych wejsciowych, drzewo T € I'(G), ktdre jest mozliwie najdalej potozone w prze-
strzeni rozwiazan w sensie miary opisanej wzorami (2), (3);

Te arg max Dist(T,T") 4
T'el(G)

W celu wyznaczenia drzewa T e I'(G) nalezy nada¢ krawedziom drzewa T wagi 1,
a pozostatym wagi 0. Nastepnie nalezy wyznaczy¢ minimalnokosztowe drzewo rozpinajace
wedtug algorytmow podanych w pracach [7, 8]. Laczna suma wag krawedzi tak otrzymane-
go drzewa jest doktadnie odlegloscia pomigdzy tymi drzewami. Dystans pomigdzy danym
drzewem T € T'(G) i drzewem od niego najbardziej oddalonym Te I'(G) bedziemy ozna-
czaé przez:

A(T) = Dist(T,T)= max Dist(T,T") 5)
Tel(G)
Problem centralnego drzewa rozpinajacego graf G sprowadza si¢ do znalezienia takie-

go rozwiazania, dla ktorego dystans do drzewa najdalej od niego potozonego jest mozliwie
najmniejszy:

T ecarg min A(T)=arg min max |ET)\ET")] (6)
Tel(G) TeT(G)T el(G)
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3. Algorytm tabu

Prezentowany w pracy algorytm, oparty na ogolnej idei poszukiwania z zabronienia-
mi, bedziemy dalej oznacza¢ CSTTS (Central Spanning Tree Taboo Search). Bazuje on na
idei przedstawionej w pracach [9, 10]. Poszczegdlne elementy bazowe proponowanego al-
gorytmu opisane sa szczegélowo w ponizszych rozdziatach.

3.1. Sasiedztwo

Zmienna decyzyjna w rozpatrywanym problemie jest drzewo T rozpigte na spojnym
nieskierowanym grafie G. W wyniku przeszukiwania przestrzeni rozwigzan chcemy prze-
glada¢ drzewa lezace mozliwie blisko biezacego rozwiazania w sensie pewnej miary. Kry-
terium oceny rozwiazania stosuje miarg (2), (3) odleglosci pomigdzy drzewami, dlatego
jako sasiedztwo N(T) biezacego rozwiazania T przyjmujemy zbior wszystkich drzew rozpi-
najacych graf G, dla ktorych odleglosé (w sensie tych miar) wynosi doktadnie jeden:

NT)={T'eT(G):|EM\ET"|=1} @)
Liczno$¢ sasiedztwa N(T) moze by¢ ograniczona od gory przez wielomian:
INT)EO(ENV ] ®)

W badaniach wstgpnych analizowane byly rowniez inne rodzaje sasiedztw w szczegdl-
nosci bedace podzbiorami sasiedztwa (7). Z analizy wstgpnych rezultatow wynika, ze algo-
rytm wyposazony w sasiedztwo prezentowane w niniejszej pracy byt algorytmem najszyb-
ciej zbieznym, tzn. najszybciej osiagajacy optymalne rozwigzania. Tylko ten algorytm jest
prezentowany w biezacej pracy.

3.2. Lista tabu

Z definicji sasiedztwa wynika, Ze pojedynczy ruch oznaczany (e, s) w algoryt-
mie CSTTS, transformujacy drzewo T1 w drzewo T2e€ N(T1), polega na usunigciu pew-
nej krawedzi e€ E(T1) z drzewa T1 i zastapieniu jej krawedzia se E\E(T1) taka, Ze
V,E(T)\{e}u{s})e I'(G). W algorytmie sa dwie listy tabu, na pierwszej z nich eLT zapi-
sywane sg usuwane krawedzie, a na drugiej z nich sLT krawedzie dodawane. Obydwie listy
maja skonczona dtugosé 1 pamigtaja odpowiednio eLTN i sTLN ostatnio dodanych do nich
elementéw. Ruch (e, s) uwazany jest za tabu, jezeli usuwana krawedz e znajduje si¢ na liscie
SLT 1lub jezeli dodawana krawedz s znajduje si¢ na liscie eLT.

3.3. Rozwigzanie startowe i dodatkowe techniki dywersyfikacji

Rozwiazanie startowe algorytmu jest pseudolosowym drzewem rozpinajacym graf G.
W algorytmie zastosowano takze metode dywersyfikacji poszukiwan rozwiazan. Polega
ona na restarcie algorytmu w przypadku stagnacji obliczen. Jezeli algorytm przez okreslong
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liczbe iteracji nie poprawil rozwiazania, to nastgpuje zastapienie biezacego rozwiazania
pseudolosowym drzewem. Liczba jatowych iteracji, po ktorej nastgpuje opisany mecha-
nizm dywersyfikacji, nazywana jest restart.

4. Badania numeryczne

Wszystkie prezentowane wyniki badan w szczeg6lno$ci czasy pracy algorytmow
uzyskane byly na komputerze klasy PC wyposazonym w procesor Core2Duo E6750 2,66
GHz, 4 GB pamigci RAM, pracujacym w systemie Windows 7. Algorytmy zaprogramowa-
ne zostaly jako jednowatkowe w $rodowisku DEV C++ 4.9.9.1.

Badania numeryczne przeprowadzone zostaly na wyjatkowo trudnych 100 przykta-
dach. Przyktady te stworzone zostaly na podstawie idei zaproponowanej w pracy [11].
Przyktady podzielone sg na 10 grup oznaczanych rzymskimi liczbami I-X. W ramach danej
grupy grafy posiadaja jednakowa liczbg wierzcholkow oraz krawgdzi. Liczba wierzchot-
kéw zmienia si¢ linowo od 10 do 100, a liczba krawedzi zmienia sig¢ od 24 do 1374. Przy-
ktady te charakteryzuja si¢ duza liczba szerokich miniméw lokalnych oraz jednym mini-
mum globalnym. Ponadto ze wzgledu na ich charakterystyczna budowg znane sg rozwiaza-
nia optymalne, co ulatwia oceng efektywnosci badanego algorytmu. Instancje przykladow
w ramach pojedynczej grupy opisuja de facto ten sam graf, lecz inaczej sa etykietowane
wierzchotki i w innej kolejnosci zapisane sa kolejne wezty 1 krawedzie w danych wejscio-
wych grafu.

W celu praktycznej oceny trudnosci testowanych przyktadéw oraz stworzenia punktu
odniesienia dla czasu pracy algorytm CSTTS zostal stworzony model programowania linio-
wego, a nastgpnie rozwiazany przy pomocy pakietu IBM ILOG OPL v6.3. Czas pracy pa-
kietu dla poszczegdlnych grup przedstawiony zostal w tabeli 1.

Tabela 1
Czas pracy pakietu ILOG OPL dla poszczegdlnych grup instancji
Grupa Rozmiar Minimalny Sredni Maksymalny czas
(vl [E] czas [s] czas [s] [s]

I (10, 24) 0,09 0,10 0,12
I (20, 74) 0,21 0,35 0,68
I (30, 149) 0,73 1,56 2,83
0% (40, 249) 2,54 8,46 15,78
v (50, 374) 13,72 44,77 130,21
VI (60, 524) 55,78 227,96 572,05
VII (70, 699) 408,69 1231,55 3965,62
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Nastepnie dla kazdego z przyktadéw uruchomiony zostat algorytm CSTTS. Parametry,
przy ktérych proponowany algorytm osiagna rozwiazania optymalne, przy mozliwie naj-
krotszym czasie dziatania, to: liczba iteracji = 1000, restart = 400, eLT = 0, sLT = 10.
W tabeli 2 przedstawiony zostat $redni czas pracy algorytmu CSTTS, oraz $redni czas, po
jakim algorytm osiagal rozwiazanie optymalne.

Tabela 2

Czas pracy algorytmu CSTTS (liczba iteracji = 1000, restart = 400, eLT = 0, sLT = 10)
dla poszczego6lnych grup instancji

Grupa Rozmiar Sredni czas osiagniecia Sredni
(Vl, [ED opt. [s] czas pracy [s]
I (10, 24) 0,01 0,03
Il (20, 74) 0,01 0,26
11 (30, 149) 0,09 0,93
v (40, 249) 0,25 227
A% (50, 374) 1,04 4,87
VI (60, 524) 2,03 9,21
VII (70, 699) 3,08 15,16
VIII (80, 899) 9,09 25,09
X (90, 1124) 14,56 36,18
X (100,1374) 32,90 56,40

Przyktadowe dwa przebiegi dla tego samego przyktadu z X grupy przedstawione sa na
rysunkach 11 2. Rysunek 1 przedstawia przebieg algorytmu z doswiadczalnie dobrana moz-
liwie najlepsza dlugoscia list tabu. Dtugo$¢ listy tabu jest na tyle duza, by algorytm nie
wpadatl w cykle i jednoczesnie na tyle mata, by zbyt szybko nie opuszczat szerokich pta-
skich miniméw w przestrzeni rozwigzan. Nie jest to typowy przebieg algorytmu opartego
na technice poszukiwania z zabronieniami. Ksztalt owego przebiegu zdeterminowany jest
przez nietypowy i zarazem bardzo trudny krajobraz przestrzeni rozwiazan. Dlatego na ry-
sunku 2 zaprezentowany zostat takze przebieg algorytmu dla wigkszych dtugosci listy tabu.
Zwigkszenie dlugosci listy tabu spowodowato, iz charakter zmiany wartosci funkcji celu
wzorcowo odpowiada idei poszukiwania z zabronieniami. Zwigkszenie dtugosci list tabu
powodowato jednak wyrazny spadek wydajnosci algorytmu, mierzony jako $redni btad od
rozwigzan optymalnych w sensie réznicy wartosci funkcji celu. Podobnie stosowanie
dwoch list tabu (jednej zabraniajacej usuwania, a drugiej dodawania krawgdzi do drzewa)
powodowato spadek efektywnosci algorytmu. Ostatecznie najlepsza strategia tabu okazata
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si¢ technika zabronien dodawania krawedzi, ktore byty usunigte w ostatnich 10 iteracjach
pracy algorytmu, przy jednoczesnym catkowitym wylaczeniu zabronien usuwania krawe-
dzi (eLTN = 0, sLTN = 10).
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Rys. 1. Przebieg algorytmu CSTTS dla jednego przyktadu z 10 grupy, wysterowanie algorytmu:
liczba iteracji = 1000, restart = 400, eLT =0, sLT = 10
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Rys. 2. Przebieg algorytmu CSTTS dla jednego przyktadu z 10 grupy, wysterowanie algorytmu:
liczba iteracji = 1000, restart = 400, eLT =20, sLT =0

Oczywiscie jak w kazdym algorytmie popraw czas pracy algorytmu mozna skracaé
kosztem jakosci uzyskiwanych rozwiazan. Na rysunku 3 przedstawiona zostala zalezno$¢
sredniej jakosci uzyskiwanych rozwiazan wzgledem ilo§ci wykonanych przez algorytm ite-
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racji. Przy ustalonej liczbie iteracji, dla kazdego z przyktadow policzony zostat & wzgledny
blad uzyskanego rozwiazania A(7) zgodnie z wzorem:

AT)-AT)

§=100%- -
AT)

)

a nastgpnie na wykresie zaznaczono 9 jego $rednig wartos¢ z wszystkich 100 instancji
testowych.
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Rys. 3. Zalezno$¢ $redniego bledu rozwiazan algorytmu CSTTS
w zaleznos$ci od wykonanych iteracji dla ustawien restart = 400, eLT = 0, sLT = 10

W przyktadach testowych, niezaleznie od wielkosci instancji, $redni btad losowych
rozwiazan utrzymywal si¢ na poziomie 85%. Zgodnie z intuicja najwigksza poprawa roz-
wiazan nast¢gpowata w poczatkowej fazie pracy algorytmu. Dla 1000 iteracji algorytm osia-
ga optymalne rozwiazania we wszystkich 100 testowanych instancjach.

5. Podsumowanie

Zaproponowany w pracy algorytm CSTTS bazujacy na schemacie poszukiwania
z zabronieniami wykazuje si¢ bardzo duza skutecznos$cia dziatania. Dla prezentowanych
przyktadow osiagat on zawsze optymalne rozwiazanie w czasie krotszym niz jedna minuta.
Dla innych przyktadoéw, nieprezentowanych w pracy, ktore tylko udato si¢ rozwiaza¢ opty-
malnie przez pakiet ILOG OPL v6.3 w ciagu kilkudziesigciu godzin, algorytm CSTTS row-
niez znajdowat optimum w co najwyzej kilkadziesiat sekund.

Prezentowany algorytm tatwo mozna zmodyfikowa¢ dla bardziej ogdlnego problemu,
jakim jest znajdowanie minimalnokosztowego odpornego drzewa rozpinajacego z prze-
dzialowymi obcigzeniami krawedzi (min-max regret minimum spanning tree with interval
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data). Wstepne badania wykazuja, ze jest on wtedy bardziej wydajny niz inne literaturowe
algorytmy dedykowane temu problemowi.

Badania finansowane przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyziszego, grant nr

N N206 492938.
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