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Henryk Gorecki*

Analityczne wyznaczanie ekstremow i zer
rownan rozniczkowych n-tego rzedu

1. Rozwazania ogodlne

Rozwazmy réownanie

Px,, s
ad?

z warunkami poczatkowymi
x(0) =1, 30) = 2PO0) = ¢

Rownanie charakterystyczne dla rownania (1) ma postac:

+a2ﬂ+a3x=0
dt

s3+a1s2+a2s+a320
Oznaczmy pierwiastki tego rownania przez sy, ,, S3.
Rozwiazanie rownania (1) mozna zapisa¢ nastgpujaco:
x(f) = 4"V + 4,2 + A"

a p-ta pochodna wynosi

x(P) (1) = Asf e’ + AysBe’ + AgsPe’d, p=1,2,...

Wsptoczynniki 4;, i = 1, 2, 3 sa rdowne

o35y +53)Cy + 5,83 |

(s1=52)(s1 = 53)

A

_ 3= (s3+s1)ep +5351¢

(52 =53)(s2 —51)

_c3— (51 +52)cp +5152¢1
(s3—51)(53—52)
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Z réwnan (4) oraz (5) przy p = 1, 2 otrzymujemy formuty na e'l’, €2’ i '3, ktore po
wymnozeniu stronami i uwzglednieniu wzoréw Viete’a, ze

ay=—(s+syt53), ay=515F 851535283, a3=—51553
daja nastgpujaca zalezno$¢
2 2
a32x2 "+ 2a2a3x(1) O[x(0)]" + (a1 az+ a% )[x(l) (t):l x(t)+
3 2
+aay—a3)[ 200 [ +(@ay +3a3)x@ O0xO Ox) + @@ O [+ +

+ay [x(z) (f)]2 x(t)+ (a12 +a, )x(z) ®) [x(]) (t)]2 +2aq4 [x(z) (t):|2 Py 0+ |:x(2) (t):|3 = (7
=e {a32613 +2a5a3 ¢ (¢ )2 + (a1a3 + a% )c%cl +(qay —az )cg +

+(aay +3az)czcr0 + a3c3c12 + azc32c1 + (a12 +a, )c3c% + 2a1c32c2 + 633}

W celu obliczenia kiedy x(¢) przyjmuje warto$¢ zero, uporzadkujemy zaleznos¢ (7)
wedtug poteg x(?):

a3 [xf + (2a2a3x(1) () +ajazx? (t))[x(t)]2 +
+ |:(a1a3 + a% )[x(l) (t):l2 +(aqay +3as )x(z) (t)x(l) ®)+ay I:x(z) (t):l2 ] x(t)+
+|:(a]a2 —as )[x(l) (t):l3 + (a12 +a, )x(z) (t)[x(l) (t)]2 +
(®)
+2a I:x(z) (t)]2 x® "+ I:x(z) (t):l3 :| =e M {a32c13 +(2ayazcy +ajazcs) 6‘12 +
+[(ala3 + a% )c% +(aqay +3a3)czcy + a2c32 ] o+

+[(a1a2 —az )cg + (a12 +a, )c3c% + 2alc32c2 + c33 ]}
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Rownania (8) mozna zapisa¢ w nast¢pujacej postaci, przy x@ = 0:

[T {[ x T X0 [ x T
x — | +| 2003 +—+mmaz | —| +
L@ BT B

[ PFORE O

X
+ (a1a3+a§) x(—z) +(6ﬁﬂ2+3ﬂ3)|\@}+d2 ﬁ-’-

- 13 12
@ @ @

X X X
+ (01612—03) x(—z) +(a12+a2)|:x(—2) +261]x(—2)+1 =

3 2
_ c c c
=e “1tc§ a% 2+ 2a2a3—2+a1a3 hd )
a3 ] ]

2
c c
+ (a1a3+a%) L +(qay +3a3) 2 +ay |[ L+
a3 a3 a3

€))

C
Jornmf2

3 2
J +(a12+a2)(z—2] +2alc—2+1

3 ]

Roéwnania zaleznosci od wspolczynnikow a;, a,, az po obu stronach (9) sa identyczne.
Oznaczmy przez

S (10)
@

(1)

X Cy

r__2._ 11
N (11)

Rownanie (9) mozna teraz zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

3
{[x(z)] —e e }{a%zﬁ +(2aya3v+ajaz )u® + [(ala3 +a3 )v +a, ]u +

(12)

+|:(ala2 —az )V’ +(a12 +a2)v2 +2a1v+1:|}: 0
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Przy poszukiwaniu ekstremum kladziemy, w réwnaniu (12), v = 0, wtedy réwnanie to
upraszcza si¢ do postaci

3
{[xm] _e—alzecg}{agf +ayag® +au+1} =0 (13)

Natomiast przy poszukiwaniu zer, ktadziemy w réwnaniu (12), # = 0 i rownanie to
przybiera postac

{[X(Z) :|3 —e Ml e3 }{(“1“2 —ay )V’ "‘(“12 + az)vz +2a1v+1} =0 (14)

Znajdujemy teraz zwiazek migdzy zerami rownania
a2u3+a1a3u2+a2u+ 1=0 (15)

a pierwiastkami réwnania charakterystycznego (3).
Niech
u=—2 (16)

3a§

Roéwnanie (15), przy tym podstawieniu, jest nastgpujace

a a

y+1=0 (17)
303 3

y+
as

Podobnie, kladac w réwnaniu (3)
s=3ayz (18)

otrzymujemy, po podzieleniu przez a; # 0, rOwnanie

P B . A ) (19)
3a3 3

Roéwnania (17) i1 (19) sa identyczne, zatem

y=z czyli Yagu®=—= (20)

ey
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Ostatecznie zatem

czyli

M) _a_Si o3

- ’

Py o a

A wiec
x(t,) ¢ 1
x(T(te) G _E
x(t,) g 1
X (t.) g 5153

x(t,) q_ 1
X t.) ¢3 5152

Roéwnania (23) pozwalaja na wyznaczenie ekstremum rozwigzania
x(t) = A’ + Aye®0 + Aze™0

Z (23) otrzymujemy nastgpujace zwiazki
Sp83x(t, )+ «® (t,)=0
s183x(t,) + x? t,)=0
s15,x(t,) + x?@ (t.,)=0

W celu znalezienia zer rozwiazania (24) rozwazymy réwananie (25)
(a0, —a3)v3 +(a12 +a2)v2 +2a;v+1=0

W pracy [1] udowodniono, ze pierwiastkami réwnania

87 + 8a1r2 + 2ay +2a)r+aja, —az; =0
sa:
$1 +S2 1 +S3 S2+S3
}'31 = 5 }"2 = 5 h =—

2 2 3 2

gdzie sy, 55, 53 sa pierwiastkami réwnania (3).

@1

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

27)
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Ktadac 2r = p, otrzymujemy réwnanie
p3+2a1p2+(a2+a12)p+(a1a2—a3)=0 (28)

ktorego pierwiastkami sa
PL=S1F8, pa=stss, p3=sts; (29)

Potzémy teraz

p=- (30)

wtedy otrzymamy roéwnanie
(alaz—a3)v3+(a2 +a12)v+2a1v+1=0 €2y
ktorego pierwiastkami sa

1 1 1
V1 = , V V3 =
$1 +S2 So +S3

= ; (32)
$1 +S3

Uwzgledniajac zaleznosci (32) w (11), otrzymujemy, ze

D) e 1
X(z) (te) C3 N + S

x(l)(te) _&_ 1
x(z) ([e) C3 S + §3

(33)

x(])(te) _&_ 1
x(z) (te) 3 S tS3

Rownania (33) pozwalaja na wyznaczenie czasow £
D) (51 +52) =P 19)
x(]) (to)(S] +S3) :X(z) (to) (34)

0 (19) (s, +53) =2 (19)



Analityczne wyznaczanie ekstremow i zer robwnan rézniczkowych n-tego rzedu 281

2. Extrema rozwiazania x(¢) okreslonego wzorami (4) i (6)
Zatozenia:

xXt)=0, oraz ¢, =xM0)=0 (35)

Uwzgledniajac w zaleznosciach (4) o (6) zwiazki (23), otrzymujemy

o Cy + 515-C
e(52783)e — ©3 7017201 przy czym c3 +sp53¢; =0 (36)
C3 + S1S3C1
eliminujac ¢
e(52783)er — I B/ P ) S R R 1 (37)

—$283 + $183 §1—83 S

zatem ¢,; = 0 przy s, # 53

_ C3 + 8583C
e(537s1ley — ©3 7929341 przy czym cz +s351¢; =0 (38)
3 + 581
eliminujac ¢
- —853851 +8783 SH»—S3 S
o3y _ TS351 75253 52783 S _ g (39)

—5351 +S2S1 Sp—81 83

czyli t,, = 0 przy s3 # 5,

_ c3 +838C
172y = BT gy czym c3+5185,¢ =0 (40)
C3 +535,C1
zatem
_ —818) + 851853 S3—8
i)ty _ TS12TS153 53751 S2 g (41)

—S1Sp +8385, S3—8 §

czyli t,3 = 0 przy s; # 5,

Ostatecznie zatem otrzymaliSmy warunki dostateczne na nieistnienie ekstreméw poza
t, = 0 przy c, = 0 oraz c3 +s,53¢; = 0, lub 3 +s35;¢; = 0, lub c3 +s15,¢; = 0.

Niech s, =—1, 5, =2, 53 = -3. Wtedy przy ¢, = 0 mamy, ze c3 = —6¢; lub ¢c; = —4c; lub
c3 = —2c¢y, przyjmujac na przyklad c¢; = 1, otrzymujemy c; = -6, c; =4, c3 = -2.
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Y7 S S

Rys.1.¢;,=0,¢,=0,c3=-6

3. Zera rozwiazania x(7) okreslonego wzorami (4) i (6)
Zatozenia

x(10)=0, ¢;=x(0)=0 (42)

Wykorzystujac zwiazki (33) i (34) oraz (5) i (6) otrzymujemy nastepujace zaleznosci

s = (1+52)¢ 51=5) 83

1zy c;3 = (5, + $3)C 43
c3—(s,+53)cy 81 —53 52p y ¢3= (52 + 53)¢) (43)

L e R Sht

0.8 f-d--d-meoodeennctoaans

A R e R S

0.6 f---\-4emmmdee o ocbe oo

0.5 Fomm\bomeoodeeoe
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Eliminujac c¢; otrzymujemy

e(sz =s3)lo1 _ 53

(44)
$2
Podobnie z réwnania
(537l _ ca(s3+5)—(s2+53)Cp =53 8 przy c3=(s3+s7)c, (45)
C2 (S3 + Sl) - (S2 + Sl)CZ 52 - S1 52
otrzymujemy
(375Dt _ S (46)
53
oraz
_ s
M =22 przy ey = (s +5,)0 (47)
$1
Natomiast wartos$ci ekstremalne sg rowne
e —c¢c c
X(ty) = 2—13 51 jesli ¢, =0 to x(t,)=-2e (48)
S3C2 - C3 S3
3 —¢c c
X(tyy) =232 jesli ¢ =0 to x(t)=-2e%  (49)

§1Cp —C3 $1

2
5 —cc D o .
X(t,3) = 22 I8 o0l jesli ¢ =0 to x(t,3) = 22 pSles (50)
S2C2 - C3 S2

W przypadku gdy s, rzeczywiste, a s, = 0.+ j, 53 = 0L — j® z rOwnania (44) otrzymu-
jemy

tg201mt, _ oo 51
o2+’ L)
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Rys.3.c;=1,¢,=0,c3=-2

Analiza numeryczna przy s; = —1, s, = -2, s3 = -3 daje
3
tO] = 11’15 przy c¢3 = —502

tgr = %lnﬁi przy c3 =-4c,

fo)3=In2 przy c¢3=-3c,

(52)

W przypadku réwnania czwartego rz¢du trzeba skorzysta¢ z dwu réwnan w rozmai-

tych konfiguracjach.

d*x d’x d*x
g ta g ta
dt dt

+ay;—+aux=0
dr* 3dt 4

z warunkami poczatkowymi
x(0) =ep, 20) =y 1P(0) =3, 10 = ¢y

Rozwiazanie rownania (53)

4
x(t) = ZA,-eS"t

i=1

(33)

(54)

(35)
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a wsploczynniki 4; sa rowne

_Ca- (Sp +53+84)c3 + (5253 + 5584 +5354)Cy —525354¢;

A
(54 =51)(s3 =51)(52 —51)

(56)

A,A5, A4 otrzymuje si¢ przez kolejne zmiany wskaznikow przy s; wedlug schematu:

S4 %S] —> Sr—> S3—> S4% S e

Rys.4.¢; =0, ¢, =1, ¢c; =5, x,=0,1481, 1, = 0,4055

Mamy nastgpujace transformacje, ktorych uzyteczno$¢ zalezy od tego, ktore z warun-
kow poczatkowych sa rowne zeru, oraz od tego czy obliczamy punkty ekstremalne, czy
zera rozwiazania x(z).

Jesli ¢ =0] @ e 1
0O —(F = =",...
i C = 0 x(3) Cy4 Sy +S3 +S4 (57)
Jesli ¢y =0] PLC 1
0O —~=—=—5...
o= X ey syisyesy e
Jesli aq= 0 ¢ x(l) Cy Sy +853 18,
0O —~ ==, ..
i Cq = x(z) C3 8§83 +S2S4 +S3S4 (59)
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Jesli ¢ =0] LB -1
0 —Q—=—=——7-—7"—/—— ..
i 3 = x(3) Cyq 783 + $784 + §384 (60)
Jesh Cy) = 0 ¢ x(l) (&) SH + S3 + Syq
0 ——=—=—""—"—__.
i Ccy = x(z) Cy 8§78384 (61)
Jesh 3 = 0 ¢ x(l) Cy §28354
0 ——="—=——"5=""-"—— ",
i Cq = x(3) (4] 8§83 + 8§784 + 85384 (62)
Przy rugowaniu ¢, mamy
X 4] -1
Slic,=0to —(y = . = . > 63
Jesli ¢, °© D o s (63)
\\
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10,
Rys.5.¢;=0,¢,=1, c3=-4,x,=0,1925, ¢, = 0,549
JeSlic;=0to @ 5t > e (64)
Przy rugowaniu c; mamy
X 4] 1
JeSlico,=0to 3y = . = . .~ 65
QTR O o sysulsr+s4) (63)
| - D B
Jeslic; =0to NE) 4 (s34 )2 st > (66)
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Przy rugowaniu ¢, mamy
X _ q _ S3 +S4
Jeslic;=0to NOR S32 .S% (67)
x(z) C3 §3 + S4
i _ —_—— = ...
Jeflic;=0to ") =, (53 +54)° — 5354 (68)
Przy rugowaniu ¢; mamy
’1. 0 x(z) _ C3 _ 1 6
Jeslic, =0 to NE) ca 53454 ) (69)
| 0 x(l) C 1 0
Jeslic;=0to —3y = =~ > 7
1 RO, (70)
W sumie mamy 10 mozliwych transformacji.
* 025
0.2 [T i\ T e
015 [ " 7 "\ Ty
{028 e N S R R R
L0200 N A R
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rys. 6.¢;=0,¢c,=1, c3=-3,x,=0,25,t,= 0,693
W przypadku ogdlnym
X0 + ax V@) + .+ ax(t)=0 (71)

Po eliminacji warunkéw poczatkowych rzonych od ¢y, ¢,, ¢3 otrzymujemy, ze zera x(f)

mozna wyznaczy¢ ze zwiazkow
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x(])(to) (Spt+Sy+.ts,q)= x? (ty) przy cp=(sg+...+5,1)c3
...... (72)

X (1) (5, + 8,1+ +5) =xD(tg) przy ¢y =(s, +..+55)C3

i podobnie ekstrema

2
X(ty) Sy .8, = x{ )(td) przy c¢;s ...S,=Csz
...... (73)

2
x(ten)-s,H v S = x( )(ten) przy CyS,_q ... Sp=C3

Literatura
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