
����������	
	���
	
	���	��	
	������	�

� ����������	�������	� �������!�	������!�	"#��!$��%& ��!$��	'	�����'!�

()*

+!��,�'	 -�.!�/����!�

��������	
����	
	�

���	���
�	
���������	������
�������

��������	
��
��

�	.��0/����	�����1�'��!�	����2	�.�������	�!3	�!���/4�	'	��4��5	��!���!�!�	 / ��%

�!�5	��!�,�/��6$!�	.�$�7'���	��	 �,����!�	 !���'!� �/��1�	./�� 	��!��	.�.����	1��8!�!	��%

��2	'�����'���$9	'	.��$��	./���'��!�	/!�!!	.��� �$�5��$9	$��	������#'	/�1!���$���$9�

��n���/3	.���.,�' 	�/!���#'	'	0��� �	.�����#'	'	 ��3��!��	������/3	.���/��#'	!	��/��#'�
��2$�7$	 ��	'���$9�0�$��$9	'!�/�.��$���'�$9	 �������$9	 �.���$�5��$9:	 ;�����4�	 6'!a-
dom�6<	��������$���$9	.�����'	�����1�'��!��	5�1�	'!�/���.����'�6$!�	$��	��4	$9�$!�4%

0�	 �!�53���6<	.��, 1!'a�!�	�!3	��.�'!���!�!	����3��!��!�	 5���	���� ���'�	�!���	'6�#�

��#0�	��#��	�����57	�!3	�	�7	.��0/������7	'	�'�!�	$���!�����	4�$! 	��'���'��:	+���5�

�!3�	 4�	'$!74	 �0��	'!�/�	 �	 �!$9�	 ��$��1#/�!�	�����4��#'	'�4���$9	 ��$��0/!�	 '	 .��$��!�

./��o'��!�	'!����	0����!�5	�'�5�5	!�� !$5!	�!4	�0!����'���	��� /�����	0���2�	$�	'.,�'�

��	.#=�!�5���	'��!�!	 ����!'���	.����	����7�����	.����	�!$9	���.�,�:	����� ,	5���	.��y-
6/���	 5���	 �'�1�	 �����5 	 '��3.	 ��	 .��0/������!	 �����1�'��!�	 ����2:	+	 ��/���5	 $�36$!

.�������'!���	������7	'�0����	����/�	��������$���	�/�	 ������#'	 5����%	 !	'!�/�.��$e-
����'�$9	 ����	 0�	 �1#/�!�	 .���0/!4�<	 .��0/���	 �.�������	 .��$���	 ���/!��	 ��$��1#/��1�

��1���!��!�:	>���3.�!�	.�������'!���	������!�	��#���	���� �5�	�	�#4�!$�$9	�!3���	���e-
lami a rzeczywistymi problemami. >�	����2$���!�	������!�	������	.����!�	�	��4/!'�	��l-
sze ob�����	0���2:
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-�����'�'��	.���!�,��	�����'����	'	�/���8!��$5!	����/!	 5���	 !$9	 ����#4�!��!�	��

'�1/3� 	��	/!$�03	.����'����57$�$9	������	����	!$9	���8!1 ��$53:	?�7�	��4	����#4�!<	��4%

��	����/�	�/�	5����5	/ 0	'!�/ 	������	@.��$����#'A	�	����	4�	'	�� 1!�	.���.��� 	�a���%
��	��17	 0�<	 .�,7$����	 �#'��/�1/�	 / 0	 �����1�'�:	 ?����1�'�	 .�,7$���!�	'!�/ 	������

5���	 $9�����������$���	 �/�	 .��0/��#'	 ����6/���$9	 .�53$!��	 �9�. 	 @��/�. A:	 ;���	 ��	 ����



()
 +!��,�'	-�.!�/����!

���8!1 ��$5��	 '	 ��#��5	 ��4��	 �����!�	� �!	 0�<	 .����'������	 .����	 ��4��	 �	 .��$����#':

B�����	�!�	��!�5	'�4���	.���!�,��	����/!	5���	.���!�,	��	���	'	��#��$9	�����!�	�7	���e-
6/���	.����	 ���.�$�3$!��	.����'�����!�	 @��$��1#/�!�	 !$9	 /!$�0��	$9������������!	 �5:	 ��/�4%

��6<	 ��	 ����2	 .�.������57$�$9�	 $���	 .����'�����!�	 !�.:A�	 !	 ���!��	'	��#��$9	 liczba i cha-
rak���������	����2	��17	��!��!�<	�!3	'	$���!�:	-!��'��7	����!�3	����/!	����6/�	�!3	�!�%

���	������!�i���$���$9�	�����!���	�� 17	C	���$9����$���$9:

Istnieje wiele modeli, których przedstawienie, nawet w zarysie, przekracza ramy tej
pu0/!��$5!:	�/���1�	'�0����	 5����!�	�!/��	 �	 �!$9�	 �0�	��	 !$9	.����,���!�	 .�����<	.�'��
.�o0/���	 �'!7����	 �	 ���/!�7�	 ��'�����!��	.�.��'��6$!	 ���/��!���1�	 �.����/��1�	 ���%

'!7���!��	�'��� �/�!�	��'�����!���	4�	����	.��0/��	��/�4�	��	�/���	NP. Dowód popraw-
no6$!	���/��!���1�	�/1���� 	5���	.���.��'������	'	$�/ 	.������!��	4�	�������'���	'�%

�!�!	 �7	 �.����/��	 �	 . ��� 	'!����!�	 ������1�	 $�/ 	 @�.:	m!�!��/��	 $���	 .����'�����!�A:

>!�	 !���!�5�	 �1#/��	 ������	 ��'�����!�:	 �	 ��1 ,�	 ��'���!	 �!3	 .����	 �.��'�����!�	 ��

�.���$z��6$!	 / 0	 ���$��!�	 �����!�5	 .����	 !�� �$53�	 /�$�	 '!3����6<	 ��'��#'	 '���1�

.�����	 '������!�	 .����,�'�6$!:	 +������!�	 ���'�4���	 ����/�	 �7	 ����/��!	 ������!�!%

���$����!:	��'����	��#��	.�������'!����	�7	������'���	'	D�E	����	D�E�	�����!���	.�53$!�

�	����!!	�,o4���6$!	�����,�	��$���.�!3��	�	D�E.

�������
��������
�
������	���
�

Modele pojedy�$��5	 �������	 �7	 '�4��	 �	 �'#$9	 ������!$�$9	 .�'��#':	 -!��'���

�	�!$9	��	!$9	 4���$���6<:	�!��	4�	'	���$��'!���$9	.��0/���$9	�	��1 ,�	���'�4�	�!3	6�o-
��'!���	'!�/�.��$�����'��	��	��4��	���/�=<	��1���!��!��	�/�	��#��$9	���	�.��#0	���e/�%
'��!�	 5���	 ��5',�6$!'���:	 -����,����	��4�	 0�<	 .��0/��	 .�5����$��1�	'7��!�1�	 1���,�

'	������!�	'!�/�.��$�����'��:	"�����/�!�	'!�/�	�,�4���$9	.��0/��#'	�����.�� 5�	�!3

��	����/!	 .�5����$��5	�������:	 �� 1!	 .�'#�	 5���	 ���!�	 4�	����/�	 ��	 $9��������� 57	 �!3

.�'���!	  �!��/���!	 $�$9��!�	 �!�'���3. 57$��!	 '	 !���$9	 ���8!1 ��$5�$9�	 !	 5���	 ���!�

�o17	������$��<	.�����'	��	9� ������	�����'���$9	'	0����!�5	 ����./!��'���$9	6����%

'iskach.

�	��
���	� ���!����	������!�	��	
�	 1|| j jw C∑
+�4���	$�,��'!��	$���	.����'�����!�	@����������	�
��ted completion time) jest sto� �%

��'�	 .������	����/���	 ��#��	��4�	 0�<	 �������'���	 ��	 .����,��	 '	 ����7����! 	 ���a-
niami na poziomie pojedynczego pracownika. Waga wj zadania j	 ��4�	 0�<	  '�4a��	 ��
'�.#,$����!�	 !������6$!:	 ���	 .��0/��	 .�������'!�	 5���7	 �	 /�.!�5	 �����$9	 �����	'	 ����!!

�����1�'��!�	�!���'!$!�F	'�4���	 ��5��#����	 $���	 .����'�����!�	 @	�
������ 
�����
�� ��o-
��


����
��	C	+?-�A:	�1���!�	�	�7	�����7	�����!�	�7	�����1�'���	'	.���7�� 	��/�57$��

'���4��!� ,
j

j

w

p
 gdzie pj oznacza czas przetwarzania zadania j:	G�1 ,�	+?-�	5���	�.����l-

na dla 1 || .j jw C∑



?����1�'��!�	����2	'	����7����! 	.��$����!	0!�����'��! ()(

Dowód:	-����	�.��'�����!�	��	�.���$���6$!:

��,#4���	4�	.�'��	 �����1�'��!�	S	5���	�.����/���	�/�	�����,�	 �������	'	!���	�.�%

�#0	 5��	+?-�:	?�7�	'	 �����1�'��! 	S � ��7	0�<	$�	��5��!�5	�'�	 �7�!�� 57$�	��	 ��07

�����!�	j i k	���!��	4�	 .
j k

j k

w w

p p
< 	��,#4���	4�	.����'���anie zadania j	���.�$�3,�	�!3	'	$9'!%

/!	 t:	+#'$���	'�4���	$���	����2$���!�	�a��2	 j i k wynosi ( ) ( ) .j j j k kt p w t p p w+ + + +
Utwórzmy teraz uszeregowanie S' z uszeregowania S,	 ���!��!�57$	 ��/�5��6<	 ����2	 j i k:
+#'$���	'�4���	$���	����2$���!�	����2	k i j, przy za,�4��! �	4�	.����'�����!�	���ania k
���.�$�3,�	�!3	'	$9'!/!	t, wyniesie ( ) ( ) .k k k j jt p w t p p w+ + + +  Podzielmy oba wyra4��!�
.����	pk i odejmijmy je od siebie, wówczas otrzymamy:

j j j j k j j j j kk k
k k j j

k k k k k k k k

tw p w p w tw p w p wtw tw
w w w w

p p p p p p p p
+ + + + − − − − − = − (1)

�0/!$��57$	��/�5F

,
j k jk

j j
k k j

p w ww
w p

p p p

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

i	0!��7$	.��	 '�13�	4�

,j k

j k

w w

p p
<

wy��4��!�

0.
jk

j
k j

ww
p

p p

⎛ ⎞
− >⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

	?�7�	'��!���	4�	$�,��'!��	$���	.����'�����!� zada2 w uszeregowaniu S' jest mniej-
szy od ca,��'!��1�	czasu w uszeregowaniu S, czyli uszeregowanie S	�!�	5���	 �����1�'�%
�!��	�.����/����	$�	5���	'	�.���$���6$!	�	��,�4eniem.

Maksymalne� ��"#
��
��

-����,��	���	�����,	'�0����	��	���/!��	��	'�1/3� 	��	�'�	��.����:	-�	.!��'����	�ini-
malny czas przetwarza�!�	����2	.����	.��$�'�!��	�!�	� �!	0�<	�/�	�!�1�	'!747$��	$e/��:

>����!���	 ��4�	 0�<	 ��	 ��!�������'���	 ��5��!�5��7	 �����7	 @��5'!3�����	 ����!��A�	 5��7

��4�	 �����<	��!3�!	��.o'!���!�� 	 �����1�'��! 	�$��� 57$�$9	����2:	-�	�� 1!��	���%

����/��	�.#=�!��!�	5���	!������ 57$��	.���.���!��	�	. ��� 	'!����!�	���/!��	�odelu ma-
tematycznego, którego generalizacja jest problemem NP%�� �����	 �����!���	 �/�	 5�1�

��$��1#/��$9	.���.���#'	���/��!���	 ����7���	�/1���tmy.



(H� +!��,�'	-�.!�/����!

�	 ���	�
����"#
��
��� max1 | |prec h

Niech max 1 1 2 2max( ( ), ( ), ..., ( )),n nh h C h C h C=  gdzie hj, j = 1, ..., n	�7	�!���/�57cymi
funkcjami kosztu. Problem ten ma wie/��!���'�	 ���'!7���!�	��	.���$7	.��1���o'��!�
�����!$���1�:	 ����2$���!�	 .����'arzania ostatniego zadania wypada w max ,jC p= ∑
��#��	�!�	��/�4�	��	 ���regowania. Niech J ozna$��	�0!#�	����2	5 4	 ��e��1�'���$9�	��#��
03�7	.����'������	'	.�����!�/�	$��� 	 max max, .jC p C⎡ ⎤−⎣ ⎦  Do.�,�!��!�	�0!�� 	J, zbiór J c

�

����$��	�0!#�	����2�	��#��	'$!74	�!�	�����,�	 �����1�'���:	J' jest pod�0!����	��$9	����2

�	J c, kt#��$9	0��.�6����!	����3.$�	@�����!�	'�����'���	0�z.�6����!�	.�	�!$9A	�7	5 4	'	J:
+#'$���	.��!4���	�/1�����	�'��$�	�.����/��	 �����1�'anie.

MIN-MAX-COST
J = {};
Jc = {1, 2, ..., n};
�I	J	�0!#�	'������!$9	����2�	��#��	�!�	��57	����3.$#'

while (!Jc.isEmpty()) {

wybierz j*	���!��	4� * '( ) min ( )
c c

j j J j kj
j J k J

h p h p∈
∈ ∈

=∑ ∑ (2)

J.add( j*);
Jc.remove( j*);
wyznacz nowy J';

}
return J;

��'#�	5���	.��!�!3��:

$��� �	


G��'�4��	.��!4���	����	�����!�	@��0:	�A�	�	��#��$9	��4��	�'�	�!�	��/�47	��	�!�0!�:

%	���	��

Cmax = 12 oraz h2(12) > h1(12) > h3(12) (14,4 > 13 > 10). ?�7�	�����!�	�	.�'!���	0�<
 � $9o�!���	 5���	������!�	'	 $9'!/!	 ��	 C	 )	J	 *:	>���3.�!�	�2(7) > h1(7) (8,4 > 8), czyli
zadanie 1 powin��	0�<	 � $9��!���	5���	.����������!�	'	$9'!/!	*	C	K	J	�:

+����$���e optymalne uszeregowanie ma nast3. 57$7	.����<F	��	��	�:

Zadania 1 2 3 

pj 4 3 5 

hj(Cj) 1+Ci 1,2Ci 10 



?����1�'��!�	����2	'	����7����! 	.��$����!	0!�����'��! (H�

Specjalnym przypadkiem max1 | |prec h  jest problem max1 || ,L  w którym hj jest zdefi-
niowane jako .j jC d−  Bez dowodu ��'!����!���	 4�	 uszeregowanie optymalne dla tego
przypadku znajduje	�!3	�1���!�	�	��1 ,7	��5'$��6�!�5���1�	$��� 	����2$���!�	dj (Earliest
Due Date First). Jednak bardziej inte��� 57$�	 5��� generalizacja max1 || ,L  czyli problem

max1| | .jr L  Okazu5�	�!3�	4�	�awet w przypadku modeli	.�5����$��5	�������	!���!�57	.�o-
0/���	�	�,o4��o6$!	NP.

Twierdzenie: Problem max1| |jr L  jest NP-trudny.

Dowód:	��'#�	�.!���	�!3	��	��� �$5!	.��0/�� 	�%-�G�B�B�>	�� max1| | .jr L

-��0/��	 �%-�G�B�B�>F

>!�$9	03�7	����	������!�	 /!$�0�	$�,��'!��	a1, a2, ..., a3t, b	 ���!��	 4�F 4 2j
b ba< <

oraz 
3

1

.
t

j
j

a tb
=

=∑ 	 >�/�4�	 �.��'��!<�	 $��	 !���!�5�	 t	 .����!	 ���,7$znych 3-elementowych

zbiorów Si	���!$9�	4� 
i

j
j S

a b
∈

=∑  dla i = 1, 2, …, t.

G��'�4��	n = 4t – 1	����2	���8!�!�'���$9	����3. 57$�F

rj = jb + (j – 1),     pj = 1,     dj = jb + j     dla      j = 1, ..., t – 1,

����	�/�	.������,�$9	4t – 1 – (t – 1) = 3t	����2F

rj = 0,     pj = aj–t+1,     dj = tb + (t – 1)     dla     j = t, ..., 4t – 1.

�	��8!�!$5!	��5	'��!���	4�	�����!�	j1, j2, ..., jt–1	��17	0�<	 � $9��!���	�!�	'$��6�!�5	5��

'	$9'!/�$9	jb + (j – 1)	!	�!�	��17	����2$��<	�!3	.#=�!�5	5��	'	$9'!/�$9	jb + j (patrz rys. 1).
-������,�	3t	����2	��17	0�<	 � $9��!���	��'�/�!�	'$��6�!�	@rj = 0) i powinny za-

��2$��<	 �!3	 �!�	 .#=�!�5	 5��	'	 $9'!/i tb + t – 1:	 L�,��'!��	 �, 1�6<	 $��� �	 '	 ��#���	 ��

�����!�	.o'!���	0�<	 �����1�'���	'����!	tb + t – 1 – (t – 1)*1 = tb.

&��������������1�'��!�	.!��'���$9	�C�	����2	��	5�����	.��$������

�� '�4���	 4�	 ��4��	 �	 '�/��$9	 !����'�,#'	��	 �7	 ���7	 �, 1�6<	 '�����7$7	 b (np.
1 1 ).tb t tb b t b+ − − + − + =  -���5� 57$�	 4�	 $���	.����'�����ia pj	 ��4��1�	�	3t	 ����2	'�%

����7$�	 aj	 '���4�	 �!3	 ��/�4�o6$!7	 ,4 2j
b ba< <  redukujemy ba����	 .��0/��	 ��	 .��%

0/�� 	�%-�G�B�B�>�	��#��	��/�4�	��	�/���	NP-� .�,��5�	$�	��2$��	��'#�:
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#���
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�
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����
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��%��	��o#���	����
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#�������
	��
���
���	�����	�
�
��
	�
�"	
#�	�
	�
����	��
�	���e��
��
��
	#�	

�����
��� 	(�
�%��	��&	����
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