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Punktem w�,*	��	)(�	�����(��,	������	����(���8�	,���	���2	����	�3�8�	�3����8�/	��8��

��4-	3�7	��	��3-	�	+���,�A��/	�	����(��	��/	3-)A	��3�	 siebie ��.���(��6	���	+�)�����5

���	��)��,��	����.��8�	�������	+���+�����	�)+����)���	��(�	,�	3������	9+���,�A��/	���5

�(���./	��.���(��*	�:6	�3�8�	�3����8�	����	�	��(�	,���	+���1)��	����	������	���6	�����4.5

��	,�/		��(�	 �����	���	�3���	 ����.��8�	���)��	�3�������/	��8��	��	�48�	 +���)������	 ��1

�	+����	�	4���.6

B(�	�����4�	��,*	����4�	��)�(.	���.�	,�	����(������,	,���	+����4�	����emu, zwa-
nego �����4.��	,-/	�����	.)���)��7	����1+.,-	�	twierdzenie o rozwoju tych sytuacji [5]:
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�	 �����)�����	�	+����	�	�����(��,	������/	��	+���	��	0�����.	+����	0	���.��8�

����(����/	��8��	�����	�����7	lokalnymi,	+���������	�,-	���	�	����(����	����(��/	+����)��5

��	,�)���	,�)����	��1)��	;+�����	.4�.+���2<6

=���1+���	��	�3�����	�3����8�	����*(���	�.��	,�	����	9+����	,��.:	�3����./	+���		���

���8����	 ��1	 +����	,��	���������	 �	 )���������6	��,1	��	 ������4��	����*(�	���������/	 ,��

���)�	�3����	)���(�	���	����/	�3�	���(	��7	���	0	+���	�����8�6	�+����)��	��1	+���)��

+�,1	ie strategii zastraszania oraz równowagi strachu.
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�	���.�	,�	����(������,	�8����	�	�8�����)��	����	0./	,���(�	������,�	���� ������4��	9��5
����������:/	+���	��8��,	��4-	��1	���,�����	�����	��7	���������	�3�����	31)-	�	�	����(��	��6

����,1��	���������/	��		�(��	���)�4�	����(���.	9��(��:	,���	.��������	,����,*	�����*	�/

+���		���	)(�	.+����	�����	�������2	+���,�.,�	��1/	��	�����*7	�������	,����*	��������

)�3��	�������(��6	�����*7/	�	��8�-	��	��	��1	��(��/	�������	�.+��6

B(�	 ����*(���	0	 ����)	 +�)����.	 �.+.	��1)��	 ���	�1�	8�	 +���+����)����	 )��8)

���6	twierdzenia smutnego	9��	��4(1).	��	,�4�	+��������	���		0�������:/	��8��	�8��D
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Mode(�	 ���.�	,�	����(������	0	�6	���(���	��(��-	 )�	�(���	��)�(�	 )�����������	�5

��	0/	�����	���	06	������	��4�	����-�+(����	�)��(���	�,��4�	���������/	��)�(�	��4-	���5

����7	3��)��	)�3��	+.���	��,*	��	)(�	3��)���,	�������	0	���(��	���(��	0	����(���8�6
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E��+���.,�	��1	���.�	,1	����(�����-/	�	��8��,	.	������	�	+�)�,�.,-	)�	��,�	��	+�)���5

���	+����4�	�3���.	���(���	0	)�	��,�	+���	������6	�����������	���(����,���	������

��1	+��	��	+������������	+����	,�)��4�	�	+���	�����8�	+�)����	)�	+�)�,�������	)�	��,�

+���	��������6	!	�����	����(���	;���.��2	��	�.	0�<	9+������	,�/	 �����4�/	����������

��1/	+�)��1+�/	������.������	��������	0	�3����8�/	��������	�	)���(���	������*	��:	�-

+������)��	����������	���(����,��4�6

"��		0�����������	���	+������)�	����������	���(����,��4�	��	+���	-D

# +������������	��������,	�������	,�	�	���,�	.	��	,�	9����������	����	0	�3����8�/		��(�

)����	+���	��������	���������,	�������	,�/	(�	�	���(����)������	,�,	)�+���.	�	�48(�:F

# �������������		�(8�	+���	������	9+������	,�/	+�)��1+��	;+���,�	��(����<	��)�:F

# �������������	���	�+	,�	+���	������F

# +������������	)�	��,�	9��������	+�)+����)A	�����-�����	���.�	,�:F

# +������������	�3���.	��	,�	9)�����	�����	��������	0	)���	0	�	+�������.	�	��������

)��������:F

# ����������	,�	���,�	�	��	,�	9+����������	+���	��������	 ,��	4)�3�	���4�	�+�,������

��	���,�	�	��	,�/	�+6	+�)��.	����	�)+����)���	���3��������,	)��.�����	,�:F

# ����������	,�	�+���3.	)��������	9���6	���)�/	����������	)��������:F

# ����������	,�	����)�	)��������	9������	+����	0	���6	�����	0	��4.�	4��	+�)	���	)�����5

���	+���	,�)��	������	�.4�������.	�������4�	��1	�	0	���������:F

# ��2	.	0�	����������	,�	9���6	+����	,�(���	,�/	��8��	+�(�4�	��	���/	��	��1	���-4�	���,�

	�(�	���	+����	���������	)���4�	)��������/	 (�	�	+����	����������	 (.3	.�������	 ,�4�

���(���*	�:F

# ��.���(���	,�	)�).�	,�	+���	������	9�+6	�����������	���,�	�/	��	,�	���/	3�	��+(�����5

��	��(��	�8����	+���)�+�)�3��	0		�(8�/	�*�8)	��8��	0	;���,�	��1<		�(	���	�������:F

# ����������	+���	��������/	��8��	.+�����	����������	���(����,��	9����������	���	��(5

��	+��	�).��	+�)�,�������	)�	��,�/	�(�	����4�	+��	��.	���(����,��4�	����������:F

# ����������	+���	��������/	��8��4�	��4.��	)�	���,��	�+����	�-	��	������	4���	9�+����5

)�����	����)	���.	�	���,	4��:6



�G$ �����	%��������	�

�	.,1	�.	����������	���(����,��4�	����(���	,���	��1	,���	���,����	����(���.�(��	�)5

)����������	�����6	����(���	����1+.,�	�.	,���	�����	����4�)��*	�	��1)��	�)�����	��)(�5

����	�	 .�����	0	 (.)���	0	�3������	 *�����	 ����1�����4�/	 *	�*(�,	#	��1)��	 +(�����	��

+�������*7/	,����	.���)�,-	��3��	+���	����	�6

=���4�)��*7/	+���	��������*7	��	0	+(��8�/	+���,����,-	�	��1	�	����4�)��*	�		�(8�

�������	����1����-	���.�1	���)�4�	����(���.6

E��+������	����1+���	���.�	,1	����(������	��1)����������-/	�	��8��,	.	������	��

������	!	����	������	H6	%�����	!	+���.4.,�	��1	���,-	�.��	,-		�(.	&9'/	�:/	��*	�	 ,�4�

)��+���	,�	���,).,�	��1	+����	,��	'6	%�����	H/	�	��(��/	+���.4.,�	��1	�.��	,-		�(.	 ( 9'/	�:

�	)��+��.,�	+����	,����	�6

System A ma prawo pierwszego ruchu.

$��������%&	!	����*(�	������	'	�	����	�	������7/	��	H	��3�����	������	�	,���	�.��5

	,1	x z warunkiem: f (x, y) → max. Zatem system A dokonuje wyboru x z warunku

( , ( )) max.
x

F x y x →

Sytuacja II:	!	����*(�	�.��	,�	'9�:	�	+���+.��	��/	��	H	��3�����	)��������/	��������

�����	,���	�.��	,����	�&'9�:'/	�	���.��.D	( 9'9�:/	�:	→ max. System A do���.,�	����1+.,-5

	�4�	��3��.

( )
(( ), [ ( )]) max .

x y
F y y x y →

Sytuacja III:	!	����*(�	�.��	,����	'&�9':'	�	�	���.,�/	��	H	��3�����	)��������	�8�����

�	+����	�	�.��	,����.	�&'&�9':''6	���)�	��4.��	��3��.	!	����	3�7	����1+.,-	�:

[ ( )]
( [ ( )], [ [ ( )]) max .

x y x
F x y x y x y x →

�	'	�(
�

Zak��)�	��1/	��	+���1)��	.	����������	���.�	,�	����(������,	9+���	��������:	������,�

+�����	����*(���	���-���	����/	��	)�	��,�	!	�3(���,-	�	4�	)�	���-4��1	��	����*(���4�		�(.

�8���	��*���	�+����,-	�������������	��		�(	H	�	�)�������6

=��	0	�.��	,�		�(.	.	�������8�	���.�	,�	9���6	�:	����*(�,-	�)+����)���	�.��	,�D

yA = FA (xA, xB),   yB = FB (xB, xA).

���8���/	��		�(��	�3.	)�	�)���8�	 ,���	������(���	,�	 �	0	 �.��	,�		�(8�/	���������

����(���	����	��	�.	���-	���.�	,�/	�e zmiana xA	�����,���,-	�	yA	�8���	��*���	���1����	yB
i odwrotnie, zmiana xB	�����,���,-	�	yB	�8���	��*���	���1����	yA.
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�	����		xA i xB	
���	� �	������
������	�!����	����"���		�	�
�������

y = kAFA(xA, xB) + kBFB (xB, xA),

gdzie kA i kB	��������!	�������������	�����	#

$����	�����	�	�
������	���		���	����	%	��
	��	���������	xA i xB	������
����!�		yA
przy ograniczeniu yB ≤ αB	(.3	������(��.,-	�	yB przy ograniczeniu yA ≤ αA. Oznacza to, ��
�����(����	)��������	�����	�����,-	����-+����	��+8(���	+�),1	���	)�	��,�	9xA, xB:	�+����5

(��.,-	�,	��+8(�-	�.��	,�		�(./	31)-	-	�+6	��������	��+8(��4�	.�4�)������6

�	)	���
�����	���

&�)����-	��������	���4�	��)�(������	 +��	��8�	��(��	�-	�(���	���	��)�(�	�6I6

J��	0������/	��8��	�3�,�.,-	(�	��-	��)���1	��)�(�D	�)	�8���2	�8���	�����	0	(������	0

)�	�8���2	���(������	0	9��36	':6

Rozpatrywany jest prosty model Lanchestera:

,
dx dy

ay bx
dt dt

= − = −

4)���D

'9�:/	�9�: ( +����	,��	3�,���	�����	��(	�-	�	0/

a, b – uog8(������		0�������������	+����	,��8�	�����6

B(�	���.��8�	+�	�-�����	0D

0 0(0) , (0)x x y y= =

oraz:
0 = x( t) = x0, 0 = y( t) = y0, 0 = t < ∞
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0 0

0 0

( ) cosh sinh ,

( ) cosh sinh .

b
x t x ab t y ab t

a

b
y t y ab t x ab t

a

= −

= −

��������
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	��
����		���	�		�����

Model Równania dynamiki walki Równania stanu 

A 
dx

ay
dt

= −       
dy

bx
dt

= −  
Lanchester (1914) (Prawo kwadratowe) 

2 2 2 2
0 0( ) ( )b x x a y y− = −  

B 
dx

axy
dt

= −    
dy

bxy
dt

= −  
Lanchester (1914) (Prawo liniowe) 

0 0( ) ( )b x x a y y− = −    

C 
dx

ay
dt

= −    
dy

bxy
dt

= −  

Brackney (1959) (Prawo mieszane) 

2 2
0 0( ) ( )

2

b
x x a y y− = −    

D 
dx

ax
dt

= −    
dy

by
dt

= −  

Peterson (1963) (Prawo logarytmiczne) 

0 0ln ln
x y

b a
x y

=    

E 

dx
ay bx

dt
= − −    

dy
bx ay

dt
= − −  

Morse, Kimball (1951) 

F 

dx x
ayh

dt y

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

dy y
bxg

dt x

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎝ ⎠
 

Helmbold (1968) 

G 

2 22 2 2
dx

axy bxy cy dx fy g
dt

= − − − − − −  

2 22 2 2
dy

ax y bx cxy ey fx h
dt

= − − − − − −  

Woodcock (1986) 

H 

( )2
dx

y bx cy
dt

= − +  

( )2
dy

x bx cy
dt

= − −  

Dockery (1986) 
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Z ogólnej analizy podstawowych modeli walk�	�������	 		�
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����!	 #�$�	!	 ����
���%	 ��&	 #�$�	!	 ����	���������%�	 ���	 �	 ��	��	���	 '	 ����������

�	 ��
�����(	 )�	 �	*��	����	 �	�
	��	����	 
��	 &�����	�	 ����*����	 �
����	 �$���		 �	 �������

#�$���	����
��	$�%	+��	��	���	��	������	,(	-�$�+���	��	�������./	�����	�	�
	&	���.�	�"

���	���!����	�		�
��	�	��	���	+�
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KB = KRD Γ > 1D Brak przewagi informacyjnej.
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