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Odporny dyskretny kompensator dynamiczny
dla systemu parabolicznego o niepewnych parametrach

1. System paraboliczny o niepewnych parametrach
i jego model matematyczny

Rozwazany obiekt doswiadczalny jest obicktem typu cieplnego, ktdrego uproszczony
schemat pokazany jest na rysunku 1. Jest to metalowy pret ogrzewany na jednym z koncow
elementem grzejnym o dtugosci x,,, a ktdrego temperatura jest odczytywana przez czujnik
pomiarowy o dtugosci Ax = x, — x;. Sterowaniem obiektu jest sygnat pradowy podawany
poprzez wzmacniacz na element grzejny, a sygnalem wyj$ciowym jest temperatura odczy-
tywana przez czujnik pomiarowy.

u(t) =0-5 output

[mA] ’—>
input ¢ y(t) =0-5[mA]

- transducer
¢ 0-15A T R(Q)

r
0 Y Xo X1 v X2 1 Length

X
u Xy of rod

Rys. 1. Uproszczony schemat rozwazanego obiektu cieplnego

Podstawowym modelem dynamiki rozwazanego obiektu jest rOwnanie przewodnictwa
cieplnego w o$rodku jednowymiarowym, z warunkami brzegowymi Neumanna na koncach
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preta, wymiang ciepta wzdtuz dlugosci oraz roztozonym sterowaniem i obserwacja. Jest to
rownanie rézniczkowe czastkowe, typu parabolicznego o nast¢pujacej postaci
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gdzie:
O(x, ) — temperatura preta w chwili >0 i w punkcie xe [0,1],
R,, a > 0— wspodlczynnik przewodnictwa cieplnego oraz wymiany ciepla,
b(x) — funkcja sterowania, opisujaca element grzejny,
c(x) — funkcja wyjscia, opisujaca czujnik pomiarowy.

Warto$ci wspotczynnikow R, i a nie sa doktadnie znane i moga one by¢ zapisane jako
liczby przedzialowe: a =| g, E], R, = [Ra ,Ta], ktore buduja przestrzen niepewnych pa-
rametréw obiektu Q, ktéra moze by¢ zapisana nastepujaco

Q:{qeI(%z):q:[a,Ra],c_zSaSE,&SRaSR_a} 2)

Wierzcholki obszaru niepewnych parametrow Q sa zdefiniowane nastgpujaco:

qu [2, Ra]
an =[a R, |
- (2a)
o =[ @R, ]

Powyzsze réwnanie cieploprzewodnictwa moze by¢ zapisane w postaci abstrakcyjne-
go problemu poczatkowego w przestrzeni Hilberta X = L*(0, 1) ze standardowym iloczy-
nem skalarnym. W rozwazanym przypadku rownanie abstrakcyjne moze by¢ zapisane na-
stgpujaco (zob. [5]):
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{@(t) = A(q)O(t) + Bu(r), ©(0) =0 )
y()=CO()
gdzie:
A(q)© = a®”"—R,0,
D(A) = {u e H2(0,1):0'(0)=0,0'(1) = 0},
H2(0,1) = {u e 12(0,1):u’,u” € I2(0, 1)},
Co(t) = (c, 00)),
Bu(t) = <bu(t)>,
<u,v>= }u(x)v(x)dx 4)

0

Baza ortonormalna przestrzeni stanu budowana jest przez nastgpujacy zestaw wekto-
row wilasnych macierzy stanu A

1, i=0
- 5)
" \/Ecos(inx), i=1,23, ..

Widmo systemu jest zbiorem pojedynczych, przedziatowych wartosci wtasnych, ktore
moga by¢ zapisane nastgpujaco

Alg) = {Ai (@)e 1(R2): Ay(q) =-n*iPa- Ra} 6)

Geometryczna interpretacja widma systemu (6) jest taka, ze poszczegdlne wartosci
wlasne sa powierzchniami w przestrzeni R (zob. [5]).

Przedzialowy operator stanu A(q) jest takze funkcja niepewnych parametrow obiektu
i ma on nast¢pujaca postaé

A(q) = diag{Ay(q), A1 (), A2 (q), ...} (7)

Poniewaz parametry geometryczne grzejnika i czujnika temperatury sg doktadnie zna-
ne, to operatory sterowania i wyjscia sa liczbami rzeczywistymi

B=1{by, by by, ...}’ ®)
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Gdzie: b; = <b, hi>, b(x) jest funkcja elementu grzejnego:

1, xe|O0,

b(x) = [0, x ] ©)
0, xe0,x]

C Z{CO,C1, C2,....} (10)

gdzie ¢; = <c, hi>, c(x) jest funkcja czujnika temperatury:

C(X)Z{Ym xe [x, %] (11)

0, xex,x]

Przez odcigcie dalszych wyrazéw operatorow A, B i C otrzymujemy skonczenie wy-
miarowa aproksymacj¢ modelu (3)—(11), ktora takze dobrze opisuje rozwazany system.
Wtedy operatory A(q), B oraz C moga by¢ interpretowane jako macierze.

Analiza podstawowych wilasnosci systemu o niepewnych parametrach (3)—(11) zostala
doktadnie omoéwiona w pracach [5-9]. System ten jest uogdlnieniem systemu paraboliczne-
go o znanych doktadnie parametrach I zachowuje wigkszo$¢ jego zasadniczych cech.

W wyniku dyskretyzacji modelu ciagtego (3)—(11) otrzymujemy model w postaci dys-
kretnego réwnania stanu o postaci nastgpujacej

0" (k+1) =A™ (q)0(k) + B (q)(k) 1)
y* (k)=C"O(k)

gdzie:
k — dyskretna chwila czasu,
©*(k) — temperatura w k-tym momencie,

A*(g), B*(q), C* — operatory systemu dyskretnego, przy czym operator wyjscia C*
jest operatorem rzeczywistym

ct =[car,cfr,c;,....:| (13)
a operatory A*(q) oraz B*(q) sa operatorami przedzialowymi, opisanymi nastepujaco (zob. [7]):

A% (q) = diag{A§ (@), AT (9). A3 (a), -} (14)

gdzie:

TS
AT (@)=L B (q)= [ rD'Bar, ¢T = C (15)
0
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W relacji (15) T oznacza okres probkowania, g € Q, k=1, 2, 3, ... oznacza dyskretne
chwile czasu. Elementy operatora sterowania B* sa funkcjami niepewnych parametrow
i moga by¢ zapisane nastgpujaco

+ + + + r
B (9)=[ &6 (@), b1 ().53 (@), | (16)
gdzie
bi(q)=[bi-br | (a7)

Wartosci wierzchotkowe (17) sa wyrazone nastgpujaco:

—b; -T,(i*n*a+R,
Q;(Q):“—l(e ( —)—1J

i“t“a+R,
- (18)
2 27 o
bi (q) = 2 —__bi — e_TS(l " a+R“)—1
iI“t“a+R,
Widmo systemu dyskretnego jest opisane analogicznie jak systemu ciagtego (6):
-T,(i*n%a+R
A+(q>={A7(q>e 19%) qe 0.7 =¢ I “)} (19)

2. Dyskretny kompensator skonczenie wymiarowy

Dyskretne dynamiczne sprzg¢zenie zwrotne dla systemu parabolicznego o znanych pa-
rametrach zostalo omowione m.in. w pracy [1]. Podejscie opisane w tych pracach moze by¢
tez uogolnione na rozwazany system o niepewnych parametrach pod warunkiem, ze system
spetnia warunki o dekompozycji widma, ktore sa podane w pracy [5].

Najogdlniej, warunki o dekompozycji widma dla rozwazanego systemu sa spetnione,
jesli dekompozycja jest jednoznaczna w catlym obszarze niepewnych parametrow (zob.
[5]). W przypadku, gdy warunki te sa spetnione, system moze byé zdekomponowany na
trzy podsystemy, analogicznie jak system o znanych parametrach:

ofk+n| [ar@ o o ][erw] [
sk l=| 0 Af o |[esw|+|Bi@|ut0)
ofk+n| | 0 0 al@||eiw| |Bi@ (20)

Y (k) =C1 O] (k) +C7 03 (k) + C503 (k)
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gdzie:
k=012,..,
A ()i A5 (q) — operatory skonczenie wymiarowe,

A3 (q) — operator nieskonczenie wymiarowy.

Operator A;"(q) reprezentuje stabo tlumiona (wyktadniczo niestabilng) czgs$¢ syste-
mu, operatory AJ (q) i A3+ (q) sa wykladniczo stabilne.

Kompensator skonczenie wymiarowy dla systemu o znanych dokladnie parametrach
lub dla jednej, ustalonej wartosci wektora niepewnych parametréw g ma postaé nastgpuja-
ca: (zob [1]):

[wf(i+1)] = A,j ‘[Wf(i)]—kB,j [y+(i)+M+r:|
w3 (i +1) w3 (i)
ut(i)=K{w ())+N*r

1)
gdzie:

+_| AT -GGl +BIK -GS +_[G1+}
Ap = » By =
By K{ Ay 0

Uktad sterowania z kompensatorem pokazany jest na rysunku 2.

N U'(n) u(t) U y'(n) .

M'r
> cia > obiekt 2| arc

kompensator

Rys. 2. Uklad sterowania z kompensatorem

W uktadzie z rysunku 2 blok przetwornika A/C realizuje funkcj¢ impulsatora idealne-
go opisanego nastepujaco: y*(n) = y(nT}), a blok przetwornika C/A realizuje funkcjg ekstra-
polatora zerowego rzedu opisanego nastepujaco: u(f) = u*(n), t € [nTy(n + 1)T,). Macierze
G; oraz K; dobiera sig tak, aby wartosci whasne A" —G[ C; oraz A + B[ K| lezaty we-

wnatrz kota jednostkowego. Takie macierze istnicja, jesli para (Af’; Bf’) jest sterowalna
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oraz para (C1+ s A ) jest obserwowalna. Dodatkowo, wartosci wlasne operatora A;(g) mu-
sza spetnia¢ warunek (dla n):

T, Im(Ag —); ) # 2mn dla Re(Ag —2; ) =0 (22)

Dobor macierzy kompensatora moze by¢ dokonany na podstawie nast¢pujacego wa-
runku (zob. [1]):

Jezeli para A ; Bf ) jest sterowalna
1 1

oraz para (Cfr s A ) Jest obserwowalna,

(23)
to macierze G;' oraz K| moina dobraé tak,

aby wartosci wlasne A" —G{'C;" oraz Af + B K;" byly réwne zero.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze kompensator dyskretny jest opisany dwodjka ma-
cierzy (G| (q); K| (q)) . Jezeli zatozymy, ze spelniony jest warunek (23), dla ustalonej war-
toSci g opis ten jest jednoznaczny. Formalnie mozna to zapisaé nast¢pujaco

s* (@)= (61 (@ K7 (@) (24)

Kompensator dynamiczny w postaci (21) i zapisany w postaci (24) moze by¢ wyzna-
czony na podstawie warto$ci parametréw macierzy A*(q) oraz B*(q) dla ustalonej wartosci
wektora niepewnych parametréw q.

W przypadku gdy ich wartosci nie sa doktadnie znane, nalezy zastosowac inne podej-
$cia. Jednym z nich jest konstrukcja kompensatora odpornego, ktdrej propozycja zostanie
przedstawiona ponizej.

3. Kompensator odporny dla rozwazanego systemu

Kompensator s*(q) opisany przez (23) jest zdefiniowany dla pojedynczej, ustalone;
wartos$ci wektora niepewnych parametrow ¢ i dla tej wartosci zapewnia kompensacj¢ wy-
ktadniczo niestabilnej czgsci widma systemu. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze kompensator zbu-
dowany na podstawie jednej, konkretnej wartosci wektora g zapewnia kompensacj¢ niesta-
bilnej cz¢éci widma tylko dla tej wartosci, a dla innych wartosci wektora ¢ moze nie zapew-
ni¢ tej kompensacji, a w skrajnym wypadku moze nie zapewni¢ nawet stabilnosci uktadu
zamknigtego.

W przypadku catej przestrzeni niepewnych parametréw Q mozna okresli¢ nieskonczo-
ny zbiér kompensatoréw S*

st ={s*@=(6f @: ki @) :9¢ 0} (25)



210 Wojciech Mitkowski, Krzysztof Oprzedkiewicz

Dla zbioru kompensatoréw S* mozna zdefiniowaé cztery kompensatory wierzchotkowe:

si(@)=s"(qn)

s (@) =s"(qn) (253)
a

s (@) =s"(an)

sin (@) =" (qmy)

Widmo uktadu zamknigtego, zawierajacego obiekt o niepewnych parametrach i kom-
pensator, jest rowniez widmem przedzialowym, ktdrego interpretacja geometryczna jest
analogiczna jak widma systemu przedzialowego o niepewnych parametrach. Oznaczmy to
widmo poprzez A} (q). Jest ono zdefiniowane nastgpujaco

AL (@)= {AS- (@), AL (@), A3 (9) -} (26)

Zauwazmy, ze ustalona warto$¢ wektora niepewnych parametrow g generuje okreslo-
ny kompensator s*(q) oraz w konsekwencji, okreslone widmo A,*(g). Widmo to moze by¢
wykladniczo stabilne w catym obszarze niepewnych parametrow, w czgsci tego obszaru lub
tez moze by¢ w catym obszarze niestabilne. Oznaczmy stabilna cz¢$¢ widma uktadu za-
mknigtego przez A, (q), a czg$¢ wykladniczo niestabilna poprzez A,,,,'(q). Z kolei oznacz-
my zadany wspdtczynnik thumienia uktadu zamknigtego przez n*, przy czym 0 <n* < 1.
Wtedy obie czegsci widma moga by¢ zdefiniowane nastgpujaco:

Definicja 1. (Wykiadniczo stabilna czes¢ widma ukltadu zamknietego)

A@ ={Mh@e AL@):

Mi(@)|<n*} @7)

Wyktadniczo niestabilna cz¢$¢ widma moze by¢ zdefiniowana analogicznie:

Definicja 2. (Wykiladniczo niestabilna czes¢ widma ukladu zamknietego)

A@ ={Mh@e AL@):

Mi(@)|=n"} (28)
Obie czesci widma uktadu zamknigtego maja nastgpujace podstawowe wiasnosci:

AL (@) VAL (g) = AL (q)

A;s (@) mA;s (@)=0

(29)
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Na podstawie powyzszych rozwazan problem syntezy kompensatora odpornego moz-
na sformutowaé nastepujaco:

Dla zadanego obszaru niepewnych parametrow Q nalezy wybraé taki kompensator
s*(q) ze zbioru wszystkich kompensatoréw S*(q), ktéry zapewni wykladniczq stabilnosé
widma ukladu zamknietego z zadanym wspoélczynnikiem ttumienia n* dla dowolnej warto-
sci wektora niepewnych parametrow q € Q.

Dla zadanego systemu o niepewnych parametrach mozna sformutowaé warunki istnie-
nia kompensatora s* (q), bazujace na geometrycznej interpretacji widma systemu zamknig-
tego i podejsciu omowionym w pracach [5-7]. Moga one by¢ zapisane jako nastgpujaca
uwaga:

Uwaga 1. (WK i D wykladniczej stabilnosci uktadu zamknietego w calym obszarze
niepewnych parametrow obiektu Q)
Zatozenia:
1. Rozwazmy ukiad o niepewnych parametrach opisany przez (1)—(19).
2. Zalozmy, ze system spelnia warunki o dekomopozycji widma podane w pracy [5].

3. Dla obszaru niepewnych parametrow jest zdefiniowany zbior kompensatorow dyna-
micznych S*, okreslony przez (25) i posiadajqcy cztery elementy wierzchotkowe, zdefi-
niowane przez (25a).

4. Zalézmy, ze wymagany wspolczynnik tumienia ukladu zamknietego jest réwny 1.

5. Kazda z wartosci wlasnych ukladu zamknietego generowana przez kazdy z kompensa-
torow posiada ekstremum wylqcznie na naroznikach obszaru niepewnych parametrow.

Nastepujqce sformutowania sq sobie rownowazne:

1. Rozwazany uklad o niepewnych parametrach jest wyktadniczo stabilny ze wspolczyn-
nikiem thumienia n° w calym obszarze niepewnych parametréw Q.

2. Kazdy z kompensatorow wierzcholkowych, zdefiniowanych przez (25a) generuje wid-
mo ukladu zamknietego stabilne wykiadniczo w calym obszarze Q z wspélczynnikiem
thumienia 1.

3. AL(@Q=AL(q), ALs(q)=0.

Nalezy zwrocié¢ uwagg, ze w rozwazanym wypadku zbior A, *(q) nigdy nie jest zbio-
rem pustym, poniewaz istnieje co najmniej 1 kompensator w zbiorze S* generujacy stabilne
widmo uktadu zamknigtego. Jest to kompensator skonstruowany w oparciu o zatozenie
(23).

W rozwazanym wypadku nalezy podaé takze warunek, jaki musi by¢ spetniony, aby
okreslony kompensator s*(g) generowal widmo wyktadniczo stabilne w catym obszarze
niepewnych parametrow Q. Warunek ten moze by¢ zapisany jako nastgpujaca uwaga:

Uwaga 2. (WK i D generowania wykladniczo stabilnego widma w calym obszarze nie-
pewnych parametréw Q)
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ZaloZenia:

1. Rozwazmy ukiad o niepewnych parametrach opisany przez (1)—(19), dla ktorego prze-
strzen niepewnych parametrow jest okreslona przez zbior Q.

2. Zalozmy, ze system spelnia warunki o dekomopozycji widma podane w pracy [5].

3. rozwazmy kompensator s* (q,) € S* wygenerowany przez okreslony wektor q,. € Q
(q, nie musi by¢ naroznikiem obszaru Q).

4. Zalbzmy, ze wymagany wspolczynnik thumienia ukladu zamknietego jest réwny 1.

5. Kazda z wartosci wltasnych ukladu zamknietego posiada ekstremum wylqcznie na na-
roznikach obszaru niepewnych parametrow.

Nastepujace warunki sq sobie rownowazne:

1. Rozwazany kompensator s* (q,) generuje widmo wyktadniczo stabilne w calym obsza-
rze niepewnych parametrow Q.

2. Kompensator s*, dla kazdej z wartosci wierzchotkowych qy, qy, qu» 4 0bszaru Q
generuje widmo stabilne wykladniczo.

W przypadku gdy warunek 2 z Uwagi 1 nie jest spelniony, nalezy oczekiwac, ze czgs¢
kompensatoréw ze zbioru S* bedzie generowata widmo wykladniczo stabilne, a cze$é wid-
mo wyktadniczo niestabilne. W takiej sytuacji mozna stabilizowa¢ rozwazany system o nie-
pewnych parametrach poprzez odpowiedni dobér macierzy G;* oraz K;". Sformutowanie
warunkow doboru tych macierzy bedzie przedmiotem dalszych prac autoroéw.

4. Przyklad

Dla przyktadu rozwazmy system paraboliczny o niepewnych parametrach, opisany
rownaniem stanu (3) z przestrzenia niepewnych parametrow Q zdefiniowana przez (2)
i (2a), dla ktore;j:

qu =[0,0005; 0,022],

an =[0,0005; 0,032],

qn =[0,0012;0,022],

ann =[0,0012; 0,032].

Zatézmy, ze chcemy zbudowaé dla rozwazanego systemu kompensator dyskretny za-
pewniajacy kompensacj¢ pierwszej wartosci wiasnej uktadu w catym obszarze niepewnych
parametrow Q. Zatozmy, ze okres probkowania podczas dziatania kompensatora dyskretne-
go jest rowny 1 s.
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Widmo systemu przedziatowego po dyskretyzacji jest widmem przedziatlowym, ktore-
go wierzcholki sa okreslone nastgpujaco:

Aty = {0,9782,0,9734, 0,9591, 0,9357, 0,9040, 0,8647, 0,8190 ...},
Ay, =1{0,9685, 0,9637, 0,9496, 0,9264, 0,8950, 0,8561, 0,8109 ...},
A"y =1{0,9782, 0,9667, 0,9330, 0,8793, 0,8094, 0,7275, 0,6387 ...},

A" = 10,9685, 0,9571, 0,9237, 0,8706, 0,8013, 0,7203, 0,6323 ...}.

Z postaci powyzszych systemoéw wierzchotkowych widaé, ze wspdtczynnik thumienia
uktadu zamknigtego m* powinien by¢ mniejszy od 0,9685, gdyz taki jest najmniejszy
wspotczynnik thumienia samego obiektu, bez kompensacji. Ustalmy wartos¢ n* = 0,96. Da-
lej zatézmy, ze wymiar wykladniczo niestabilnej czgéci systemu opisanej przez macierze
Al B, C; jest rowny 1, a wymiar czgéci skonczenie wymiarowej wykladniczo stabilnej
opisanej przez macierze Ay, B;,C; jest rtéwny 2. Wtedy pary macierzy (Gfr K ), wy-
znaczone zgodnie z warunkiem (23) dla kazdego z kompensatoréw wierzchotkowych s*
oraz macierze stanu A*, kompensatoréw wierzchotkowych, wyznaczone zgodnie z (21) sa
podane w tabeli 1.

Tabela 1
Kompensatory wierzchotkowe dla rozwazanego systemu
+
. Gt - Af (q) Kf = A (9)
Kompensator Macierz A™; ! c; B ()
Macierz B*;,
[—0,9685 0 1,3663 | -12,8575
12,8575 |
st -1,3531 0,9637 0 0,9618 0.0
| 13041 0 0,949 L 0.0
[—0,9685 0 1,3663 | -12,7931
[-12,7931]
st -1,3531 0,9637 0 0,9523 0.0
| —1,3041 0 0,949 | 0,0
[-0,9782 0 1,3801 | -12,8575
12,8575 |
S -1,3620 0,9667 0 0,9618 0.0
| —1,2993 00,9330 0.0
[-0,9685 0 1,3663 | -12,7931
[-12,7931]
st —1,3484 10,9571 0 0,9523 0,0
| —1,2864 00,9237 0.0
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Nastepnie dla kazdego z kompensatorow wierzchotkowych wyznaczonych powyzej
wyznaczmy wspotczynniki tlumienia dla czterech widm wierzchotkowych uktadu za-
mknigtego, generowanych przez ten kompensator.

Tabela 2
Wspodtczynniki thtumienia uktadu zamknigtego dla wszystkich kompensatoréw
wierzcholkowych 1 wszystkich systeméw wierzchotkowych

Wspotezynnik ttumienia uktadu zamknigtego
Kompensator | Wierzchotek (modut czgsci rzeczywistej najwigkszej wartosci
wtasnej uktadu zamknigtego) generowany przez

qu 0,9571

qin 0,9537
S

qn 0,9567

qhn 0,95 71

qu 0,9434

+ qin 0,95 37
S i

qni 0,9567

qhh 0795 37

qu 0,9434

+ qin 0,95 67
S nl

qn 0,9567

Ahh 0,95 67

qu 0,9434

+ qin 0,95 37
S hh

qn 0,9567

qhn 0,95 71

Na podstawie wynikéw przedstawionych w tabeli 2 mozna stwierdzi¢, ze w zadnym
z badanych przypadkow wspotczynnik ttumienia uktadu zamknigtego nie jest wigkszy od
warto$ci 0,9571, co stanowi warto$¢ mniejsza od zatozonej wartosci wspotczynnika ttumie-
nia uktadu zamknigtego n* = 0,96. Wynika stad, Ze zgodnie z uwagami 1 i 2 kazdy kompen-
sator dyskretny s* ze zbioru S* zbudowany na podstawie dowolnego wektora niepewnych
parametrow ¢ stabilizuje wyktadniczo rozwazany system o niepewnych parametrach.

5. Uwagi koncowe

Uwagi koncowe do pracy moga by¢ sformutowane nastgpujaco:

— Metoda syntezy odpornego kompensatora skonczenie wymiarowego dla rozwazanego
systemu o niepewnych parametrach jest prosta, lecz wymaga wykonania duzej ilosci
obliczen, co jednak nie stanowi wigkszego problemu podczas uzycia MATLAB-a.
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Przedstawione w pracy uwagi stanowia propozycje twierdzen, do udowodnienia kto-
rych zachgcaja wyniki symulacyjne. Bgdzie to stanowito przedmiot dalszych prac au-
torow.

Kolejnym zagadnieniem do dalszych badan z zaprezentowanej tematyki jest podanie
metody konstrukcji kompensatora odpornego w sytuacji, gdy widmo przedzialowe
uktadu zamknigtego zawiera obszary wyktadniczo niestabilne.
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