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���������	�	�7�3�1
�	Δ��= x2 – x14	8�	������	�	�0�	
��	�	��	��3��7	��9����	��������
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1

0
0

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( ), 0 1, 0

(0, )
0, 0

(1, )
0, 0

( ) ( , ) ( )

a
x t x t

a R x t b x u t x t
t x

t
t

x

t
t

x

y t y x t c x dx

⎧∂Θ ∂ Θ= − Θ + ≤ ≤ ≥⎪
∂ ∂⎪

⎪
∂Θ⎪ = ≥⎪ ∂⎪

⎨
∂Θ⎪ = ≥⎪ ∂⎪

⎪
⎪ = Θ∫
⎪⎩

(1)

gdzie:
Θ=����> – �	��	������	�� ��	�	
���2�	�	?	%	�	�	���

�		 [ ]0, 1 ,x ∈

Ra, a ?	%– ����7
�����
	���	�����
���	
�	�2�	3�	����	�������	
�	�7��

b(x) – funkc��	��	��������	������9
�		2	�	��	3��	����
c(x) & !��

��	���1
���	������9
�	
�����
	���������4

'����1
�	����7
�����
��	Ra i a	��		�9	��
7����		����		�	��39	��		0�@	�������		��
�

2�
�0�	���	����7��	A	 , , , ,a a aa a a R R R⎡ ⎤⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
���		0����9	���	����	6	��	�	���
�	��(
���	����	�0�	
��	Q�	
����	��/		0�@	��������	���� ���9
�

( ) [ ]{ }2 : , , ,a a a aQ q I q a R a a a R R R= ∈ ℜ = ≤ ≤ ≤ ≤ (2)

'�	��
��7
�	�0�����	��	�	���
�	�����	����	Q �9	��	!�������		���� ���9co:

,

,

,

,

ll a

lh a

hl a

hh a

q a R

q a R

q a R

q a R

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

(2a)

)���/��		�������		
�	�7����	�����
���	��/		0�@	�������		�	�����
�	�0����

���	(

3�	���02	��	��
�9�
owego w przestrzeni Hilberta X = L2(0, 1) ze standardowym iloczy-
nem skalarnym. '	�����/����	�������
�	�������		�0����

���		��/		0�@	�������		��(
�� ���9
�	=��04	BCD>A



"������	���
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���	������	������
���	�2�	����	��	����0�2�
��	3�444 *%C

( ) ( ) ( ) ( ), (0) 0

( ) ( )

t A q t Bu t

y t C t

⎧Θ = Θ + Θ =⎪
⎨

= Θ⎪⎩

�

(3)

gdzie:

   ( ) ,aA q a R Q′′Θ = Θ −

     { }2( ) (0,1) : (0) 0, (1) 0 ,D A u H ′ ′= ∈ Θ = Θ =

{ }2 2 2(0, 1) (0,1) : , (0, 1) ,H u L u u L′ ′′= ∈ ∈

    ( ) , ( ) ,C t c tΘ = Θ

     ( ) ( ) ,Bu t bu t=

  
1

0
, ( ) ( )u v u x v x dx< > = ∫ (4)

Baza ortonormalna przestrzeni stanu budowana je��	���	�	���� ���9
�	�	����	�	
��(
���	�7����
�	��
�	���	�����	A

1, 0

2 cos( ), 1, 2, 3, ....
i

i
h

i x i

=⎧⎪= ⎨
⎪ π =⎩

(5)

'����	����	��	�	��	�0���	�	���	���
��
��	���	����7���
�	�����1
�	�7����
��	
���	

��39	0�@	�������		���� ���9
�

( ){ }2 2 2( ) ( ) : ( )i i aq q I q i a RΛ = Λ ∈ ℜ Λ = −π − (6)

+	��	���
���	 ���	���	��
��	�����	 ����	��	 =E>	 �	��	 ��
��	 /		����
�	3�2�		�����1
�

�7���		�9	����	��
������	�	��zestrzeni R3 (zob. [5]).
)��	����7���	��	�����	�����	A(q)	�	��	��
/		!��

�9	��	�	���
�	�����	����	�0�	
��

�	��	��	���� ���9
9	�����@

{ }0 1 2( ) ( ), ( ), ( ), ....A q diag q q q= Λ Λ Λ (7)

Po��	��/	�����	���	3	��	���
��		3��	���
�	�	
�����
�	�	��	������	�9	��
7����		���(
�	�	��	��	������	��	�������	�	���1
��	�9	2�
�0���	��	
���������

{ }0 1 2, , , .... T
B b b b= (8)
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Gdzie: , ,i ib b h=  b(x) �	��	!��

�9		2	�	���	3��	��	3�A

[ ]
[ ]

0

0

1, 0,
( )

0, 0,

x x
b x

x x

⎧ ∈⎪= ⎨
∉⎪⎩

(9)

{ }0 1 2, , , ....C c c c= (10)

gdzie , ,i ic c h=  c(x) �	��	!��

�9	
�����
�	�	��	������A

[ ]
[ ]

0 1 2

1 2

, ,
( )

0, ,

y x x x
c x

x x x

⎧ ∈⎪= ⎨
∉⎪⎩

(11)

)��	�	��
� 
�		��2���
�	�������	��	�������	A, B i C	��������	��	�
�6
�	��		��(
������9	 ����
����
� 	���	2�	 =,>&=-->�	 
����	 ��
/		 ��0��		 ������		 �����/���	 ����	�4

'�	��	��	������	A(q), B oraz C ��39	0�@	���	���	�����		��
�	��
�	��	4
.��2���	����������
�	�7����1
�	����	��	�	��	�	���
�	�����	���
�	=,>&=-->	�����7�

��
7����		��������	�	���
�
�	BC&FD4	8���	�	�	�	�	��	��3�2��	��	�	����	��	����0�2�
��	(

3�	�	�����
�	��
7����		�����	���
�	G	��
�����		�� 
���1@	�	3�	�������
��
�	
	
�4

'	����
�	���
�	����
��	���	2�	
�937	3�	=,>&=-->	��������	��	���	2	�	�����
�	���(


�	��	3�	��������	�����	�	�����
�	���� ���9
	�

( 1) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

k A q k B q k

y k C k

+ + +

+ +

⎧Θ + = Θ +⎪
⎨
⎪ = Θ⎩

(12)

gdzie:
k – dyskretna chwila czasu,

Θ+(k) – �	��	������	�	k-tym momencie,

A+(q), B+(q), C+ – ��	������	 ����	��	���
�	��	3��	����	 
���	��	�����	���1
��	C+

jest operatorem rzeczywistym

0 1 2, , , ....C c c c+ + + +⎡ ⎤= ⎣ ⎦ (13)

a operatory A+(q) oraz B+(q)	�9	��	��������	���	����7������	���������	���� ���9
�	=��04	B/D>A

{ }0 1 2( ) ( ), ( ), ( ), ....A q diag q q q+ + + += Λ Λ Λ (14)

gdzie:

( ) ( )

0
( ) , ( ) ,   

s
s

T
A q T A q tA q e B q e Bdt C C+ + += = =∫ (15)
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W relacji (15) Ts oznacza okres próbkowania, q ∈ Q, k = 1, 2, 3, ... oznacza dyskretne
chwile czasu. Elementy operatora sterowania B+

	 �9	 !��

����	 ��	�	���
�	 �����	����

�	��39	0�@	�������		���� ���9
�

0 1 2( ) ( ), ( ), ( ), ....
T

B q b q b q b q+ + + +⎡ ⎤= ⎣ ⎦ (16)

gdzie

( ) ,i i ib q b b⎡ ⎤= ⎣ ⎦ (17)

'����1
�	��	��
��7
��		=-/>	�9	����/��		���� ���9
�A

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

( ) 1

( ) 1

s a

s a

T i a Ri
i

a

T i a Ri
i

a

b
b q e

i a R

b
b q e

i a R

− π ++

− π ++

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟⎜ ⎟π + ⎝ ⎠

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟⎜ ⎟π + ⎝ ⎠

(18)

Widmo systemu dyskretnego jest opisane analogicznie jak system�	
�937	3�	=E>A

( )2 2
2( ) ( ) ( ) : , s aT i a R

i iq q I q Q e
− π ++ + +⎧ ⎫⎪ ⎪Λ = Λ ∈ ℜ ∈ Λ =⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭
(19)

��	��
���
��	������
�
��	
�� ������	���������

H��
�	��		������
��		���� /	��		������		�2�	����	��	����0�2�
��	3�	�	�����
�	��(

���	���
�	�����7�	�������		�4��4	�	���
�	B-D4	)��	�1
�		������		�	��
�	���
�
�	��/		0�@

�	/	��3�2����		��	�����/���	����	�	�	��	�	���
�	�����	���
�	���	�����
�	��	/		����	�

��	7���	�����
�	�	�	
������
��	������	
���		�9	�����		�	���
�	BCD4

Najogólniej, warunki o dekompozycji wid��	�2�	�����/��	3�	����	��	�9	��	7����	�
�	12�	 �	
������
��	 �	��	 �	������
���	�	 
�7��	 �0�����		 ��	�	���
�	 �����	����	 =��04

BCD>4	'	�������
��	3��	�����
�	 �		�9	��	7����	�	����	�	��/		0�@	��	
����������	��

����	�������	���	���2�3�
���		��
	����	�	�	�����
�	��rametrach:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 2 2 3 3

( 1) ( ) 0 0 ( ) ( )

( 1) 0 ( ) 0 ( ) ( ) ( )

( 1) 0 0 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k A q k B q

k A q k B q u i

k A q k B q

y k C k C k C k

+ + + +

+ + + + +

+ + + +

+ + + + + + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Θ + Θ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥Θ + = ⋅ Θ + ⋅
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥Θ + Θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= Θ + Θ + Θ

(20)
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gdzie:
 k = 0, 1, 2, ...,

1 2( ) i ( )A q A q+ + & operatory �
�6
�	��		��������	�

3 ( )A q+ & ��	�����	��	�
�6
�	��		���������.

Operator 1 ( )A q+ 	�	��	�	����		�7�0�	 �7�����9	=��
7����
��	��	���0�2�9>	
� 1@	����	(

���	��	������	 2 3( ) i ( )A q A q+ + 	�9	��
7����
��	���0�2�	4

$���	������	�
�6
�	��		���������	�2�	����	��	�	�����
�	��
7����		�����	���
�

2�0	�2�	�	��	��	����2��	�	�����1
�	�	
����	��	�	���
�	�����	����	q	��	�����@	���� ���9(

9A	=��0	B-D>A

1 1

2 2

1 1

1 1 1 1 1 1 2 1

2 1 2

( 1) ( )
( )

( 1) ( )

( ) ( )

,
0

k k

k k

w i w i
A B y i M r

w i w i

u i K w i N r

A G C B K G C G
A B

B K A

+ +
+ + + +

+ +

+ + + +

+ + + + + + + +
+ +

+ + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅ + +⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + −
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

(21)

0
7��	��	�������	�	
���	������	�	��
�����	�	��	��	��sunku 2.

��
�	��	%�&
�	������
��
	�	�������
�����

�	��&
����	�	�	�����	�	����	�����������
	'JK	��
������	�������	������	
��		�
�	����

��	����	����	�	�
��������	y+(n) = y(nTs), 		����	����
������		KJ�	��	������	�������	���
�	�

���	
��		��������	���
�	����	����	�	�
��������	u(t) = u+(n), t ∈ [nTs,(n + 1)Ts). Macierze

1 1orazG K+ + 	��0�	��	�� 	��
�	�0�	�����1
�	�7���		 1 1 1 1 1 1orazA G C A B K+ + + + + +− + 	2	/�7�	�	(

��9���	
�7�	 �	�����
��	3�4	��
�		��
�	��		 �����	�9�	 �	12�	����	 ( )1 1;A B+ +  jest sterowalna

gdzie:



�������	���
��	��	
�������	��	����������	�$�	���	���	���� �$�������   !"F

oraz para ( )1 1;C A+ +
	���		� �������$�� 	#���	
���
	���	�$��	�%����	�����	���	A1(q) ��(

���	���%���&	������
	'�$�	n):

( ) ( )sIm 2 dla Re 0s s i iT nλ − λ ≠ π λ − λ = (22)

#� (�	��������	
�������	���	��)�	 �&	��
�����	��	����	����	���	���������	��(

���
�	'��  	*+,-1

��������	
	� ( )1 1;A B+ +  jest sterowalna

 oraz para ( )1 1;C A+ +  jest obserwowalna,

to macierze 1G+  oraz 1K + ����
	����
	���	��

(23)

	����	
��������	�
�� 1 1 1A G C+ + +−  oraz 1 1 1A B K+ + ++ ������
��
����
��

.	����/���
/	�����/�6	����
��	/		
���	������	���
�	���	�	��	�������	����
9	��(


�	��y (�)

+ (q);�)

+ (q)>	4	5	/	2�	��7�/����	/		��	7�����	�	��	�����	
	=*0>�	�2�	����2��	�	���(

��1
�	q ����	�	�	�	��	�	������
���4	L����2��		��/��	��	������@	���� ���9
�

( )1 1( ) ( ); ( )s q G q K q+ + += (24)

1���	������	������
���	�	�����
�	=*->	�	��������	�	�����
�	=*2>	��/		0�@	�����(


����	��	��������		�����1
�	�����	����	��
�	���	A+(q) oraz B+(q)	�2�	����2��	�	�����1
�
�	
����	��	pewnych parametrów q.

3	�������
�	3��	�
/	�����1
�	��		�9	��
7����		����	�	��2	/�	���������@	���		���	�(

1
��4	5	����	�	��
/	�	��	
������

��	
���	�������	������	3��	
���	�	�������
��	�������	

���	���������	����/	�4

!�	"�����
�
��	�������	���	�����#�����	
�

���

Kompensator s+(q) �������	���	�	 =*0>	 �	��	��	!��������	�2�	���	���
�	��	����2��	�

�����1
�	�	
����	��	�	���
/	�����	����	q	�	�2�	�	�	�����1
�	���	����	
���	���
� 	��(


7����
��	��	���0�2�	�	
� 1
�	�����	����	��4	4�2	/�	����
�@	���3 �	/		
���	������	�0�(

������	��	��������		�	��	��	
��
�	��	�	�����1
�	�	
����	q	���	����	
���	���
� 	��	���(
0�2�	�	
� 1
�	�����	tylko	�2�	�	�	�����1
��	�	�2�	����
/	�����1
�	�	
����	q	��/		��		���	�(
��@	�	�	
���	���
���	�	�	�
������	�����
�	��/		��		���	���@	���	�	���0�2��1
�	�
7���

���
�� �	3�4

3	�������
�	
�7	�	���	����	��	��	�	���
/	�����	����	Q	��/��	�
�	12�@	��	�
�6
��(
��	�0���	
���	��������	S+

( ){ }1 1( ) ( ); ( ) :S s q G q K q q Q+ + + += = ∈ (25)



*-% 3��
�	
/	5��
���
��	1�������!	"��� �
�	��
�

Dla zbioru kompensatorów S+
	��/��	��	!������@	
��	��	
���	�������	��	��
/�7
��	A

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

ll ll

lh lh

hl hl

hh hh

s q s q

s q s q

s q s q

s q s q

+ +

+ +

+ +

+ +

=

=

=

=

(25a)

3����	�
7���	���
�� �	3��	����	���9
	3�	�0�	
�	�	��	�	���
/	�����	���
/	�	
��(
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{ }( ) ( ) ( ) : ( )zs zi z ziq q q q+ + + + +Λ = λ ∈ Λ λ < η (27)
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{ }( ) ( ) ( ) : ( )zs zi z ziq q q q+ + + + +Λ = λ ∈ Λ λ ≥ η (28)
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q q q

q q
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Λ ∪ Λ = Λ

Λ ∩ Λ =
(29)
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0,0005; 0,022 ,

0,0005; 0,032 ,
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0,0012; 0,032 .
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Λ+
ll  =  {0,9782, 0,9734, 0,9591, 0,9357, 0,9040, 0,8647, 0,8190 …},

Λ+
lh  = { 0,9685, 0,9637, 0,9496, 0,9264, 0,8950, 0,8561, 0,8109 …},

Λ+
hl  = { 0,9782, 0,9667, 0,9330, 0,8793, 0,8094, 0,7275, 0,6387 …},

Λ+
hh = { 0,9685, 0,9571, 0,9237, 0,8706, 0,8013, 0,7203, 0,6323 …}.
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Kompensator Macierz A+
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1
1

1

( )A q
G

C

+
+

+=  

 

1
1

1

( )

( )

A q
K

B q

+
+

+= −  

Macierz B+
k 

s+
ll 

0,9685         0    1,3663

   1,3531    0,9637         0

   1,3041         0    0,9496

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 0,9618 

–12,8575 
12,8575

0,0

0,0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

s+
lh 

0,9685         0    1,3663

   1,3531    0,9637         0

   1,3041         0    0,9496

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 0,9523 

–12,7931 
12,7931

0,0

0,0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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hl 

0,9782         0    1,3801

   1,3620    0,9667         0

   1,2993         0    0,9330

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 0,9618 

–12,8575 
12,8575

0,0

0,0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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hh 

0,9685         0    1,3663

   1,3484    0,9571         0

   1,2864         0    0,9237

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 0,9523 

–12,7931 
12,7931

0,0

0,0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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qll 0,9571 

qlh 0,9537 

qhl 0,9567 
s+

ll 

qhh 0,9571 

qll 0,9434 

qlh 0,9537 

qhl 0,9567 
s+

lh 

qhh 0,9537 

qll 0,9434 

qlh 0,9567 

qhl 0,9567 
s+

hl 

qhh 0,9567 

qll 0,9434 

qlh 0,9537 

qhl 0,9567 
s+

hh 

qhh 0,9571 
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