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Heurystyczny algorytm planowania rozdzialu zadan
dla systemu z maszynami rownoleglymi
0 ograniczonych zasobach

1. Wprowadzenie

Intensywny rozwoj rownoleglych systemow przetwarzania informacji pociagnat za
soba wzrost zainteresowania problematyka szeregowania zadan w systemach maszyn pra-
cujacych rownolegle (niezaleznie). Szczegdlnego znaczenia nabiera problem minimalizacji
dtugosci uszeregowania zadan na maszynach [1-5]. Prowadzone od wielu lat badania pro-
blematyki czasowo-optymalnego szeregowania zadan i rozdziatu zasobow dowiodty, ze za-
dania optymalizacji zarowno dyskretnej, jak i ciagtej naleza do klasy probleméw bardzo
trudnych zaré6wno z teoretycznego, jak 1 obliczeniowego punktu widzenia i najczgéciej na-
leza do klasy problemow NP-trudnych [6-11].

Problem szeregowania zadan na maszynach rownolegtych z réwnoczesnym rozdzia-
tem zasobow bardzo czg¢sto spotykany jest w roznego rodzaju ztozonych procesach produk-
cyjnych. Czasy wykonywania zadan moga by¢ z gory zadane lub tez moga zmienia¢ si¢
w zalezno$ci od wspotdzielonych zasobow. Zadania moga by¢ pewnymi procesami dyna-
micznymi opisywanymi za pomocg skomplikowanych modeli matematycznych.

Z formalnego punktu widzenia omawiane problemy mozna w sposob ogélny scharak-
teryzowac nastgpujaco: dany jest zbior zadan, zbidr maszyn oraz ograniczone zasoby prze-
znaczone do wykonywania tych zadan. Nalezy znalez¢ takie dopuszczalne uszeregowanie
tych zadan na maszynach oraz taki rozdziat ograniczonych zasobow pomigdzy maszyny, na
ktérych te zadania sa wykonywane, aby przyjete kryterium efektywnosci osiagngto opti-
mum przy zadanych ograniczeniach.

W niniejszym artykule przedstawiono pewien algorytm heurystyczny wyznaczajacy
czasowo-optymalne uszeregowanie n zadan niezaleznych niepodzielnych i zasoboéw nieod-
nawialnych podzielnych w sposéb ciagly do m maszyn pracujacych rownolegle. Przedsta-
wiono wyniki badan komputerowych przeprowadzonych na tym algorytmie dla losowo ge-
nerowanych danych.
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2. Opis problemu

Rozpatrzmy system maszyn rownolegtych przedstawiony na rysunku 1. Dany jest
zbidr n zadan niezaleznych ponumerowanych liczbami 1, 2, ..., n i oznaczony przez J. Za-
dania te nalezy wykonaé¢ bez przerwan przy uzyciu m maszyn réwnolegtych ze zbioru
M ={1,2, ..., m}. Kazda maszyna, w dowolnej chwili czasu, moze wykonywac co najwyzej
jedno zadanie oraz wykonywanie zadania nie moze by¢ przerywane. Realizacja kazdego
z zadan na maszynach musi nastgpowac niezwlocznie po zakonczeniu wykonywania po-
przedniego zadania (lub nastapi¢ w chwili £ = 0, gdy zadanie realizowane jest jako pierwsze
na jednej z maszyn). Kazde zadanie moze by¢ wykonywane na dowolnej maszynie, a liczba
zadan do wykonania jest wigksza od liczby maszyn (n > m).
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Rys. 1. System maszyn rownolegtych

Zaktadamy, ze dysponujemy N jednakowymi jednostkami zasobu nieodnawialnego;
N = m. Oznaczmy przez u; t¢ 1lo$¢ zasobu, ktdra zostanie przydzielona k-tej maszynie.
Zbiér zasobow oznaczmy przez U = {1, 2, ..., N}.

Zachodza nastgpujace ograniczenia zasobowe:

m
DQuy <N, keM, u,c€U, u, =0.
k=1
Czas wykonywania i-tego zadania na k-tej maszynie, jezeli przydzielono jej u jedno-

stek zasobu, okre§lony jest nastgpujaca funkcja:

b:
Ti(uy, k) =ay +—%, u, eU, ke M,icJ 1)
Uy
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Parametry a; > 0, by > 0 charakteryzujq i-te zadanie i k-ta maszyng.

Postawiony do rozwiazania problem polega na znalezieniu takiego uszeregowania
wszystkich n zadan na m maszynach i takiego przydziatu zasobé6w do maszyn, aby minima-
lizowa¢ czas T, zakoficzenia wykonywania catego zbioru zadaf J.

3. Model matematyczny problemu
Oznaczmy przez Jy, J5, ..., Jy, ..., J,, podzbiory zadah realizowanych kolejno na

1,2, ...,k ..., m-tej maszynie. Nalezy rozwiazaé nastgpujacy problem minimalizacji czasu
zakonczenia wykonywania zbioru zadaf T,

T. .= min max § X T;(u,k) 2
P i Tyrd,,  1<ksm {iejk e ?
Uy, Uy, Uy,

przy nastgpujacych ograniczeniach:

m
@A) J,NJ,=D; wz=12,...,m w#z UJg=J;
k=1
.o m
(ii) Su,<N; weU, k=12, ..,m
k=1
(iii) uy, uy, ..., u,, —catkowite dodatnie.

Postawione zadanie nalezy do klasy probleméw NP-trudnych. Ograniczenie (iii) po-
woduje, ze problem, ktory nalezy rozwiazac, jest do$¢ skomplikowany. Aby go rozwiazac,
dokonamy relaksacji warunku uy, € U, zastepujac go warunkiem 0 <, <N, k=1,2, ..., m.
Po rozwiazaniu odpowiedniego zadania minimalizacji dyskretno-ciaglej zaokragla sig
otrzymane wartosci zasobow i, do liczb catkowitych dodatnich (patrz krok 12 algorytmu
heurystycznego).

Przy uwzglednieniu powyzszej relaksacji, minimalny czas T,,, zakonczenia wykona-
nia zbioru zadan J przez system maszyn rownolegtych znajdziemy, rozwiazujac nastgpuja-
ce zadanie minimalizacji dyskretno-ciaglej

T.,.= min max § > f‘(uk k) G
P i Tyrd,,  1<ksm {iejk e
Uy, Uy, i,

przy nastgpujacych ograniczeniach:

m
@A) JoNJ, =05 wz=12,..,m w=#z UJ,=J;
k=1

m
(ii) Ddug <N; w20, k=1,2, .., m,
k=1
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gdzie fl :[0, N]x{1, 2, ..., m}—> R’ jest rozszerzeniem funkcji 7; : {1, 2, ..., N}x{1,2, .., m} —>R"
i okreslone jest przez funkcje:

. b:

Ti(uy, k)= ay +-%, w, €[0,N], ay >0, by >0, keM, ielJ 4
Uk

Rozwiazania optymalne zadania (3) oznaczmy przez uZ,J Z, k=1,2,...,m. W celu

znalezienia tych rozwiazan konieczne bedzie wykorzystanie ponizszego Lematu.

Lemat

Jezeli uZ,J Z, k=1,2, ..., m sa rozwiazaniami optymalnymi zadania (3), to:
(1) ZukZN; Uy >0, kZJk ¢®, k=12,...m;
k=1

up =0, k:Jy=93, k=12, ..,m

(ii) Z*T;(u,t,k)=const; k:J,t =20, k=12, .. m
ey

Warunek (i) w Lemacie oznacza, ze w przydziale czasowo-optymalnym zasobow
i zadan do maszyn wykorzystuje si¢ wszystkie jednostki zasobow, a warunek (ii), ze czasy
pracy tych maszyn, na ktorych wykonywane sg jakie$ zadania, sg identyczne.

Zdefiniujmy funkcj¢ F(Jy, J5, ...,J,,) okreslona dla m zbioréw J4, J,, ..., J,,, dla ktorych
zachodzi ograniczenie (i) zadania (3). Wartos¢ tej funkcji jest rozwiazaniem nastgpujacego
uktadu rownan:

2 by
Y ay + Sl = FTyed )ik T Dk =12, m
ieJy Uy (5)
Y u,=N; w >0, k:J, #D0,k=12,...,m.
kiJ  #0

Wykorzystujac Lemat oraz (5), mozna zadanie minimalizacji (3) przedstawi¢ w postaci:

Topt = min F(JlaJZ) “')Jm) (6)

T 2send

przy nastgpujacych ograniczeniach:

@) JoNI, =35 wz=12 ..., m w#z

m
(i) UJeg=J; k=12, ., m.
k=1
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Jezeli Jy,J5, s J,, sarozwiazaniami zadania (6), to uy,J;, k=1, 2, ..,m, gdzie:

m
2 b'k *
. i . ki #D, 1<k<m
Ue =AF(I) Ty p)— S ay * (7)
ieJ k:J, =0, 1<k<m
0 ' ¢

sa rozwiazaniami zadania (3).

4. Algorytm heurystyczny i wyniki badan komputerowych

Zaktadamy, ze maszyna najszybsza jest maszyna pierwsza ze zbioru M, a maszyna
najwolniejszg jest maszyna m-ta. Miara szybkosci realizacji i-tego zadania przez k-ta ma-
szyng jest tzw. wspotczynnik podziatu zasobow v; y > 1. Ostatniej m-tej maszynie przydzie-
lamy u,, zasobow wg nastgpujacej zaleznosci:

N

Un =1 ®)
1+ 3 [(m—k)-y]
k=1
Pozostatym maszynom przydzielamy zasoby wg nastgpujacej zaleznosci:
w=m—k)Yuy k=12,.,m-1 9)

Kolejne kroki algorytmu heurystycznego sa nastgpujace:

Krok 1.
Oblicz czasy wykonywania zadan T;(uy, k) na poszczegdlnych maszynach wg wzoru

(1) dla zadanej wartos$ci u;, = - i losowo generowanych parametrow a;, by.

Krok 2.
Uszereguj malejaco czasy wykonywania poszczegdlnych zadan i utworz listg L tych
zadan.

Krok 3.
Uszereguj pierwszych m najdtuzszych zadan z listy L do kolejnych m maszyn, poczy-
najac od pierwszej maszyny, a na m-tej konczac, a nastgpnie usun te zadania z listy L.

Krok 4.

Przydziel najkrotsze i najdluzsze zadanie z listy L do kolejnych maszyn, poczynajac od
pierwszej maszyny, a na m-tej konczac, a nastgpnie usun te zadania z listy L. Jezeli lista L sig
nie wyczerpata, to wykonaj nastgpny krok, w przeciwnym wypadku przejdz do kroku 6.

Krok 5.

Uszereguj kolejne zadania z listy L na maszynach, poczynajac od m-tej maszyny, a na
pierwszej konczac, a nastgpnie usun te zadania z listy L. Jezeli lista L si¢ nie wyczerpata, to
wr6¢ do kroku 4, w przeciwnym wypadku wykonaj krok 6.
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Krok 6.
Oblicz sumaryczne czasy wykonywania zadan na poszczegdlnych maszynach dla
uszeregowania zadanJ, J», ..., J,, utworzonego w krokach 3+5 i dla zadanej liczby zaso-

. N . . , .
béw u;, =— i podaj czas zakonczenia T,
m

opt Wykonywania wszystkich zadan bgdacy naj-

dhuzszym z tych czasow.

Krok 7.
Usun najkrotsze zadanie z maszyny o najdtuzszym czasie wykonywania zadan i przy-
dziel je do maszyny o najkrotszym czasie wykonywania zadan.

Krok 8.

Oblicz czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan T,, po zamianie zadan
w kroku 7. Jezeli czas ten ulegnie skroceniu, to wrd¢ do kroku 7. W przeciwnym przypad-
ku cofnij ostatnio wykonana czynno$¢ w kroku 7 i zakoncz szeregowanie zadan na maszy-
nach.

Krok 9.

Dla zadanego wspotczynnika 7y przydziel zasoby uy, k € M poszczegélnym maszynom
wyliczone z zaleznosci (8) i (9).

Krok 10.

Dla uszeregowania zadan utworzonego w krokach 3+8 i dla liczby zasobow uy, ke M
przydzielonych maszynom w kroku 9, oblicz czas zakonczenia wykonywania wszystkich
zadan Ty,

Krok 11.

Powtérz krok 9 i krok 10 dla nastgpnych dziewigciu zwigkszajacych sig kolejno war-
tosci wspotezynnika . Porownaj wartosci czasow zakonczenia wykonywania zadan T,
z kolejnych préb i wybierz najkrétszy z tych czasow.

Krok 12.

Wyznacz dyskretne liczby zasobéw iy, k€ M wedtug zaleznosci:

luogo |+1 k=12, .., A

o) =
luay | k=A+1L,8+2,m,

m
gdzie A=N- 3 [u]J oraz o jest permutacjg elementow zbioru M = {1, 2, ..., m} taka, ze
Jj=1

Ug(1) _["‘a(l)JZ Uy (2) _["‘a(Z)J >...2 Ug(m) _["‘a(m)J‘

Na bazie przedstawionego w pracy algorytmu heurystycznego przeprowadzono ba-
dania komputerowe. Algorytm heurystyczny poddano ocenie dla dziesigciu zwigkszaja-
cych sig kolejno wartosci wspotezynnika podziatu zasobéw 7y ze zbioru {2, 4, ..., 20}. Dla
zadanej liczby zadan n = 40, 80, 120, 160, liczby maszyn m = 3, 6, 9, 12 i liczby zasobow
N =10 000 wylosowano parametry a;, by ze zbioru {1,0, 1,5, ..., 19,5, 20,0} przez generator
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o jednostajnym rozktadzie prawdopodobienstwa. Dla kazdej kombinacji n i m wygenerowa-
no 30 instancji. Rezultaty analizy poréwnawczej algorytmu heurystycznego przedstawione-
go w niniejszej pracy i znanego z literatury algorytmu LPT przedstawione zostaly w tabeli 1.

Tabela 1
Wyniki analizy porownawczej algorytmu heurystycznego i algorytmu LPT
Lliczba instancji, dla ktérych: A sH sLrer
n/m
Ty <To" T =T Ty > T % s s

40/3 16 0 14 1,7 1,6 1,3
80/3 15 2 13 2,2 2,8 2,1
120/3 16 0 14 2,8 4,1 34
160/3 16 1 13 3,1 54 4,1
40/6 14 3 13 1,9 1,9 1,6
80/6 16 1 13 24 3,2 2,8
120/6 16 2 12 2,9 5,1 4,5
160/6 17 2 11 3,5 8,1 6,8

40/9 15 1 14 1,6 2,1 1,8

80/9 16 0 14 2,6 3,8 3,2
120/9 17 0 13 3,1 6,1 4,9
160/9 16 3 11 3,9 9,2 7,8
40/12 15 2 13 1,8 24 2,1
80/12 16 1 13 2,8 4,1 33
120/12 17 1 12 33 7,2 6,1
160/12 17 2 11 4,1 10,8 8,2

W tabeli 1 wystepuja nastgpujace wielkosci:

n —
H _
T, opt

LPT —
T, opt

AH -

LPT
S

liczba zadan, m — liczba maszyn;

czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan ze zbioru J przy wykorzy-

staniu algorytmu heurystycznego;

czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan ze zbioru J przy wykorzy-

staniu algorytmu LPT;

. . H
$rednia procentowa poprawa czasu T,,, w stosunku do czasu

LPT _7H

nastgpujacym wzorem: AH =t ot -100%;

H
T, opt

— $redni czas obliczen dla algorytmu heurystycznego;
— $redni czas obliczen dla algorytmu LPT.

LP
T, opt

T .
wyrazona
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5. Podsumowanie

Przedstawione w poprzednim rozdziale wyniki badan komputerowych wykazaty, ze
jako$¢ szeregowania zadan na rownolegltych maszynach na bazie zaproponowanego w pra-
cy algorytmu heurystycznego ulegta poprawie w stosunku do szeregowania za pomoca zna-

nego z literatury algorytmu LPT. Kilkuprocentowa poprawa czasu TOI;t w stosunku do T, Oi,fT
moze by¢ zachgta do dalszych prac nad efektywnymi algorytmami heurystycznymi.
Zastosowanie podanego w pracy algorytmu heurystycznego jest wskazane przede
wszystkim dla systemow produkeyjnych o duzej liczbie zadan, gdyz wowczas $rednia pro-
centowa poprawa Af jest najwigksza. Zaproponowany algorytm moze shuzy¢ zar6wno do
rozdziatu operacji na stanowiska produkcyjne wyposazone w odpowiednie maszyny w dys-
kretnych systemach produkcyjnych, jak i do szeregowania programéw w wieloprocesoro-

wych systemach komputerowych [12-15].
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