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Interpolacja fraktalna w grafice komputerowe;j
— wykorzystanie nowej metody

1. Wstep

Wiele ksztattow wystepujacych w przyrodzie czy tez przebiegow dynamicznych odpo-
wiadajacych rzeczywistym procesom ma charakter bardzo nieregularny, a odpowiadajace
im charakterystyki wykazuja chropowato$¢ i ztozona strukturg na wielu poziomach zagte-
bienia. Krzywe tego typu, zaliczane sg do fraktali lub fraktali stochastycznych — multifrak-
tali. W praktyce przyblizanie ich za pomoca klasycznych metod interpolacji jest niemozli-
we, gdyz wielomiany lub inne funkcje do odtwarzania konturow dobrze wypehniaja swa
role jedynie w przypadku krzywych gtadkich i w miarg regularnych. W sytuacji gdy mamy
do czynienia z krzywymi o duzej ztozonosci i chropowatos$ci, niezbgdne jest wykorzystanie
do interpolacji metod fraktalnych. Obecnie dominujaca grupa metod tego typu sa metody
oparte na fraktalnych funkcjach interpolacyjnych (fractal interpolation function) FIF za-
proponowanych przez Barnsleya [1]. Metody te obarczone sa wieloma niedostatkami utrud-
niajacymi powszechne ich wykorzystanie w zastosowaniach praktycznych. W pracy zapre-
zentowano inng alternatywna metodg¢ wykorzystania krzywych fraktalnych do przyblizania
ztozonych krzywych, ktora jest bardziej odpowiednia niz metoda FIF do interpolacji struk-
tur multifraktalnych. Metoda ta zostata po raz pierwszy przedstawiona w pracy [2]. Opiera
si¢ ona na wykorzystaniu charakterystyk nielokalnych do opisu weztow interpolacji. Jako
zbidr bazowych elementdw przyblizenia zastosowano jednoparametrowa rodzing krzy-
wych fraktalnych — odpowiednik splajnow bazowych (base splines). W artykule szczegoto-
wo przedstawiono algorytm podstawowy oraz metody go wspomagajace.

2. Idea proponowanej metody

Jednowymiarowa interpolacja polega na rekonstrukcji zadanej krzywej lub zaleznosci
funkcyjnej za pomoca zbioru punktow (weztdw interpolacyjnych), ktére reprezentuja te
krzywa badz zaleznos¢. W wigkszoséci metod do tego celu wykorzystuje si¢ wiclomiany.
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Jako$¢ odtworzenia zalezy od czgstosci probkowania — kroku interpolacji oraz wlasciwego
doboru funkcji interpolujacych. Ztozonych zaleznosci nie da sig interpolowac za pomoca
wyidealizowanych zwiazkéw funkcyjnych. Nawet, jesli stosuje si¢ do ich przyblizania me-
tody klasyczne, to otrzymywane wyniki daleko odbiegaja od rzeczywistosci. Mozna przy-
jaé, ze struktury fraktalne moga by¢ odtwarzane jedynie za pomoca innych struktur fraktal-
nych lub metod generujacych fraktale.

Proponowana metoda wykorzystuje, podobnie jak metody klasyczne, zasadg probko-
wania ze statym krokiem interpolacyjnym. Pojgcie wezta interpolacyjnego zostaje uogol-
nione, zastapione idea lokalnego okna interpolacyjnego LIW (Local Interpolation Window)
[2]. Jest to obszar obejmujacy fragment krzywej interpolowanej w zakresie wokoét punktu
interpolacyjnego xi, gdzie Ax — szerokos$¢ okna (rys. 1). Charakterystyki z tego okna tworza
zbidr danych przechowywanych do celu odtworzenia krzywej. Szeroko$¢ okna jest stata,
jesli krok interpolacyjny jest staty. Wysoko$¢ za§ dostosowana jest do rozpigtosci krzywej
w przedziale ograniczonym szerokos$cia okna. Nalezy zauwazy¢, ze okno interpolacyjne
jest polem widzenia otoczenia wezla interpolacyjnego, z ktorego chcemy pozyskac jak naj-
wigksza ilo$¢ informacji, by p6zniej z maksymalna doktadnoscia odtworzyé krzywa. Zadna
z dotychczas stosowanych metod nie wykorzystuje takiego podejscia.

Y1 Y2 Yn

X1 XZ xI'I

Rys. 1. LIW — lokalne okno interpolacyjne, As — szeroko$¢, Ayi — wysoko$¢;
(xi, yi) — wezly interpolacyjne, Di — wymiary fraktalne [2]

W proponowanej metodzie zaktadamy, ze:

— opis wezla interpolacyjnego rozszerzono o dodatkowe informacje uwzgledniajace cha-
rakter odtwarzanej krzywej, np. wymiar fraktalny;

— dodatkowe wielkosci maja charakter nielokalny — odzwierciedlaja przebieg krzywej
w otoczeniu wezta;

— otoczenie we¢zla interpolacyjnego okres$la apriorycznie zadane okno LIW dostosowane
do kroku interpolacyjnego;

— w zakresie funkcji dopasowujacych prototypem proponowanej metody jest metoda
splajnow bazowych.
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Warto zauwazy¢, ze w przedstawionej koncepcji szeroko$¢ LIW nie musi by¢ réwna
krokowi interpolacji. Przy szeroko$ci mniejszej, strefa ,,martwa” pomigdzy oknami zostaje
odtworzona za pomoca krzywych bazowych z sasiadujacych okien. Jednak niepotrzebnie
tracona jest informacja z tej strefy, ktora mogtaby zwigkszy¢ doktadnosc¢ interpolacji. Nato-
miast w przypadku szerokosci okna wigkszej od kroku interpolacyjnego, w strefie przykry-
wania si¢ okien dochodzi do dodatkowego uzgodnienia ksztattu i wymiaru, co stanowi nie-
watpliwie dodatkowy atut przy interpolacji, a szersze LIW zapewnia wigcej jakosciowo
lepszej informacji. Okno jednak nie moze by¢ zbyt szerokie, gdyz traci wtedy swoj lokalny
charakter, co moze ujemnie wptyna¢ na doktadnos$¢ odtworzenia.

W praktyce odtwarzane krzywe posiadaja strukturg dyskretna z okreslong rozdzielczo-
$cia, np. w algorytmach komputerowych uwarunkowana wielkos$cia piksela. Pierwotna
krzywa moze by¢ odtwarzana lokalnie za pomoca zadanych krzywych fraktalnych o odpo-
wiednim wymiarze.
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Rys. 2. Ilustracja wymiaru pudetkowego

W praktyce ze wzgledu na utatwienie obliczen, wymiar moze by¢ obliczany dla kazde-
go okna LIW, jako wymiar pojemnosciowy (pudetkowy, rys. 2), definiowany zalezno$cia

D = lim 128N © (1)
e—0 log(l/€)

gdzie N jest minimalna liczba kostek o boku / potrzebnych do nakrycia badanego zbioru
fraktalnego.

3. Krzywe bazowe interpolacji i zasady interpolacji

Zaproponowana metoda wymaga okreslenia zbioru krzywych fraktalnych, ktore petnia
rolg elementéw bazowych przy odtwarzaniu. Krzywe te musza spetnia¢ kilka warunkow.
Niech §,T€ R, S = [0, 1], T = [1, 2) i niech K zbior ciagtych w U = SxR krzywych fraktal-
nych Kp(x, y), x € S, y € R o wymiarze D takich, ze V.D € T3 Kp(x, y) oraz s Kp(x, y) = Kpy
(sx, sy)—>D = D’, gdzie s € R_to wspotczynnik skalowania. Ostania zalezno$¢ oznacza, ze
operacja skalowania nie zmienia wymiaru fraktalnego.

Sposrod wielu mozliwych do zdefiniowania zbiorow krzywych fraktalnych spetniaja-
cych powyzsze warunki wybrano rodzing krzywych opartych na dobrze znanej krzywej
Kocha. Wymiar fraktalny uogélnionych krzywych Kocha zmienia si¢ w sposob ciagly
w przedziale od 1 do 2, co pozwala dobra¢ odpowiedni splajn do kazdej sytuacji [2].
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Odpowiedni wymiar fraktalny dla uogdlnionej krzywej Kocha GKC (Generalized von
Koch Curve) mozna obliczy¢ za pomoca wyrazenia

In4

In [2 (1+cos (p)] @
W proponowanej metodzie zbior splajow bazowych, B-splajny, ktory w klasycznej
metodzie interpolacji tworza wielomiany trzeciego stopnia, zastapiony zostaje zdefiniowa-
nym powyzej zbiorem krzywych fraktalnych K w postaci GKC — K (x, y). Zbior ten bedzie-
my nazywac¢ FB-splajnami (Fractal Base Splines).
Niech bedzie dany zbior N + 1 weztow interpolacyjnych: (x, vo, Do, WiP), (x5, v3, Dy, W),
..... , (xnp YN Dy Wia') odpowiadajacych poszczegdlnym oknom interpolacyjnym LIW. Za-
ktadamy, ze okna rozmieszczone sa z rownym krokiem x;,; = x; + Ax, y; okresla potozenie
$rodka okna, D; — wymiar fraktalny interpolowanej krzywej L w i-tym oknie, W/ ozna-
cza wektor dodatkowych parametrow (p = 1, ..., Z) charakteryzujacych strukturg krzywej
w i-tym oknie — na tym etapie rozwazan przyjeto W/# = 0. Ostatecznie

N
L =Y s;K;(x—iAx,y,D;,W') 3)
i=0

przy czym krzywe fraktalne K;(x, y) umieszczone sa centralnie w punktach interpolacji.

W wyrazeniu (3) nalezy zwrdci¢ uwagg na to, ze w odrdznieniu od klasycznej metody
B-splines, w ktorej skalowanie nastgpuje tylko wzgledem osi y, tutaj krzywe skalowane sa
we wszystkich kierunkach. Sumowanie okreslone zostalo symbolicznie jako sumowanie
krzywych fraktalnych, natomiast sposob tego sumowania musi zosta¢ doktadnie zdefinio-
wany. Rozpatrywanie problemu interpolacyjnego w uktadzie wspotrzednych (x, y) narzuca
okres$lone zasady — sumowanie musi dotyczy¢ wspoétrzednej y przy jednoczesnym trakto-
waniu wspotrzednej x jako zmiennej niezaleznej. Krzywa bedaca wynikiem sumowania
musi zachowywa¢ wiasnosci topologiczne krzywych sktadowych, w szczegdlnosci cia-
glos¢. Algorytm sumowania pokazano na rysunku 3. Opiera si¢ on na zasadzie przemiesz-
czania si¢ po krzywej sumowanej, w kolejnym kroku sumowania, z punktu wyjsciowego do
nastgpnego tylko do najblizszego sasiada po lewej lub prawej stronie potaczonego topolo-
gicznie z punktem wyjsciowym.

Wspolezynniki skali sj" w n-tym kroku wyliczano iteracyjnie w oparciu o rownanie

3

N ..
5= 5ty | 0% b, @
j=0 5
gdzie:
sjo, y; — zadane warto$ci weztow interpolacyjnych,
yi(x, Dj) — zbidr wartosci y krzywej Kj(x, y, D;) o numerze j dla zadanej warto$ci x, przy
czym Kj(x, y, D;) — startowe FB-splajny ulokowane sa centralnie w kazdym
punkcie interpolacyjnym.
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Rys. 3. Algorytm sumowania ciagtych krzywych nie stanowiacych
zaleznosci funkcyjnych [2]

Do obliczen przyjmowano rozpigtos¢ krzywych bazowych rowna 6Ax. W wyrazeniu
(4) uwzgledniono mozliwos¢ wystapienia wielu warto$ci y FB-splajnéw przy ustalonym x.
Stad

1 .
yj(x,D}) =§|:supy;-'(x,Dj)+1nfy;"(X,Dj):I 5)

Miara doktadnos$ci obliczen jest $redni btad kwadratowy iteracji

N N * 2
5n:z yi_zyj((i_j)Aanj) (6)
i=0 j=0

Przy interpolacji nalezy uwzgledni¢ dobrze znany problem braku danych na koncach
interpolowanej krzywej. Wartosci te nalezy zdefiniowaé dodatkowo.
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4. Opis algorytmu FBS

Komputerowy algorytm implementujacy metodg fraktalnych splajnow bazowych FBS
(FB-splines) mozna podzieli¢ na trzy zasadnicze czgsci. Pierwsza z nich analizuje strukture
interpolowana ze szczegdlnym uwzglednieniem charakterystyk nielokalnych. Druga czg$¢
generuje bazowe elementy przyblizajace w procesie iteracyjnym, dobierajac taka kombina-
cje liniowa elementdw bazowych, ktora z jak najwigksza doktadnoscia odtworzy zadany
ksztalt krzywej. Wreszcie w ostatnim etapie aplikacja w opisany powyzej sposob sumuje
przeskalowane krzywe.

Modut aplikacji odpowiedzialny za badanie interpolowanej struktury otrzymuje zada-
ne wspotrzedne weztdw interpolacyjnych. Nastgpnie buduje w ich otoczeniu lokalne okna
interpolacyjne i z tych okien pozyskuje charakterystyki nielokalne opisujace krzywa w oto-
czeniu wezta. Program stosuje tu algorytm wynikajacy bezposrednio z podanej przez Kot-
mogorowa definicji wymiaru pojemnos$ciowego. Obszar lokalnego okna interpolacyjnego
dzielony jest na kwadraty o zadanym boku (4, 2 piksele lub 1 piksel). Do obliczania wymia-
ru brana jest pod uwagg liczba tych obszaréw, w ktorych znajdzie si¢ cho¢by najmniejszy
fragment interpolowanej krzywej. Warto$cia wyjsciowa jest iloraz logarytmu z liczby blo-
kéw 1 odwrotnoscei rozmiaru bloku (1). Te dane interpretowane sa za pomoca metody naj-
mniejszych kwadratow, dajac w efekcie wymiar fraktalny oddzielnie w kazdym oknie inter-
polacyjnym.

Na podstawie tak wyznaczonego wymiaru fraktalnego budowane sa bazowe elementy
przyblizajace, czyli jednoparametrowa rodzina krzywych fraktalnych — uogélnione krzywe
Kocha. Zgodnie z zaleznos$cia (2) istnieje bezposredni zwiazek pomigdzy wymiarem frak-
talnym krzywej a parametrem ¢ uogolnionej krzywej Kocha. W praktyce dla sprawniejsze-
go dziatania algorytmu, budowana jest tablica wartosci wymiaru fraktalnego z zakresu
[1, 2] z doktadnoscia do 1/1000 w zaleznosci od parametru @. Przeszukanie tej tablicy jest
szybsze niz wyznaczenie warto$ci parametru z podanego wzoru. Na tej podstawie konstru-
owane sa uogoélnione krzywe Kocha rozmieszczone centralnie w kolejnych weztach inter-
polacyjnych. Poczatkowa dlugos¢ FB-splajnow moze zostac¢ narzucona przez uzytkownika.

Poniewaz wptyw przeskalowanego FB-splajnu na krzywa sumaryczng w innym punk-
cie niz ekstremum splajnu jest ztozona zalezno$cia nieliniowa, to do bezposredniego wyli-
czenia algorytm stosuje rozwiazanie iteracyjne — wewngtrzna petla na schemacie (rys. 4).
Kazda iteracja polega na zastosowaniu ,,probek” wartosci splajnéw pobranych z poprzed-
niego kroku iteracyjnego i przeskalowanych o obliczone wspotczynniki tak, by osiagnaé
zadane warto$ci w weztach interpolacyjnych. Rozwiazywany jest przy tym liniowy uktad
rownan w oparciu o klasyczna metoda eliminacji Gaussa. W ten sposob uzyskiwane sa ko-
lejne wartos$ci wspotczynnikéw interpolacyjnych. Btad iteracji obliczany jest na podstawie
zaleznosci (6).

W przeprowadzonych badaniach stwierdzono, ze ksztalt krzywej interpolujacej po-
migdzy weztami silnie zalezy od potozenia linii bazowej — osi x, wzgledem ktorej FB-splaj-
ny sa generowane. Wiasciwy wybor tego potozenia zapewnia zbieznos$¢ procesu iteracyjne-
go 1 optymalne dopasowanie ksztattu. Wiasciwos$¢ powyzsza mozna wykorzystac, tworzac
dodatkowa petle iteracyjna w algorytmie dopasowujacym — petla zewngtrzna na schemacie

(rys. 4).
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Rys. 4. Schemat blokowy prezentowanego algorytmu interpolacyjnego

Wybdr odpowiedniego potozenia osi x wynika z minimalizacji $redniego btedu kwa-
dratowego liczonego dla wszystkich punktow (pikseli) krzywej

8= (vii i) ™
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gdzie:
Vi ¥'5  — wartosci y odpowiednio krzywej interpolowanej i krzywej interpolujacej,

przy czym sumowanie przebiega dla wszystkich wartosci (pikseli) x;
; — okresla rézne przemieszczenie, w kolejnym kroku iteracyjnym, osi x wzglg-
dem potozenia poczatkowego.

z

punkt (x, S;_;[x,m] * [K;[x,n]
dodaj do krzywej S;

Czy m _ ilos¢
elementow w S; _;[x]

Zwigkszno 1

T Czyn _ilos¢

elementow
Zwigkszio 1

w Kj[x]

Rys. 5. Algorytm sumowania krzywych fraktalnych
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FB-splajny przesuwane sa wzdtuz osi y w jedna strong. Jesli globalny blad ulega
zmniejszeniu, w kolejnym kroku nastgpuje dalsze przesunigcie osi x. Jesli natomiast btad
ulega zwigkszeniu, algorytm ,,wycofuje si¢” z ostatniej modyfikacji przesunigcia i zmniej-
sza krok dziesi¢ciokrotnie. Iteracje koncza si¢ z chwila uzyskania satysfakcjonujacego do-
pasowania.

Algorytm sumowania krzywych fraktalnych przedstawiony zostat na rysunku 5. Su-
mowane sa kolejno pary krzywych, przy czym kolejnos¢ sumowania nie jest istotna, gdyz
zdefiniowana operacja sumowania jest przemienna. Sumowanie pary krzywych odbywa si¢
w petli, ktorej licznikiem jest kolejny numer piksela rzednej w najmniejszym przedziale
zawierajacym obie krzywe. Oddzielnie dla kazdej warto$ci rzednej, w kolejnej petli obshu-
giwany jest kazdy piksel pierwszej krzywej, ktorego wspotrzgdna x rowna si¢ licznikowi
zewngetrznej petli.

W trzeciej wewngtrznej petli uwzglednia si¢ kolejne wartosci x-pikseli drugiej sumo-
wanej krzywej. Wreszcie dla kazdego elementu iloczynu kartezjanskiego podzbiordw pik-
seli obu krzywych spetniajacych warunek zgodnos$ci wartosci rzednej z wartosécia ustalona
w zewngtrznej petli tworzony jest oddzielny piksel o tej samej rzednej i odcigtej bedacej
suma odcigtych tworzacych go pikseli. Tak wygenerowana krzywa interpolujaca jest kon-
cowym wynikiem opisywanej metody FB-splajnow.

5. Przyklady zastosowan metody

Wstgpna analiza mozliwo$ci metody w oparciu o wybrane przyktady pokazuje, ze me-
toda ta moze by¢ bardzo efektywnie stosowana do generowania i rekonstrukcji wystgpuja-
cych w naturze rzeczywistych ksztattow i konturow réznych obiektéw oraz przebiegdw dy-
namicznych.

Przyklad 1

Czgsto spotykanym przypadkiem jest konieczno$¢ generowania krzywej (konturu)
o zadanym z gory profilu — ksztalcie i strukturze wewngtrznej. Miarg takiej struktury moze
by¢ lokalna wielkos$¢, ktora bedziemy okreslaé mianem chropowatosci. Wielkos¢ te zdefi-
niowaé¢ mozna jako

In4
A=arcos EeD -1,

gdzie D — lokalny wymiar fraktalny krzywe;j.

Pojgcie to jest uogdlnieniem wielkosci @ wystgpujacej w definicji GKC. Uogdlnienie
to jest o tyle zasadne, ze w proponowanym algorytmie krzywa o zadanej chropowatosci
konstruowana jest w oparciu o sumg krzywych GKC.
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Ponizszy przyktad ilustruje zadany problem. W tabeli 1 przedstawiono wymagane pa-

rametry krzywej, a jej ksztatt konstruowany jest w kolejnych iteracjach (rys. 6).

Tabela 1
Wymagane parametry krzywej
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Y 0.11 0,3 0,5 0,4 0,5 0,7 0,5 0,3 0,1
Chropo- 15 15 18 25 18 14 11 14 18
watosc
W T Iﬁ‘M - \\s\—\‘fﬂ
g nv\ﬁ\
W —
Rys. 6. Krzywa interpolujaca po pierwszej, trzeciej i piatej iteracji
Przyklad 2

Na rysunku 7 przedstawiono fotografig struktury obrzeza krystalizujacego H,O, nato-
miast na rysunku 7¢ za pomoca algorytmu FBS zrekonstruowano wydobyty z niego kontur.

Rys. 7. Struktura obrzeza krystalizujacego H,O: a) fotogratia; b) wydobyty kontur;
c) zrekonstruowany ksztalt
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Przyklad 3

Wigkszos$ci ksztatltow wystepujacych w $§wiecie naturalnym nie da si¢ zakwalifikowaé
do zbioru elementow geometrii klasycznej. Maja one charakter fraktalny lub pseudofraktal-
ny [3 ,4, 5]. Czgsto sa to fraktale stochastyczne [6, 7]. Dlatego przedstawiona metode moz-
na stosowa¢ zarowno do odtwarzania ksztattow w skali mikro, jak i makro. Na rysunku 8
przedstawiono odtworzenie elewacji rzezby gorskiego terenu.

b) [ 11 Interpolacia Krzywa Kocha _imlxl
ety Wysviiet] [~ Paramety kizpnweh ~Metodainterpolaci ——————
=01 =15 p=0 Wartosc: Twéiz oyyginalne kizpwe Kocha Rozpigtose: [B 1 drednia weaystkich wartodc)
Lambda: [18 nterpolui Dedatkonych iterac [3 & rednia skrainych wartosci
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Rys. 8. Linia horyzontu: a) wydobyta z fotografii z obliczonymi wymiarami fraktalnymi;
b) zrekonstruowana za pomoca metody FBS

6. Whnioski

Biorac pod uwagg obiecujace wyniki przedstawione w przyktadach, autorzy doszli do
whniosku, ze metoda powinna by¢ dalej rozwijana. Istnieje wicle dodatkowych nielokalnych
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charakterystyk, o ktére mogtaby by¢ wzbogacana informacja dotyczaca wezta interpolacyj-
nego. Wskazane jest tez prowadzenie dalszych badan w celu ustalenia sposobu wykorzysta-
nia dodatkowych informacji z otoczenia w¢zta do rekonstrukcji krzywej. Dlatego prace nad
metoda FBS beda kontynuowane. Ponadto juz w obecnej fazie doskonalenia metody mozna
pokusi¢ si¢ do zastosowania jej w niektorych rozwiazaniach. W pracy [8] autorzy zapropo-
nowali podjgcie proby stworzenia fraktalnej koncepcji kompresji obrazu wykorzystujacej
metod¢ FBS jako podstawowego narzgdzia odtwarzajacego wykres jasnosci lub nat¢zenia
sktadowej koloru.
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