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	�/���	�a�6�
�	�
	��1�6�		��	
��
��	�����	����	
�lnie nieliniowy model matematyczny.

W silniku szeregowym (uzwojenia wzbudzenia	 �	 ��������	 
/	 �����6�
	 
�
�
1���7
������	���
��		����/4
���	�o���	�
	�����6	��/du zarówno twornika, jak i stojana. Pro-
wadzi	��	��	������	�����3��	
��	��
���	��1�
�����
1�	wzbudzenia�	.��	��
8	���������
��	���
�	
�����	���
���	
�6	����	�
	�����/	��/�	 w sposób	���
3����	�2�����
�y
���/	���

1�

������	�����		��1�
�����
1�	��
�����	92�����
��
����	��	�

�	��
�����
�/	:	����/
��/�	�	����a	���	�
��
1�	����

		��/���	�

�	��������

;
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�2/	�2�����
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�����/	���	
�������	
�
�
1����2	�

�	����
�	��6���3��	�����
���
�	<�
��
������
	��	�����3��	��

��8����
�7	����	����
�
���/���	
�6	����/4
��	�	=���
�
1�	�
4	
�o
	�/�	�
1�	���		
�������	���
4�	���	����
�����>		�0����	4
��	
�����	
�
�
1���	���
1��	��
	�������0	�
�	����/4
����	����
�	�����
���	����
�	�
1�	��6���3��	�����o�
�	����
�����	��	�
1�	���
���
��� i niebezpiecznych konsekwencji.

D	4�	���
��	����	�2���	
�������	
�
�
1����2	�	�	4�	�����6��3>	�
�/1a���2	���
�
��
	��6���3��	���������2	
�������/�	4
	
������	
�
�
1��
	
��
����
	
/	10����
	�	�������

�
�������
�	 <�o�
�
�	 �������
�	 ����
��	
��	���
���	 �	�����	 ��	�	�������
7�	 ?���	�/	��

��
��	
���61��6�
	��	
��0
	�	�
�/	������		�	
��
��	��
���0/����	[7, 10].
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����
	�����
��������

?��
�������	�����
�
�	������/���	���6���	
�
���������2	�

�	������	��6���3��
�brotowej. Zazwyczaj dokonu�
	
�6	1�	�����
�	��4����������
	�	�
�����
	��0�4
���	�/�
���
1�	 <	��
�����
1�	�	
����
��	 �	�	�	�

���
��7	 �	�	��	�����/	
�
�������2		��/��
8
<���2���/��icy). @����3> p�6���3��		��
������	�����
�	�	�
�����
	��4����������
	���
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0o4
����	�
	��1�6�		��	�2a����
�	�����2	����������2�	���������	�

�	�	4��	�06�
��	���
�
�	 �
�	
��
��	������������	�����3��	��6���3��	��
	 �

�	�
������	����	
��
�����	 za-
awansowanych algorytmów sterowania. Tacho��/����
	
/	��3	��	dniejsze w instalacji i bar-
dziej kosztowne.	.�/�	������	�����
��	����	���	
���
�/	��

���������	����
	���/	��4���
��3>		��
�����	10����
�	

������	��6���3�� z posiadanych pomiarów.

?���4
�	�����4��
	
/	�
����	uzyskiwa���	

������	��6���3��	�����
�	������	�
����

��/�		���������	@	��acach Chiassona [2] i [3]	�����4���	��0	�����
�	�
���
���	��
������
�
1�	��

�������	��6���3��	���	
������	
�
�
1��
1��	5����4����	�
	��
���/	�	���	�������6�

i uzu�
0����
�	?������	���	�����
���3��	�6�/	��
 wzbogacone o porównanie z klasycznym
linio���	��

������
�	D	
��
�1
��	�
0�
1�	��6�	�

�
���

�

����	����	�
�

��

�	���
����	���	 �������	 ��
�
���
��	 ������	 ���������	
	 ��
������
	 ��������

���niczkowe (zob. np. [4], s���	��������������	�	����	�
�	����
��
	���	�	����	1):

( ( ))
( ) ( )t t w w

t w m w
d L i i

R R i K i V
dt

+ φ
= − + − φ ω + (1)

( )m w t L
d

J K i i D
dt

ω = φ − ω − τ (2)

���
�	��� �
�	���	���	�	�	������
�		��!	�		������
�������	����
�������. Zatem	�����

������"#	�
	������
�	����
�
���	 φw(i) = Lwiw oraz iw = it = i�	$����
���/�	�	�
�	�0�
��3��
�	������	�/� dodatkowo L = Lw+Lt oraz R = Rw+Rt, otrzymuje 
�6	model o prostszej postaci:

m w
di

L Ri K L i V
dt

= − − ω + (3)

Symbol Znaczenie Symbol Znaczenie Symbol Znaczenie 

tR  opór twornika ti  �������	�
��
� wi � ������
�������
�
�

wR � 	�����
�������
�
�

D  
wsp. tarcia 

wiskotycznego 1α  /R L  

tL  �
������
	���
��	�
��
�

mK � �
�
������
�	
��������
��

2α � /m wK L L �

wL �
�
������
	���
�������
�
�

Lτ �
�	��
���

	������
�
�
1γ � /m wK L J �

wφ �
����������

�������
�
�
J �

�	��
���
�����
�
	����

2γ � /D J  

V  


��������
�
���

�
�

ω  �����	��� 
���o�
��
�� 

β  1/ L  
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2
m w L

d
J K L i D

dt

ω = − ω − τ (4)

Po wprowadzeniu nowych zmiennych i = x1, ω�= x2, V = u, τL/J =�τ	����	��	�
����
	�o��/��owaniu parametrów uzyskuje s�6	�
���
����
	��
�6�	�/��		�0��	�����8	
���	:

1 1 2 1 2
2

1 1 2 2

1

( , )

( , )

( )

x f x u

x x x u
f x u

x x

y h x x

=

−α − α + β⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

γ − γ + τ⎢ ⎥⎣ ⎦

= =

�

(5)
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	��!���"��# $

$��
��	����	��

�������	��
������
1�	��
����
	���
����������	����	�������
����	
�
���	 ����
����6���2	 �	 1
��
����	 ��4�������
��	 �
����	 �
	 ��
0	4/	 ��	 ����
:�������

���
����2		�0��		�����8	<5) tak,	���	�����/0	��	��
��>	��1���/	��	���
��	����	��

���&
�����	?�
�	������	�6���
	����
:��������	��	����
�		�0��	�6���
	�������	��1�6�
�	���
�&

�ej nieobserwowalnej. Zagadnie��
	��	���	
���
	��0�	��6���	������	�	������2	F'G	�	F(G�
)1���
		�6��
	�
���	 1
��
����	 ��4�������
�	��	�����
��	 
�
�������	��4��	����
H>	���
�	 FIG�	 ?�
�
�������	 ����4
�	 
��
��	 �oszukiwania trans:�������	 ��
��0	 �������������
���
�	$
��
��	�	�����	FEG�

*
	��1�6�		��	���	4
	
�
�
�	<5) jest 
�
�
�
�	��
���������	���
4�	��
��:�����>	�
1�
�bser�������3>�	.�
0�����	�	
�	��>	��
�6�	�/�� warunek algebry Liego (patrz [5])

( )
rank 2,

( )

T

T
f

dh x

dL h x

⎡ ⎤
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

gdzie Lf g	�������	���2���/	D�
1�	g w kierunku pola wektorowego f . W istocie mamy

2 1
1 2 2 2 1

1 0
det 1 .x

x x

⎡ ⎤
= − α⎢ ⎥−α − α −α⎣ ⎦

O������	���	4
	dla x1 (�����	��/�u twornika) ��4�
1�	��	�
��	system jest obserwowal-
ny. Spe0��
��
	�
1�	���	��		���������	3�������	�	�
���
��		����
:�������

1

2

( )

( )f

h xx

L h xx

⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
(6)
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���������/�ej system (5) w tzw.		�1������/	��
��>	���������/	��

��������3��

21

2 ( , , , )

xx

a x u u üx

⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦

�

�

�

(7)

*1����
	�	�
���/	$
��
��	��
��>	<J7	��
0	4�	��	skonstruowania transformacji zmien-
nych spro������/�
�	system (5) do postaci

*
0 2* *

*
1 2

( , , , )0 0

1 0 ( , , )

a x u u ü
x x

a x u u

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

�

�

(8)

przy czym x2
*=c(y, u).

P����
�	 �0�4��
	 ���
�
���0�
���	 �������
�	�/�
 uogólnione równanie charaktery-
styczne systemu (7) uzyskujemy ��
�	������	
�
�
�	<K7	�
	�
��0��6����2	x*

*
2

* *
2 2

*
2 2* *

2
2 1 2 2 1 2

e0 0

1 0 e e

x

x x

u x
x x

u

−

−

⎡ ⎤−β + γ⎡ ⎤ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ α γ − γ β + γ α + α τ⎣ ⎦
� (9)

���/�
�	����6���	x* z systemu (9) a x z systemu (5) �

�	��
�6�	�/��

1 2 2 2 1*

1

ln
.

ln

x x
x

x

−α − α + γ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

��4��	��	��4�>�	4
	����
��4 x2	���
4�	��	x
*	�	
��
��	�:��������	��4��	������>

zmiany zmiennych

*
2

* *
2 2 1 1 2( ) /

x

x x

⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ =
⎢ ⎥γ − − α α⎣ ⎦

(10)

która	��������	��	���/��	+

1 1

2 2

ln x

x

ξ =

ξ =
(11)

K�

���	��
���3��	��1�����		���	����
1�	�	����
:�������	�
��0��6����2	<''7	��/4


�6	�	�
wnymi konsekwencjami omówionymi szerzej w uwadze 2.
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Transformacja (11) zastosowana do systemu oryginalnego (57	 <��	���
����
��		 ln y
zamiast ξ1) lub transformacja (10) zastosowana do (9) (z analogicznym podstawieniem)
�������/	��	
�
�
�	+

1 2 2 1

2
2 1 2 2

u

y

y

βξ = −α ξ − α +

ξ = γ − γ ξ − τ

�

�

(12)

System (12) jest w poszukiwanej postaci L	��
������
�	�
����
	��	���3���	
�
�
�		<E7
�	 
�
�o������	 9�	��6�
��	 ���������	 �:�������	 ������	 ���
����2	 
�����0��	 4
	 ���
���

��
��

�����lna w <E7�	�����	��6���3>	��������	 �

�	�
z��3�
����	 �
��/	�
	���
����2

���		
�
temu (127�	=�������/	���
�/	�
1�	�����/�����	�

�	:����	�4	���
��	����/4enia τ
�����
4	��
�6�	�
	�	 ���������2	 
�
�
�		�	 
��
��	 liniowy, co	 ��
����
	�������
���

����4
��

%�
&����	
���
�
���#�
 �

�������
�� ��'���


Przed zaproponowaniem konstrukcji obserwatora zostanie rozpatrzony problem esty-
macji mo�
��		����/4
����	@ykorzystany zostanie sposób zaproponowany przez Chiasso-
na w pracy [2]	�	��
��
�����	��H��
�	�	[3]. Propozycja ta polega na zamodelowaniu ��&

�
��		����/4
���	����	��������ej zmiennej stanu o zerowej pochodnej, czyli τ�=�ξ3. Pro-
wadzi to do zmodyfikowanego systemu:

1 2 2 1

2
2 1 2 2 3

3 0

u

y

y

βξ = −α ξ − α +

ξ = γ − γ ξ − ξ

ξ =

�

�

�

(13)

?��
�3��
	 ��	ma uzasadnienie, 1��4	����	
��0��	����/4
��	�	ξ3 �6���
	 :	����/	
��0/
�	�ar��3��	����
�	
���
�		���	�����	����/����
�	�	����� τ. Natomiast przy dostatecz-
nie wolnych zmianach ���
��		����/4
���	������
����	������
	�������
��
	��

���&
����	
����
�
	�
	�6	�����6.

?�����	�
��	 ��
�6�	�/�/	 ���
��	���6	 ��

��������	 ���������/�
1�	 �
����������ie
ξ2 i ξ3	<�����	��6���3>	���o���/	�	���
��	����/4
���):

ˆ ˆ ˆln

ˆ ˆ ˆ ˆln

ˆ ˆln

u
k y

y

y k y

k y

1 2 2 1 1 1

2
2 1 2 2 3 2 1

3 3 1

βξ = −α ξ − α + + ( − ξ )

ξ = γ − γ ξ − ξ + ( − ξ )

ξ = ( − ξ )

�

�

�

(14)
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���		��1��	�
�3�����	��

�������	<'A7	
/	���3��
	�	���
��		y = x1 oraz ste-
rowanie u�	@��3�����	��3�	�����	���
�

	�/����	��
	

���������	
/	ξ2	L	

������	��6���3��
�����owej i ξ3	L	

������	���
��		����/4enia.

@����	������>		��16�	4
	��4����	����6���	<13) i (147	���
3���/��	�0/�	

�������	���&

���	�

�	�������
�	��4���zkowym

1 2

2 2

3

0

1

0 0

k

e k e

k

− −α⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −γ −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

� (15)

Równanie (15) jest ������
�	��6�	��4
��	�����
�	�0�3����	�����	k1, k2 i k3, zagwa-
ranto��>	���0������
	�����a��
	�06�		

�������	��	�
��	<���0������/	
�������3>	�����&
���	<15)).

@����	 ������>	 	��16�	 4
	�	 ��������		 :������
1�	 ���
��		 ��4����	 ����6���	 <13)
i (14)	��4
	��
	��>	opisana równaniem liniowym. W�/4
	
�6	��	�	����	4
	��1/	��
�/��>
�06��	 ��
��yfikacji – zarówno parametrycznej (po�����	 �����
����	���
�		��1/	 ��>
��������
	�06�
�7�	���	�	��
�����
������
�	<��
	��
��0�		��1�6�����
	�����
��	�a�2���/&
�
	�	���
���
7�

(�
&����	
���
�����	#

,��	�����4����	���	��

������
�	
����
	��
������
1�	systemu, jakim jest system (57�
��0�	�����
��
�	���
4�		�	�
0��>	�
	�	��
�	
�6	��4����3��	��
��
������	��

�������	���

�
�
�		����
��������
1��	.���
��	�����	��
����
	��

������	

���	�/��	���2�0�6	��
�����6�
1�	�	���		������	$��
��	���6	����oczniemy od utworzenia systemu zline�������&
�
1�	�	
����
		
�������	���
3�����	���
�	x1r, x1r, ur i τr. Macierz Jacobiego dla systemu
(5) przyjmuje po
��>

1 2 2 2 1

1 1 2
( )

2

x x
J x

x

−α − α −α⎡ ⎤
= ⎢ ⎥γ −γ⎣ ⎦

�	��
0	4�	���	��		�����
���	������
1�	���
�		���2�0���
1�

x A x B uΔ = Δ + Δ� (16)

gdzie:

1 2 2 2 1

1 1 2
( ),

2
r r

r
r

x x
A J x

x

−α − α −α⎡ ⎤
= =⎢ ⎥γ −γ⎣ ⎦

( , )
.

0

f x u
B

u

β⎡ ⎤ δ= =⎢ ⎥ δ⎣ ⎦
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Przy czym Δx = x – xr, Δu = u – ur 
/	���2�0����	���	������
����+	�	���		�����

�	
�
���a���		
�����
1��	��4na	��6�	
���
��	���> ���	
�
�
�		���2�0���ego (16) obser-
wator Luen�
�1
��	�
0�
1�	��6�		<�����	���	FKG	
�	'A(7	��
�aci

ˆ ˆ( )x A GC x G y B uΔ = − Δ + Δ + Δ� (17)

gdzie:
Δy =	Δx1r = x1 – x1r L ���2�0��	���3���,

G – wektor kolumnowy wzmoc��
8	��

���tora

     
1

2

g
G

g

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

    1 1 2 2 2 1 2rg x= −α − α − γ − λ − λ (18)

   
2

1 2 2 1 1 1 2 2 2
2

2 1

2 ( )r

r

x
g

x

λ λ − α γ + λ + λ + γ γ
=

−α (19)

przy czym�	�
4
��	�����3��	<18) i (19)	
/	
�
0����
� to	�����3��	�0�
�
	����
���	(A – GC)
wyno
�/ λ1 i λ2.

@
�3�����	��

�������	<'J7	
/	���2�0��	���3���	���
��		Δy i sterowania Δu	���
3���

���	��4
��	5������������	���3��
�	�bserwatora jest Δx2,	�����	���2�0��	��6���3��	����&
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�������	�	�6���	������
��	 .��	����
	wykonano	�	 3������
�	
�atlab/Simulink. ?����
���	���������
	�����8	<5), dla których projektowano obserwa-
tory (14) i (17), znaj�	�/	
�6	�	���
��	2.
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�	 �	 �����	�	 ������	 ������w���	�	 �������	 ���
�	 ��������

1α  78,5169 2α  1,3479 β  10,9051 

1γ  176,5714 2γ  0,5714 J  0,0007 
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Wzmocnienia obserwatora (14), – k1, k2 i k3,	�����
���	���#	��	������	
	�
����	��	
��
���	 ������
�	 ��!�
	�����"�	(15) ��
�	�������
�	 �����	–100. Podobnie g1 i g2 �������

���#	��	������	
	�
����	��	
����	(A – GC) w równaniu (17) ��
�	����� –100,	�	����	�
��
�
�	�����
�	�������	���#	aby �"���
�	�	���	��	�# o����������	�	��!��	����	�
��
�,	����
��������	���n������	�
���	
�����$
��	�
�	%	����
�����	������������	������	���	�����
���##	!�	w przypadku mniej���	&	����	�
�' (���	�����
��#	�	&	������	
	�
����	��	)*+,
���
���
�	�
���	
 ���������	��	�
���	
�����$
��	�
	���	��
�	�
�	��"�����
�. Jest to konse-
kwencja silnej nielinio���	
	�������	������ (5), jak i obserwatora (14). -�!��	��	�
#���
���!�	�	���#	!�	������	
	�
����	�
�������	�
 w rozpatrywanym stanie ustalonym (macierz A
w równaniu (16))	������#	–200 i –4. .���
	�������	–100 dla	������	
	�
����	&	��	
����
�����'	�
���	����������ów jest swoistym kom����
���	�
����	�����
�#	 �������	��#
�	�e	&��
	��#�

Wszystkie symulacje ��������	�����
�	�	�������	&	���	�	���
!���	&	��	 ��	&, dla
których projektowano obserwator liniowy. Jest ��	������	��!�
��	��������
�#	"��!	�	
��
���	����	
�	���
�	���	��
���	�������	�������������
�	�����������	�
�
���"��	Obser-
wator nieli�
���	$���	������	���	������	�		�
��	������
�	���������	
	�������
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Omówienie wyników symulacyjnych
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���	������� �I
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	�
��	�����acjach. D������	�� �	��
	��	
" 	
��	������*	��a�����*	��
��
����	 �	
"�	�	
�

05�	��	Q�����	�R (stiff )�	7��������	����	�	�	������	���8)��	��"
�	����	�������	
�	�
�����,
����	�	���	
"w	�#	����
�������*	�����	�	�
�������	+��	�� � dodanie dodatkowych ele-
mentów nieliniowych do systemu, takich jak np. li	��
�������	��
�� �	
�	��
��	��	�����,

��	������!	�������	�
�����	�
��	���
.

Uwaga 2. ��������	
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����

Zmiana zmiennych (117	���������	 ��1�����	���	�����	 �	�����3��	��/�		 ���������
B

�	 ��	 ��e���
3����	 ���	 �
��	 �	 ����
1�	 ��

������	 ��
	��4
	 ����������>	 �����	 �
���&
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	�	
������
��	5����/����
�	9��4���
�
���:	�

�		�	�2���
��
	��

�������	����
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�	momencie, gdy	��/�	���r����	�
�/1��
	�����3>	;�-	<�	��	�������		����/>	�����
����

;��/	��

��/	 �
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������	�	��
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�	:����
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		��1�6����		�
����2	��/&
����	�����	4
	
�����	��10��	����/>	��6��>	
�6	�	��	1/	
����6�	.�4��	�
����	�
�		�������>
(patrz [2]), przyj�	�/�	��1�����	���	�����	�	���	0		�����3��	��/�	�
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�������	���
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�"	 ����	��%�
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�	������������	�������	�	�����
��'	��������
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/��������	 ���
�'	����������	��%��	��a��?( w pracach Chiassona [2, 3], w których
�����	 ���!
�	 �
�	 ��	 ����������
�	 ���������	 �����'�
	 �	 �
�������� ���'	 �!���%��
��'
��������'#	/��!onowane jest tam jednak	����
�% zastosowanie uzyskanej estymaty do kla-
sycznego algorytmu PID, gdzie regulator przyjmuje posta((

0
( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )),

t
i zad p zad d zadu t K t t dt K t t K a t a t= ω − ω + ω − ω + −∫
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zad
d t

a t
dt

ω
=

( )
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d t
a t

dt

ω= (20)
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