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Definicja 1

���	
���
�������������������G(V,E�����
�	���c: E → N nazywamy 5����������	
�
����9��	����	������������������� �����������!����"�������������#$#���
�	
�e, f zachodzi
c(e) ≠ c( f).

Definicja 2

Dla grafu G(V,E) i zestawu list L: E → Pfin(N�� "���������
��� ������������ c na-
zwiemy L-listowym, gdy ∀e∈E c(e) ∈ L(e��� %�!���� ���������� �
�
�� #$� ��
�	��� ��#��&�

fe: L(e) → N ∪ {0} dla wszystkich e ∈ E, wówczas kosztem pokolorowania c�
�������

#����Σe∈E fe(c(e)). Pokolorowanie L-listowe���
��������$	����
���#�����#��optymalnym li-
stowo-kosztowym�"���������
�����������������
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Definicja 3

Skojarzeniem w grafie G(V,E) nazwiemy dowolny podzbiór B ⊆ E ���������
���#$#��'

���$	�	
����#��$��(�������
�����#��5
��
 lub ��������
, gdy |B| = |V|/2.

Lemat 1

([9])��������#���#�������
������������)(V,E)���!
���
���*+���	��#���,(|E||V|1/2).

Lemat 2 ([5])

Dla danego grafu dwudzielnego G(V,E) o ���������	
���	�$!�
�	
���������-.�→
N ∪ {0} ��!
���
���*+�
��	��!#���(w sensie sumy wag) skojarzenia we wszystkich podgrafach
G indukowanych przez zbiory V–{v} dla v ∈ V w czasie O(|E||V|1/2log(|V| maxe∈E w(e))).
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�����!	�����	�	����	�5<	�
����	!������	w’(e) =  ⎣|V| max e∈E w(e)/2⎦ – w(e) + 1.

Definicja 4

Dla grafu G(V,E) zestaw list L:E→Pfin(N) jest ��������, gdy:

∀{u,v}∈E |L({u,v})| = deg(u) + deg(v) – 1.

Lemat 3
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Dowód. Niech C	����
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Twierdzenie 1

Optymalne kosztowe L-listowe pokolor���
��� ������������ ������� )(V,E) ��!
�

�
���*+���	��#���,(|V|Δ2log(|V|C)), gdzie C=maxe∈E,i∈L(e)  fe(i).
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��	��	 v i v’
oznaczmy przez H	��6�	9���
	5�����
��	G�	����
	���	
��	����9�>	Av,v’}, a v	6
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R��)v,v’)(i) jest minimalnym kosztem pokolorowania L|E(H)7�	����
���	 ����9��	��
7
��	 ���
��	 H (z funkcjami kosztów odziedziczonymi z G(�	 �	 ������	 ����9�>	 Av,v’1
��������	 ����9	 i<	 3
���
���6�	
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	 �����
�	�i∈L({u,u’})Val(u,u’)(i).
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L({wl,v’�)�	5���	���			
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	�6�	����9�>	Awl,x} wtedy i tylko wtedy, gdy x ∈ L(wl)			���7
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Wyznaczenie funkcji Val(v,v’)	��	���	���	���
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�	��	���	+	���	�����	Kv,v’ (zachodzi |V(Kv,v’)| = O(degG(v’)Δ(G)) = |E(Kv,v’)|), wykonamy to
w czasie O(degG(v’)Δ(G)2 log(|V(G)|Δ(G)C))<	,
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	4	 ������	 ����	
�			 ������	 �	�4�	�	�6:��			 ����	:��
	�	 5�����	�
�	���	4�
�	
5�
��<	,����6�	
	9�	4�	�	���		�
���	�������	�	��5�
����6:	�
��
��	�	�����
�	����
	���
�6	5����	
��!:	�	���	�	����	<

Definicja 5

Liczba cyklomatyczna multigrafu G(V,E) wynosi γ(G) = |E| – |V| + ν(G), gdzie ν(G�

��#����	��$�#�/�����	
�#"&�
�0	��

Twierdzenie 2

2��� ��!����� �#����
���� �� ∈ �� "������� �������������� 3'��#������� ��������
��

��#�������� ���� ����&�� )� �� ��	����� 	��������	�
��� γ(G) ≤� �� ��!
�� �����$��+� �� 	��#��

,(|V|Δ2+klog(|V|C)), gdzie C = maxe∈E, i∈L(e)  fe (i).

Dowód.	S��	�	
	�6
��
	�	����
�8�			�4
�	5���6:;�	4�	G(V,E) jest grafem spójnym
o liczbie cyklomatycznej k, L	6���	���!��
�		��
����		�	
��	��8	A = {e1, ..., ek} zbiorem
��� 	����9��	�	������ 	�
�
	9�	�	������	�	G drzewo. Dalej niech U	�9��	�	��	���		�
��
�7
�	� 	�	���� �!���	 	
����
�
�� 	 ��	 ����9��		 �	 A.	*�
������	 
��

������;	 5�������9
�	�!�4�
�8�		O(|V(G)|Δ(G)2log(|V(G)|C))�	�����	���	��
���	5���������
	�	����9��	�����
L|A-listowego grafu (U,A)	�
�6��	�	6���	5����!�4�
	�	�			
		��
�			�4�	��		��
��	�	��
����9��	�����	5���������
	�	L-listowego G<	*������
��	�	5�������9	�	��	�����
	�	.<

I�	5��
���	�	�����	G, jego zestawu list i kosztów tworzymy drzewo D	
�
�95�6:��?

1. usuwamy	����9��	�	�	A;
+< ���	 ��4��6	 ���	�6	 ����9��		 Au,v}∈A	�5�������	�	 ��	�	 
���	 ����9��	�	�	
�:��

Au,unew}, {v,vnew} z listami singletonowymi postaci LD({v,vnew})=LD({u,unew})=
={d(u,v)�T	5�
����	���	
	�6�	�	���	
	� 	��
��6�	��
����?	6��
:	�����		f D

{v,vnew} =
= f{v,u},	�	����:	f D

{u,unew} = 0;
U< �	
�	�
		��
����	5���
��!�� 	����9��		�����	
	�	�		�
	�	�<
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,5��	��
�	��
��	�	
������	5���������
	�	����9��	�����	������	D	 		5����!�4�
	�
��
��6		d	��	5���������
	�	��
�������	��!���	G	
:	���
�	2	����9��	�	Au,unew} i {v,vnew}
odpowia��6:	5�!����		E����	9��6F	����9��		Au,v��	��8	6��
����	�
����	�	
��	��� 	����97
��		E��	�
��6:F�	��	��
�����	�5��	��
�	5���������
	�	D	5����!�4�!�	d<	*�
������	6�4
�����	��
�����;�	4�	3V(D)|=|V(G)|+2k oraz Δ(D) = Δ(G). �

,����	8�	�	5����
���	�
:	5�������9		�4
�	
��
���;	���
	�4	���		���	������<	3��7

�����6:�	
����69	���65����:	�	
�	���	win�	
��
��	��6:��		
�
	�
	�	��	�
	���
���� 	5���7
5	
�
�� 	����
	�	�	����	��
����6:�	5����	G		���	����	�5	
�6:��	����
�	
�
��	?		�4�	�

��	����	;�	4�?

Twierdzenie 3

2�����!������#����
������∈ N problemy P|win,fixj≤2,pj = 1, γ(G) ≤ k|–, P|win, fixj ≤ 2,
pj = 1, γ(G) ≤ k| fmax oraz P|win, fixj ≤2, pj = 1, γ(G) ≤ k|Σfj��#$���������
��� ���������#��"�'

�$	������������	
�#�������j���"���������
�	����	��#������4	��
�������
����j.

!��"#����
�
�
�
����
�������
�
�����
�
�

,����6�	
	9�	4�	
�	�	�����	����
	�	��	������	���������� 	����9��		���
����!�� 

5���	��		4	�����4�
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	���<

Definicja 6

Szkieletem multigrafu G 
�������������"��#���"��#���$	����
������#������#��	�#��'


�����#���
������
��"������������������ �������&��	
��#�
���$���#�	����

�������������&�'


����/��5��
������	
�#���	
����������	
�/��	
���4	���	
���������������&�����#���������

��#���������5��"�����
��-�0	��!�� ���#����	multidrzewo (	���	8�	�4��, multilas).

Twierdzenie 4

�������� �#�
��
��� 3'��#������� �����"���������
��� �������������� �����0	��!��� ��#�

��'��"�/
��

Dowód.	4���5������		�	������69	�	5�����	�	U7
5�!
	��
�8�	<	Iiech φ	�9��	�	���	�7
!:	 ���	��
:	�	 5�
���		 UVIQ�	 �6<	��
	�
��6:	 ��	���	 �������	C = {c1, ..., cm}, przy czym
X = {x1, ..., xn�	��	��	��	��
�95�6:��� 	�	
	�6	�		�

�� 	���	��
�� �	��8	X* = {x, ~x: x ∈ X}
zawiera wszystkie ������/��	�����		��:	5�6��	;	
	9	�	φ<	0�4��	��������	 6�
�	�����
����:
����� 	�	����!��	�	X5�		�4
�	��4	5���6:;�	4�	4��
�	�		�

�	���	��
�	
	�	��
�95�6�	�	��6

�	�6	�������		�	9��6	
	4	���<	$��

����6�	�		���	8�	�4�9	F o szkielecie P4�	�����	5�
	���
�	
����	5���������
	�	����9��	���	�����			�����	������	���		
�
	�6�	5��
���	�
	�	�����7
8�		���	��
�� 	/			.	��	�		�

�� 	�	X	
���6:��	��!�6	φ	�����8;	.<

*�>	�	�����
:	��4
������8�	��:	��
��69	g:C×X* → N<	P��	��4����	x ∈ X utwo-
rzymy najpierw graf pomocniczy Fx	�9�:��		���	������		�	
��	����	�	�	5�
���		8�	�4�	
�!���8�		+	!:��:��6	����6
�	�	���� �!�		ux, vx, wx<	$�!���	
	9	�
	+m	����9��		���
����!�� ?
ux z vx	!:��:	e(ci,x), a vx z wx	!:��:	f(ci,x) dla i = 1, ..., m<	4�
����	5���5	
�6�	�	�	
��	��
�957

�� 	����	L(e(ci,x)) = {g(ci,x), g(ci,~x)} oraz L(f(ci,x)) = {g(ci,~x), g(ci+1,x)}	2	���	�5��
�7



$��������
	�	���������
�� 	
�
��	��	�����	6��
�
������ <<< #.

���
	�	��5	
�	5���69�	8	�	��	cm+1 = c1<	K�
�	6�

��	4�		
�
	�6:	�����	���	5���������
	�	�	
��7
��	c grafu Fx:

1) c( f (ci,x)) = g(ci,~x) i c(e(ci,x)) = g(ci,x) dla i = 1, ..., m	2	�����	
�	����9��	�� 	5���
�	���� �!��	ux	5���
��6:	���
�	������	g(ci,~x);

2) c( f (ci,x)) = g(ci+1,x) i c(e(ci,x)) = g(ci,~x) dla i = 1, ..., m	2	������
	5���	�	���� �!��
ux mamy wolne kolory g(ci,x).

Pierwsze z nich opowiada przypisaniu x	��!
��	�/)�	�	����	�	���	��
�6	6���
��<
V�!�		���	����	F	��

����6�	��	
���6�6:�	����	��
�	Fx dla x ∈ X, tj ���4
�		�6:�	��


��:	�
��
��	�	�	���� �!�		ux	�5��
��6�	�
5��
�	�	���� �!��	u), podobnie vx	����		��6:	v,
a wx	!:��:	
	9	�	w. F 6�
�	�	9�		���	8�	�4�:	!:��:�:	����6
�	u, v ,w<	6����4	��	4�	��	����97
��	
�	��4
������8�	���8;	g�	4��
�	��	�
5�	
	�
�� 	5����������	Fx i Fy dla x ≠ y	
	�
���	��6:	��	
��:<	I�
�95
	�	���	��4��6	�������		ci ∈ C	�5���6		6	�	4�	
��
��		�
�	�����
�7
���9	�	����!��	αi, βi, χi ∈ X*) doklejamy do u	
��:	����9�>	�	
�:�:	e(ci)	�	�	
�:	L(e(ci)) =
= {g(ci, αi), g(ci, βi), g(ci, χi)�<	*	��		��	4�		�4
�	���	
	�6	�����;	6��	8	������	6�4��		� �;
6��
�	�����	�	L(e(ci))	6�
�	���
�	5���	�	���� �!��	u�	��	��
�����	4�	5���������
	�	����97
��		������	Fx	��5��	���6:	5���5	
�
	�	6���
�		���	��
�6	5���
�6	
	�6	6��
�	�	�	6�6	�	����7
!��<	I�	��
	��	���4
�			�	����	��	�6<	��4
e od u	�����	����9��		e(ci) dla ci ∈ C�	�����:�
�	
	� 	����9��	�	���
����!�<�

-		�	 ��		�4�	��	 6�
�	 ����	:��
	�	 �
����	��
���	 5�����	�	 ��������
	�	�	�	���7
		�
���		���
	�	
����	���		���	������	�	�����
	�	��4�6	�	���	�	�����	�����
�6�	6�4��	
�	����8;	����	5���	����	6�
�	6���
	�	
����	�		��
�95���
	�	
������&!
���
�	
	����9��	
���
����!�� 	���
<	�	 	��
����
�� 	5���	����� 	L(e) i fe)<	*	 69����	
��������
	�	�����
����
��	��
	��
�����	4�	���	�����	���5����
������ 	��
�	���
���			������	�	��
���	
:
��
��6�			5���	���orzystywanych przez zadanie maszyn.

0����
�
	�	6�
�	������	�!���;	��	�����
	�
	�	5����
���	�6:�	6�	6���	���<	multikoloro-
wanie szkieletu multigrafu.

Definicja 7

���	
���
��������������"��#���G(V,E) i funkcja rozmiaru R:E → N. -���	5���������7

	�		����9��	���	�
����������
�	���c:E → Pfin(N��#"�/
���$	$�����
���∀e∈E|c(e)| = R(e�

�����������!����"�������������#$#���
�	
�e, f zachodzi c(e) ∩ c( f ) = ∅.

K�4��		��
��6�	���		���	���	����9��		e	
��	�����	����8��	�	���9	����9��		���
����!�� 
��	e	�	5	�����
�			���	����	��	5���	���		�
��
��			���			����9��	�		5���5	
�
�	6��
�7
����	�	
��			���
����
	�	��
��6�	��
�����	��		���	��������
	�	6�
�	���
���4
�	����!�	�
��������
	�	 ����4		���	�����?	 ��	���	 5���5	
���
�	 ����9��	�		 
��	�����	 ��5��	���6:
�����		�
��
��	� 	����9��		��	
	� 	���
����!�� <	*	��;	��4�	4�	����!�	��������
	�	
��6�

	9	
�������
�		5���5���	�			���	��������
	��	�	�����		��
��6�	R @	.<	-���	��������
	�
�	
����		�
		 ���������	 
5�!
	�;	 ����
��	 5�5���
�8�		 c(x) ⊆ L(x)<	-�4�	�	 ���
	�4
�	
������
�	
5�
��	5����!�4�;	������	�		��
����	����8��6:�	6�	���	�!:	Σe∈EΣi∈c(e) fe(i).

*	���		�
���	�������		 ����	:��6:��	5�����		 �	
������	 ��	�	9�	���	 ��
��6		��
�7
���)	��������
	�	����9��	�����		��	��
��	�	
	������4
	��
�			����9��	�			 ���
���7
�!�			�����		�	���
�� 	�	
��� )	5���!	-��J	�	[8] (rys. 2).
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Twierdzenie 5 ([8])

�������� �#�
��
��� 3'��#������� �����"���������
��� �������������� ���� ������� )

� funkcji rozmiaru R(G): E(G) → N jest wielomianowy.

Naszkicujemy za [8] dowód twierdzenia. Dla grafu prostego G(V,E)	 �	 ��
��6:
R: E → N ∪ {0} definiujemy inne odwzorowanie R’: V → N ∪ {0} dane wzorem

( ) ( )v e ER’ v R e∈ ∈= ∑

 ����6�	
	9!	4�	�	5���5����	������	��
��6�	R’ jednoznacznie wyznacza R. Pozwala
to na sprowadzenie istnienia L7�	
������		���	��������
	�	����9��	�����	������	��	��7
���
	�
	�	 	
�
	�
	�	zmodyfikowanego L-listowego multikolorowania c	�����	�	����
��		

5�5���
�8�		����8��6:��			
	�	�	���9	����	5���5	
�
��"	5�
�����#�
�		����9��	�	!	����

5�����6:���"	
	9	5���	�	����"�!���"?

,

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

e E

e f E

v V v e E

c e L e

e f c e c f

c e R’ v

∈

∈

∈ ∈ ∈

∀ ⊆

∀ ∩ ≠ ∅ ⇒ ∩ = ∅

∀ =∑
(*)
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�������

�	���
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�	���
���
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���
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�
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To os���
	�	���������
�	��	��
���	��
	�	��
��
�!���	
��6����
	�<	'�����	�			�7

��	�	�	����	D	6���	
�	9	���!:��
��"	��5			Gi(Vi,Ei) grafu G dla wszystkich i ∈ ⎩⎭e∈E L(e)
(odpowiednik elementu x ∈ V(G) ∪ E(G) w kopii Gi	�9��	�	�	����6	��
����;	5����	xi).
Z takiego grafu	�
���	�	�
��
��	�	����9��	�	ei!	���	�	4�	i ∉ L(e)!	�	
�
�95
	�	�	����"�!�	
	������
�<	V"��	�!	��	��
��
�!�	
��6����
	�	�	D	��5��	���!�	�	����	����
�			���	7
5���������
	�		c	�����
�		�())!	5���	���		5���
���4
�8;	����9��		ei	��	
��6����
	�		�
��
����;!	 4�	 ���or i ∈ c(e)<	-�
		�	 ����		 
5���	;!	 ��	 ���	 ��4����	 �
����
���	 v ∈ V
�	�	����"�!�#�	vi dla i ∈ ⎩⎭v∈e∈E L(e)	���"���	!�	!:��
	�	���!��
	�	R’(v)	����9��		
��6�7
���
	�	
���4:���"	��	⎩⎭iEi<	)����	��
	���
��6�	�!	����6:�	��	�����	D	��	#�	
����"	�	���7
�"�!�#�	Vv mocy |⎩⎭v∈e∈E L(e)| – R’(v), które wraz z wymienionymi vi	�����:	��	�	5����7
�6�	 5�!
���	�����	�����	��
���<	 5����69	 �9	 5�������	�	���	�
��
��	�"	 v ∈ V<	 H����
�����4�;!	4�	�	���
��
�		D	��4��	��
��
�!�	
��6����
	�	��		��	������		
�
	�6�)	�5	
�6�
5��
�	 �	
����	L-multipokolorowanie drzewa G. Ale |V(D)| = O(|V(G)|ΔL) oraz |E(D)| =
= O(|V(G)|ΔL

2)!	���	�	��
�����	8	�	ΔL = maxv∈V(G) Σv∈e∈E(G) |L(e)*!	�	9�	�����
��6:�	�	��7
	���	+	����	:��6�	�	5�����		 	
�
	�
	�	L7�	
������	����9��	�����		���	5���������
	�
������	�	���
	�	O(|V(G)|1,5ΔL

2,5).
-����9	5���4
�:		�4
�	��
��
���;	��	��
���	��
	�	�5��	��
���	�	
����7��
���7

����	5���������
	�	����9��	�����		���	��
�<

Twierdzenie 6

�������� ��#�������� 3'��#������� �������������
��� �������������� ���� ������� )

����
�	������������6(G): E(G) →�����!
�������$��+���	��#�����������
�����

Dowód.	 ��	:4�	�	����9��	� grafu D z poprzedniego dowodu wagami w	�#�
�		

��
���		��5��	���6:���"	 			5���������%	����9��		�	G, tj. ∀e∈E(G) ∀i∈L(e) w(ei) = fe(i)
�5���
��!�	����9��	�		�6:	���9	,)!	�	
�
�95
	�	��
����6�	�	
�6�4�6
��	5�!
�	
��6����
	�
�	D jednym z szybkich algorytmów np<	��		�	��	���	-<	.
����	�
�	
��6����
	�	�	�
�
�

5�
#�	�5	
�6�	
�6��%
��		���	5���������
	�<	�

3��
�����6:�	
�	���	�9	
����6		��#65�����6	�	����4�
	�	G=class!	��
����6:��	5���7

���4
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Wniosek 1

Problem P|win, fixj ≤ 2, pj = 1, G = multipath| – ��#����'��"�/
��
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� ����"���������|win, fixj ≤ 2, pj = 1, G = multiforest|–,
P|win, fixj ≤ 2, pj = 1, G = multiforest| fmax  oraz P|win, fixj ≤ 2, pj = 1, G = multiforest|Σfj��#$
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Twierdzenie 7 ([8])
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��� ����������ego dla grafu G o liczbie cyklomatycznej γ(G) ≤ k i funkcji rozmiaru
R(G): E(G) →�����!
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Twierdzenie 8

2��� ��!����� �#����
���� �� ∈ N problem kosztowego L-li#������� �������������'


���������������������������)(V,E) o liczbie cyklomatycznej γ(G) ≤ k i funkcji rozmiaru
R(G): E(G) →�����!
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