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Szeregowanie rozrzedzonych systemow zadan
jednostkowych 1- i 2-procesorowych
w oknach czasowych

1. Wprowadzenie

Rozwazmy zbidr niepodzielnych zadan o jednostkowych czasach wykonania, z kto-
rych kazde wykorzystuje co najwyzej dwa przypisane mu procesory dedykowane, zas tylko
nicktore chwile czasu ze wzgledow zasobowych lub logistycznych moga by¢ dostepne dla
okre$lonych zadan. Zadna maszyna nie moze tez pracowa¢ nad wiecej niz jednym zada-
niem roéwnoczesnie. Tego typu model znajduje zastosowania wszedzie tam, gdzie poszcze-
g6lne zadania wymagaja wspolpracy nie wigcej niz dwdch podmiotow, a wigc np. przy
przesytaniu plikow ze stacji zrodtowych do docelowych [1] lub w szeregowaniu testow
komputerowych [6].

Sformalizujmy nasze zagadnienie.

Instancja problemu sktada si¢ ze skonczonych zbiorow:

— niepodzielnych zadan 7'= {T}, T, ...} o jednostkowym czasie wykonywania,
— maszyn (zwanych tez procesorami) M={M,, M,,...},

przy czym kazdemu zadaniu 7; odpowiada jedno- lub dwuelementowy podzbior fix; ¢ M
okreslajacy procesory wykorzystywane w sposob rownolegly przez to zadanie. Ponadto
dana jest funkcja L: T—2N przypisujaca kazdemu zadaniu 7; skonczony zbioér L(7;) chwil
czasu, w ktoérych moze si¢ ono wykonywac. Poprawnym harmonogramem nazwiemy takie
przypisanie zadaniom jednostek czasu, numerowanych kolejnymi liczbami naturalnymi,
w ktorym zadne dwa zadania nie uzywaja jednoczesnie tego samego procesora, a kazde
zadanie wykonuje si¢ w jednej z dostgpnych mu chwil.

W dalszej analizie pomocny okaze si¢ nastepujacy model grafowy. Mozemy przyjaé, ze
procesory stanowia wierzchotki multigrafu, ktorego krawedziami sa szeregowane zadania:
kazde zadanie dwuprocesorowe laczy ze soba oba wykorzystywane procesory, za$ jednopro-
cesorowe stanowi pe¢tle w grafie przy odpowiednim procesorze. Wygodniej jednak jest roz-
waza¢ multigrafy bez petli i tak tez postapimy dalej — wystarczy zatem doda¢ dla kazdego
zadania jednomaszynowego nowy fikcyjny ,,drugi procesor”, a wtedy w multigrafie utwo-
rzonym zgodnie z powyzszymi regutami pgtle zostaja zastapione przez krawegdzie wiszace.
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Latwo zauwazy¢, ze jesli potraktowaé numer chwili czasu, w ktorej wykonuje si¢ za-
danie, jak kolor przypisany odpowiadajacej mu krawedzi grafu, wowczas warunki popraw-
no$ci harmonogramu pokrywaja si¢ z wymogami legalno$ci krawedziowego kolorowania
listowego. Rzeczywiscie, fakt, ze zadne dwa zadania wspotdzielace procesor niec moga wy-
konywac sig¢ rownoczes$nie, oznacza, ze krawedzie spotykajace si¢ przy wierzchotku musza
miec¢ rézne kolory. Natomiast ograniczona dostgpnos$¢ zadan w czasie okreslona za pomoca
funkcji L sprowadza sig do tego, ze kolor kazdej krawedzi e musi naleze¢ do jej listy L(e).
Mozemy wigc sprowadzié zagadnienie istnienia poprawnego harmonogramu w naszym
modelu do listowego kolorowania krawe¢dziowego multigrafow.

W szeregowaniu zadan zasadnicze znaczenie ma rowniez kwestia znalezienia uszere-
gowania optymalnego wzgledem réznych kryteriow kosztu. Najczgsciej spotykamy funkcje
kryterialne dwojakiego typu.

Pierwszy rodzaj, zawierajacy m.in. klasyczne C,y, Tinax> Fmax definiowany jest za pomoca
zbioru funkcji (najczgsciej niemalejacych, poczawszy od pewnego argumentu) fr;: L(T;) > N U
w {0}, gdzie T;e T— zaktadamy, ze koszt wynikajacy z zakonczenia wykonywania zadania 7;
w chwili C; wynosi f7;(C;), poszukujemy za$ uszeregowania minimalizujacego najwigkszy
z tych kosztow, tj. wyrazenie f,, = max {f;;(C;): T; € T}. Problem szeregowania z tak okre$lo-
nym kryterium optymalizacyjnym nadal mozna tatwo sprowadzi¢ do listowego kolorowania
krawedziowego: wystarczy dla zmiennej / o wartosci poczatkowej maxy; ¢ ;¢ 1(m) fri(J) zna-
lez¢ np. metoda szukania binarnego najmnicjsza wartos¢, dla ktdrej graf opisujacy system
mozna jeszcze pokolorowac listowo przy zestawie list L'(T}) = fTi_l({O, .y [}). Jest oczywi-
ste, ze optymalny koszt harmonogramu f;,, jest réwny tejze minimalnej warto$ci /, a odpo-
wiadajace jej pokolorowanie przedstawia szukany harmonogram.

Druga grupa kryteriow m.in. takich jak £Cj, Zw;T;, Zw;U; bazuje na funkcjach kosztu
uszeregowania wyznaczanych wedtug formuty 4. 7 f7:(C,). W tym wypadku model grafo-
wy musimy rozszerzy¢ o przypisane krawgdziom funkcje f7;, za$ optymalne uszeregowanie
opisane jest listowym pokolorowaniem krawedziowym minimalizujacym sumg¢ kosztow
uzytych barw. Taki model kolorowania stanowi uogdélnienie znanych w teorii grafow poko-
lorowan zaroéwno listowych, jak i sumacyjnych.

Pragniemy znalez¢ wielomianowy algorytm optymalnie szeregujacy zadania wzglgdem
rozmaitych funkcji kryterialnych i dla mozliwie szerokiej klasy systemow. Niestety, znane
dotad wyniki wskazuja na NP-trudno$¢ zagadnienia nawet przy bardzo prostych klasycz-
nych kryteriach i w sytuacji, gdy zadania sa zawsze dostgpne. Na przyktad powszechnie
wiadomo, ze obliczeniowo trudne sa juz P| fix; = 2, p; = 1|Cypay i P| fix; = 2, p;= 1|ZC;. Skoro
szukamy efektywnych i doktadnych algorytméw — konieczne bedzie narzucenie dalszych
ograniczen na strukturg rozwazanego zestawu zadan. Pokazemy, ze warunkiem umozliwia-
jacym istnienie efektywnego algorytmu jest ograniczona liczba cykli w grafie systemu.

2. Systemy o grafach acyklicznych

Przyjmijmy nastgpujaca notacj¢: G(V,E) oznacza multigraf o zbiorze wierzchotkow V
i krawedzi E, ktore w przypadku grafow prostych beda traktowane jak nieuporzadkowane
pary wierzchotkow, tj. krawedz taczaca u z v oznaczymy przez {u,v}. Stopien wierzchotka v
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to deg(v), tradycyjnie maksymalny stopien wierzchotka w multigrafie oznaczymy przez A.
W sytuacji gdy ze wzgledu na wigksza liczbg rozwazanych graféw oznaczenia powyzsze
moglyby okazaé si¢ niejednoznaczne, po stosownym symbolu pojawi si¢ symbol grafu, kto-
rego dane pojecie dotyczy np. degi;(v) lub V(G). Rodzing wszystkich skonczonych pod-
zbioréw zbioru A oznaczymy przez Pp,(A). Wreszcie N bedzie zbiorem liczb naturalnych.
Podamy najpierw formalne definicje opisanych wyzej modeli kolorowania.

Definicja 1

Niech dany bedzie multigraf G(V,E). Funkcje c: E — N nazywamy pokolorowaniem
krawedziowym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej pary krawedzi sqsiednich e, f zachodzi
c(e) #c(f).

Definicja 2

Dla grafu G(VE) i zestawu list L: E — Pj,(N) pokolorowanie krawedziowe c na-
zwiemy L-listowym, gdy V,..p c(e) € L(e). Jezeli dodatkowo znane sq funkcje kosztow
fo: L(e) = N U {0} dla wszystkich e € E, wowczas kosztem pokolorowania ¢ nazwiemy
sume X, f.(c(e)). Pokolorowanie L-listowe minimalizujqce ten koszt jest optymalnym li-
stowo-kosztowym pokolorowaniem krawedziowym.

W dalszym ciagu pomocne okaza si¢ nastgpujace fakty:

Definicja 3

Skojarzeniem w grafie G(V,E) nazwiemy dowolny podzbior B C E krawedzi nie sqsia-
dujqcych ze sobq. Skojarzenie jest petne lub doskonate, gdy |B| = |V]/2.

Lemat 1

([91) Najwieksze skojarzenie w grafie G(V,E) mozna znalezé w czasie O(|E||V|

Lemat 2 ([5])

Dla danego grafu dwudzielnego G(V,E) o krawedziach obciqzonych wagami w:E —
N U {0} mozna znalezé najciezsze (w sensie sumy wag) skojarzenia we wszystkich podgrafach
G indukowanych przez zbiory V—{v} dla v € V w czasie O(|E||V|"*log(|V| max,. z w(e))).

1 /2)

W tym samym czasie znajdujemy rowniez wszystkie najlzejsze skojarzenia o maksy-
malnej mozliwej mocy w tych podgrafach — wystarczy zastosowac powyzszy algorytm po
zmodyfikowaniu wag, np. wedhug formuty w’(e) = ||V| max ,. w(e)/2]—w(e) + 1.

Definicja 4

Dla grafu G(VE) zestaw list L:E—Py;,(N) jest doktadny, gdy:

Vper [IL{wv})| = deg(u) + deg(v) - 1.

Lemat 3

Ogolng wersje zagadnienia listowo-kosztowego kolorowania grafow mozna wielomia-
nowo zredukowa¢ do tegoz problemu z dodatkowym warunkiem doktadnosci zestawu list.
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Dowéd. Niech C bedzie najwigkszym z kosztéw kolorow wystepujacych na wszyst-
kich listach w zestawie L dla pewnego grafu G(V,E). Tworzymy zestaw L’ list, uzupetniajac
listy zbyt krotkie (w sensie definicji 4) o nowe, unikalne, tj. nie wystgpujace w innych zbio-
rach barwy, przypisujac im jednoczesnie koszt |E|C + 1. Wtedy istnienie pokolorowania
L-listowego jest rownowazne temu, ze optymalne pokolorowanie L’-listowe ma koszt
mniejszy od |E|C+1. Nastepnie listy ,,zbyt dtugie” mozemy skroci¢, usuwajac elementy
o najwigkszych kosztach, nie zmieniajac optymalnego kosztu pokolorowania L’-listowego,
gdyz dla doktadnego zestawu list kazde listowe pokolorowanie czg$ciowe mozna przedhu-
zy¢ na wszystkie krawedzie. B

Tak wigc w dalszych rozwazaniach bez zmniejszenia ogélnosci bedziemy mogli ogra-
niczy¢ si¢ do problemu kosztowego kolorowania listowego z doktadnymi listami.

Twierdzenie 1

Optymalne kosztowe L-listowe pokolorowanie krawedziowe drzewa G(V,E) mozna
znalezé w czasie O(|V|A%log(|V|C)), gdzie C=max, EieL(e) fe(D)-

Dowdd. Zaprezentujemy czg$é procedury, umozliwiajaca okreslenie minimalnej war-
tosci kosztu pokolorowania — rozszerzenie jej o funkcj¢ kolorujaca graf jest proste. Przyj-
mujemy, ze zestaw list L jest doktadny dla G. Dla pary wierzchotkow sasiednich v i v’
oznaczmy przez H najwigksze poddrzewo G, ktore zawiera krawedz {vv’}, a v jest w nim
wierzchotkiem wiszacym. Funkcja Val(v,v’): L({vv’}) — N U {0} bedzie okreslona tak, ze
Val(yv’)(i) jest minimalnym Kkosztem pokolorowania L gy-listowego, krawedziowe-
go drzewa H (z funkcjami kosztéw odziedziczonymi z G), w ktorym krawedz {v,v’}
uzyskata barwe i. Rekurencyjnie wyznaczymy wartosci funkcji Val(u,u’) dla pewnego
wierzchotka wiszacego u w G, wowczas szukany optymalny koszt bedzie rowny
Miye g3 Val(u”)(0).

Jezeli H jest krawedzig {v’}, to oczywiscie Val(yv’) = f,, . Zalozmy wige, ze na
dalszym etapie procedury mamy poddrzewo H jak na rysunku (rys. 1), przy czym znane sg
juz funkcje Val(v’,w)), I =1, ..., k.

Rys. 1. Drzewo H i jego poddrzewa
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Aby wyznaczy¢ wartoéci funkcji Val(yv’) konstruujemy graf dwudzielny K*", ktore-
L({w,v’}), przy czym istnieje krawedz {wpx} wtedy i tylko wtedy, gdy x € L(w)) 1 WOW-
czas obciazamy ja waga liczbowa Val(v’,w;)(x). Wtedy Val(y,v’)(j) jest rowne wadze naj-
1zejszego k-krawedziowego skojarzenia w grafie K*¥'— { j} (koszt pokolorowan krawedzio-
wych poddrzew T)) powigkszonej o skladnik fy, (/) zwiazany z nadaniem krawedzi {y,v’}
barwy j.

Wyznaczenie funkcji Val(v,v’) wymaga obliczenia wag najlzejszych k-krawgdziowych
skojarzen we wszystkich grafach K¥'— {j} dla j € L({vv’}). Wykorzystujac algorytm
z lematu 2 dla grafu K*¥ (zachodzi |[V(K*")| = O(degs(v))A(G)) = [E(K*")|), wykonamy to
W czasie O(deg(;(v’)A(G)2 log(|V(G)|A(G)C)). Oszacowanie ztozonosci catego algorytmu
kolorowania drzewa uzyskamy sumujac ten czas po wszystkich wierzchotkach v’, co daje
nam O(|V|A? log(|V|C)). m

Analogiczne twierdzenie w modelu bez list (kazdej krawgdzi mozna przypisa¢ dowol-
ny kolor) wykazywano juz w [3] i [10]. Praca [4] podaje tez podobny wynik dla tzw. koloro-
wania totalnego, tj. rownoczeénie wierzchotkéw i krawedzi. Mozna zastanowi¢ si¢ nad
ogolniejszymi niz drzewa rodzinami grafow umozliwiajacymi rozwigzanie problemu
w zblizony sposob. Okazuje sig, ze wielomianowe algorytmy dopuszczaja wszystkie grafy
o0 ograniczonej przez stata liczbie cykli.

Definicja 5
Liczba cyklomatyczna multigrafu G(V,E) wynosi G) = |E| — |V| + V(G), gdzie V(G)
jest liczbq skiadowych spojnosci.

Twierdzenie 2

Dla kazdego ustalonego k € N problem krawedziowego L-listowego kolorowania
kosztowego dla grafow G o liczbie cyklomatycznej Y(G) < k mozna rozwiqzac w czasie
2+k . ;
O(lle * 10g(|V]C)), glee C= maXecg, ieL(e) fe (l)

Dowdd. Bez zmniejszenia ogolnosci mozna przyjac, ze G(V,E) jest grafem spdjnym
o liczbie cyklomatycznej &, L jego dokladnym zestawem list, za§ A = {ey, ..., ¢;} zbiorem
tych krawedzi, ktorych usunigeie tworzy z G drzewo. Dalej niech U bedzie zbiorem wszyst-
kich wierzchotkéw incydentnych do krawedzi z A. Wystarczy skonstruowaé procedure
o ztozonosci O(|V(G)|A(G) log(|V(G)|C)), ktora dla danego pokolorowania krawedziowego
L|4-listowego grafu (U,A) znajdzie jego przedtuzenie o minimalnym mozliwym koszcie do
krawegdziowego pokolorowania L-listowego G. Wykorzystamy procedurg z twierdzenia 1.

Na podstawie grafu G, jego zestawu list i kosztow tworzymy drzewo D nastgpujaco:

1. usuwamy krawedzie z A;

2. dla kazdej takiej krawedzi {u,v}eA wprowadzamy dwie nowe krawegdzie wiszace
(it} {WVpew} z listami singletonowymi postaci L2({v,., )=LP ({1t 1t,,,})=
={d(u,v)}; ponadto definiujemy dla nich funkcje kosztow: jedna wzorem f b {yvnew} =
=f{v,u}’ a drUgach{u,unew} =0;

3. list ani kosztow pozostatych krawedzi grafu nie zmieniamy.
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Optymalny koszt listowego pokolorowania krawedziowego drzewa D i przedtuzenia
funkcji d do pokolorowania kosztowego calego G sa rowne — krawedzie {u,u,,,,,} 1 {VV, 00}
odpowiadaja potowkom ,,rozcigtej” krawedzi {u,v}, zas jednoelementowe listy tych krawg-
dzi ,,wymuszaja”, by kosztowo optymalne pokolorowanie D przedtuzato d. Wystarczy juz
tylko odnotowa¢, ze |V(D)|=|V(G)|+2k oraz A(D) = A(G). B

Oczywiscie przedstawiona procedur¢ mozna stosowaé rowniez dla multigrafow. Roz-
szerzajac notacje tréjpolowa o symbol win, sygnalizujacy istnienie okien czasowych przy-
pisanych zadaniom, oraz oznaczajac przez G multigraf opisujacy badany system: mozemy
stwierdzié, ze:

Twierdzenie 3

Dla kazdego ustalonego k € N problemy Plwin.fix;<2,p; = 1, Y(G) < k|-, Plwin, fix;< 2,
P;= 1, W(G) k| frnax 0raz Plwin, fix;<2, p;= 1, (G) < k|Zf; sq wielomianowe, gdzie wystepu-
Jacy w kryteriach symbol f; odpowiada funkcjom czasu zakoriczenia zadania T;.

3. Multikolorowanie a szeregowanie zadan

Okazuje sig, ze samo tylko dodanie do drzewa dodatkowych krawedzi rownoleglych
sprawia, iz rozwazane problemy kolorowania staja si¢ trudnymi obliczeniowo.

Definicja 6

Szkieletem multigrafu G nazywamy graf prosty powstajqcy z niego wskutek sukcesyw-
nego usuwania jedna po drugiej krawedzi, dla ktorych istniejq jeszcze inne krawedzie row-
nolegle (tzn. o tych samych obu wierzchotkach koncowych). Multigraf ktorego szkieletem
Jjest drzewo (odpowiednio: Sciezka, las) to multidrzewo (multisciezka, multilas).

Twierdzenie 4

Problem istnienia L-listowego multipokolorowania krawedziowego multisciezki jest
NP-zupelny.

Dowdéd. Przeprowadzimy redukcj¢ z problemu 3-spetnialnosci. Niech ¢ bedzie formu-
Ia logiczna w postaci 3CNEF, tj. koniunkcja zbioru klauzul C = {cy, ..., ¢,,}, przy czym
X = {xq, ..., x,,} to zbidr wystepujacych w niej zmiennych logicznych, za§ X* = {x, ~x: x € X}
zawiera wszystkie literaty, ktore moga pojawic¢ si¢ w ¢. Kazda klauzula jest alternatywa
trzech literatéw z X*, mozna tez przyjaé, ze zadna zmienna logiczna nie wystepuje w tej
samej klauzuli wigcej niz raz. Skonstruujemy multisciezke F' o szkielecie P,, ktora posiada
listowe pokolorowanie krawegdziowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podstawienie warto-
Sci logicznych 0 i 1 do zmiennych z X nadajace catej ¢ wartosc 1.

Wezmy dowolna réznowartosciowa funkcje g:CxX* — N. Dla kazdego x € X utwo-
rzymy najpierw graf pomocniczy F, bedacy multidrzewem o szkielecie w postaci $ciezki
dhugosci 2 taczacej kolejne wierzchotki u,, v,, w,. Sktada si¢ on 2m krawedzi rownolegtych:
u,z v, tacza e(c;x), av,zw, tacza f(c,x) dlai =1, ..., m. Ponadto przypisujemy listy dostgp-
nych barw L(e(c;x)) = {g(c;ox). g(c~x)} oraz L(f(c;x)) = {g(ci~x), g(c;s1.0)} — dla uprosz-
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czenia zapisu przyjeliSmy tu c,,,; = ;. Jest jasne, ze istniejq tylko dwa pokolorowania listo-
we c grafu F:
1) c(f(c;x)) = g(c;~x) i ce(c;x)) = glc;x) dlai = 1, ..., m — wtedy na krawgdziach przy
wierzchotku u, pozostaja wolne kolory g(c;,~x);
2) c(f(cpx)) = g(cipX) 1 cle(cyx)) = glcp~x) dlai =1, ..., m — woéwczas przy wierzchotku
u, mamy wolne kolory g(c;x).

Pierwsze z nich opowiada przypisaniu x falszu (0), a drugie logicznej jedynce.

Caty multigraf F konstruujemy, sklejajac oddzielne F, dla x € X, tj utozsamiajac ze
soba wszystkie wierzchotki u, (powstaje wspolny wierzchotek u), podobnie v, razem daja v,
aw, tacza si¢ w w. F jest wigc multiSciezka taczaca kolejno u, v,w. Zauwazmy, ze ze wzglg-
du na réznowarto$ciowos¢ g, zadne ze wspomnianych pokolorowan F, i F), dla x # y nie
koliduja ze soba. Nastepnie dla kazdej klauzuli ¢; e C (przyjmijmy Ze stanowi ona alterna-
tywe literatow o, B;, x; € X*) doklejamy do u nowa krawedz wiszaca e(c;) z lista L(e(c;)) =
= {g(c;, ), g(c;, By)s g(ci, )} Widzimy, ze mozna dla niej wybrac¢ jaki$ kolor, jezeli cho¢
jedna barwa z L(e(c;)) jest wolna przy wierzchotku u, co oznacza, ze pokolorowania krawg-
dzi grafow F, odpowiadaja przypisaniu jedynki logicznej przynajmniej jednemu z jej litera-
Iow. Na koniec utozsamimy drugie, tj. rozne od u konce krawedzi e(c;) dla ¢; € C, tworzac
z nich krawedzie rownolegle. B

Mimo to mozliwe jest rozwiazanie analogicznego problemu kolorowania w wielo-
mianowym czasie nawet dla multigrafow o dowolnie duzej liczbie cyklomatycznej, jezeli
wielko$¢ tego parametru jest jedynie skutkiem wystgpowania nierozroznialnych krawedzi
réwnolegtych (tzn. o identycznych parametrach L(e) i f,). W jezyku szeregowania zadan
warunek ten oznacza, ze dla zadan dwuprocesorowych okna czasowe i kryteria kosztu sa
funkcjami pary wykorzystywanych przez zadanie maszyn.

Korzystnie jest zreformutowaé to zagadnienie przedstawiajac je jako tzw. multikoloro-
wanie szkieletu multigrafu.

Definicja 7

Niech dany bedzie graf prosty G(V,E) i funkcja rozmiaru R:E — N. Multipokolorowa-
niem krawgdziowym nazwiemy funkcje c:E — Pp,(N) spelniajqcq warunki ¥, £le(e)| = R(e)
oraz dla kazdej pary krawedzi sqsiednich e, f zachodzi c(e) N c(f) = &.

Jezeli funkcja rozmiaru dla krawedzi e szkieletu okresla liczbg krawedzi rownolegtych
do e w pierwotnym multigrafie, przy czym wszystkim takim krawedziom przypisano jedna-
kowe listy 1 ewentualnie funkcje kosztow, to multikolorowanie jest rownowazne zwyktemu
kolorowaniu tegoz multigrafu: zbiory przypisywane krawedziom szkieletu odpowiadaja
barwom wszystkich krawedzi do nich rownoleglych. Widaé tez, ze zwykte kolorowanie staje
si¢ szczegolnym przypadkiem multikolorowania, w ktérym funkcja R = 1. Multikolorowanie
listowe musi dodatkowo spelnia¢ warunek poprawnosci c(x) < L(x). Mozemy rowniez
w naturalny sposob przedluzy¢ kryterium kosztu, okre$lajac je formula X,c p¥ic (¢) fo(0)-

Wielomianowy algorytm rozwiazujacy problem listowego (a wigc bez funkcji kosz-
tow) kolorowania krawgdziowego mutilasow z nierozroéznialnymi krawegdziami réwnole-
glymi (czyli o rownych listach) podat Marx w [8] (rys. 2).
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a)

{1,3,5}

{2,3.4,5}
{1,2}

42

R=4 {2345 R=2

Rys. 2. Algorytm Marxa: a) multidrzewo; b) jego szkielet; ¢) graf D
(szare elipsy oznaczaja pelne grafy dwudzielne)

Twierdzenie 5 ([8])

Problem istnienia L-listowego multipokolorowania krawedziowego dla drzewa G
i funkcji rozmiaru R(G): E(G) — N jest wielomianowy.

Naszkicujemy za [8] dowodd twierdzenia. Dla grafu prostego G(V,E) z funkcja
R: E — N v {0} definiujemy inne odwzorowanie R’: V — N U {0} dane wzorem

R =2 cpR(@

Okazuje sig, ze w przypadku drzewa funkcja R’ jednoznacznie wyznacza R. Pozwala
to na sprowadzenie istnienia L-listowego multikolorowania krawgdziowego drzewa do za-
gadnienia istnienia zmodyfikowanego L-listowego multikolorowania ¢ grafu z warunkami
poprawnosci okreslajacymi nie liczbg barw przypisanych poszczegdlnym krawedziom, lecz
spotykajacych si¢ przy wierzchotkach:

Veerc(e) c L(e)
Ve repeNf#Dd=cle)ne(f)=9D )

Viey zveeeE |C(e)| =R(v)
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To ostatnie zredukowano do wyszukiwania doskonatego skojarzenia. Tworzymy mia-
nowicie graf D jako sumg roztacznych kopii G,(V,,E;) grafu G dla wszystkich i e § ecrL(e)
(odpowiednik elementu x € V(G) U E(G) w kopii G, bedziemy dalej oznaczaé przez x;).
Z takiego grafu usuwamy wszystkie krawedzie e;, takie ze i ¢ L(e), a nastgpnie wierzchotki
izolowane. Chcemy, by doskonate skojarzenia w D odpowiadaty zmodyfikowanym multi-
pokolorowaniom ¢ (warunki (*)), przy czym przynalezno$¢ krawedzi e; do skojarzenia ma
oznaczaC, ze kolor i € c(e). Musimy zatem sprawi¢, by dla kazdego ustalonego v € V
z wierzchotkow v; dlai € |/ .. p L(e) wychodzito tacznie doktadnie R’(v) krawedzi skoja-
rzenia nalezacych do ] .E;. Efekt ten uzyskujemy, dodajac do grafu D zbiér nowych wierz-
chotkéw V, mocy |l e . g L(€)] - R*(V), ktére wraz z wymienionymi v; tworza dwie party-
cje petnego grafu dwudzielnego. Operacj¢ t¢ powtarzamy dla wszystkich v € V. Latwo
zauwazy¢, ze w uzyskanym D kazde doskonale skojarzenie (o ile takowe istnieje) opisuje
pewne listowe L-multipokolorowanie drzewa G. Ale |V(D)| = O([V(G)|A;) oraz |E(D)| =
= O([V(G)|A,), gdzie oznaczylismy A; = max, . V(G) Zve ecEG) IL(€)], Wige korzystajac z le-
matu 1 rozwiazujemy problem istnienia L-listowego krawedziowego multipokolorowania
drzewa w czasie O(|V(G)|'°A,>).

Metodg powyzsza mozna dostosowac¢ do wyszukiwania optymalnego listowo-koszto-
wego pokolorowania krawedziowego multilasu.

Twierdzenie 6

Problem kosztowego L-listowego multikolorowania krawedziowego dla drzewa G
i funkcji rozmiaru R(G): E(G) — N mozna rozwiqzac w czasie wielomianowym.

Dowéd. Obciazamy krawgdzie grafu D z poprzedniego dowodu wagami w rownymi
kosztom odpowiadajacych im pokolorowan krawedzi z G, tj. Ve gy Viere) W(e) = f(0)
(pozostate krawedzie maja wagg 0), a nastgpnie wyszukujemy najlzejsze petne skojarzenie
w D jednym z szybkich algorytméw np. tym z lematu 2. Znalezione skojarzenie w znany
sposob opisuje najtansze multipokolorowanie. ®

Rozszerzajac symbolike notacji trojpolowej o wyrazenie G =class, oznaczajace przy-
nalezno$¢ grafu systemu do konkretnej rodziny multigraféw, mozemy przepisa¢ powyzsze
fakty w nastgpujacej postaci

Whiosek 1
Problem Pl|win, fix;< 2, p;= 1, G = multipath| — jest NP-zupetny.

Whiosek 2 Jesli okna czasowe i funkcje kosztow dla zadan dwuprocesorowych wyko-
rzystujqcych te same maszyny sq réwne, to problemy Plwin, fig<2,p=1,G = multiforest|—,
Plwin, fix;< 2, p;= 1, G = multiforest| fi,x oraz Plwin, fix;<2, p;=1, G = multiforest|Xf; sq
wielomianowe.

Nie wiadomo, czy wyniki te mozna uogolnié, podobnie jak w twierdzeniu 2 na multi-
grafy o szkieletach z niezerowa lecz ograniczona liczba cykli, nie sag bowiem znane odpo-
wiednie deterministyczne procedury wielomianowe. Autor [8] sugeruje jednak pewna efek-
tywnq metode rozwiazania wykorzystujaca algorytmy probabilistyczne. Podamy bez
dowodu nastgpujace fakty.
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Twierdzenie 7 ([8])

Dla kazdego ustalonego k € N problem istnienia L-listowego multipokolorowa-
nia krawedziowego dla grafu G o liczbie cyklomatycznej Y(G) < k i funkcji rozmiaru
R(G): E(G) — N mozna rozwiqzac¢ wielomianowym algorytmem probabilistycznym.

Twierdzenie 8

Dla kazdego ustalonego k € N problem kosztowego L-listowego multikolorowa-
nia krawedziowego dla grafu G(VE) o liczbie cyklomatycznej Y(G) < k i funkcji rozmiaru
R(G): E(G) — N mozna rozwiqza¢ pseudowielomianowym algorytmem probabilistycznym.

Wyrazajac ostatnie twierdzenie w jezyku szeregowania zadan, mozemy stwierdzic, ze
problem szeregowania w oknach czasowych rozrzedzonych zadan jednostkowych k-proce-
sorowych (k < 2) z powtorzeniami moze by¢ rozwiazany algorytmem probabilistycznym
w czasie pseudowielomianowym.
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