AUTOMATYKA ¢« 2005 « Tom 9 * Zeszyt 1-2

Wojciech Chmiel*, Piotr Kadluczka*

Warunkowa wartos¢ oczekiwana funkcji celu
w konstrukcji algorytmow przyblizonych
dla zagadnien permutacyjnych

1. Wprowadzenie

W wigkszosci algorytmow przyblizonych w celu ukierunkowania procesu przeszuki-
wania przestrzeni rozwiazan wykorzystuje si¢ jedynie warto$¢ funkcji celu uzyskiwanych
rozwiazan. Jednak odpowiedZ na pytanie, czy aktualnie dokonywana modyfikacja rozwia-
zania korzystna bedzie w dalszej perspektywie przebiegu algorytmu, jest nader trudnym
problemem. Préba precyzyjnej odpowiedzi szczegolnie dla zagadnien permutacyjnych
jest skazana na niepowodzenie, ze wzgl¢du na liczno$¢ przestrzeni rozwiazan. Okazuje sig,
ze wprowadzenie dodatkowego, nawet nie w petni doskonatego kryterium oceny nowych
rozwigzan moze poprawic¢ efektywnos$¢ algorytmu przyblizonego. W przypadku rozwaza-
nych w artykule algorytmow ewolucyjnych (AE) w oparciu o to kryterium realizuje si¢
przeciwstawne mechanizmy réznicowania i intensyfikacji, sterujace zbieznoscia. Podsta-
wowe koncepcje wykorzystania warunkowej wartosci oczekiwanej w AE przedstawiono
w nastgpnym artykule. Alternatywnymi propozycjami dla innych metod przyblizonych sa
(opublikowane w [1, 2]) sposoby sterowania przebiegiem algorytmu za pomoca mechani-
zmu akceptacji rozwigzania w algorytmie symulowanego wyzarzania (SA) oraz mechani-
zmu zabronien w algorytmie poszukiwania z zabronieniami — Tabu Search (TS).

Pomyst zastosowania warunkowej wartosci funkcji celu zapozyczono z metodyki de-
randomizacji algorytmoéw stochastycznych, ktorych zastosowanie dla rozwigzania wielu
trudnych probleméw optymalizacyjnych daje czgsto lepsze wyniki, niz w przypadku algo-
rytmow deterministycznych. Ponadto sa one tatwiejsze w implementacji oraz dziataja szyb-
ciej niz algorytmy deterministyczne, ktore natomiast pozwalaja uzyskac rozwiazanie z za-
dana doktadnos$cia. Laczac zalety obu, poszukuje si¢ w oparciu o algorytm stochastyczny
takiego algorytmu deterministycznego, dla ktérego nie bedzie konieczne wydatne zwigk-
szenie naktadéw obliczeniowych oraz pamigciowych.

Ogdlniec mozna wyr6zni¢ dwie najpopularniejsze metody derandomizacji, stuzace
przeksztatcaniu algorytmow stochastycznych do ich wersji deterministycznej:

1) metodg redukcji przestrzeni prawdopodobienstwa,
2) metode¢ prawdopodobienstw warunkowych.
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Jesli chodzi o druga metodg, to znajduje ona swoje zastosowanie zarOwno w optyma-
lizacji, jak i rozwiazywaniu probleméw decyzyjnych. Mozna ja wykorzysta¢ w sytuacji,
w ktdérej mamy algorytm aproksymacyjny, dla ktérego istnieje zmienna losowa X begdaca
miarg jakosci wyjsciowych wynikow algorytmu oraz znana jest tez warto$¢ oczekiwana
zmiennej losowej X — E[X]. Aby stworzy¢ deterministyczny algorytm aproksymacyjny,
konieczne jest znalezienie takiego ciagu losowego, ktory prowadzi do uzyskania wartosci
wyjsciowej algorytmu, ktorego jakos¢ jest co najmniej rowna E[X]. Istnienie powyzszego
ciagu losowego jest uwarunkowane definicja warto$ci oczekiwanej dla danego problemu.
Jesli jest to mozliwe, metoda prawdopodobienstw warunkowych stara si¢ w sposob deter-
ministyczny okresli¢ taka sekwencje losowa.

2. Warunkowa warto$¢ oczekiwana funkcji celu dla zagadnienia QAP

Opis modelu matematycznego kwadratowego zagadnienia przydziatu (QAP) [3], beg-
dacego przyktadem zagadnienia permutacyjnego, zamieszczono w artykule [11]. W celu
okreslenia wzoréw na prawdopodobienstwo warunkowe funkcji celu dla problemu QAP
konieczne sa pewne definicje oraz twierdzenia z teorii grup i grup permutacji, ktore zebrano
w pracy [4]: definicja grupy, podgrupy, warstwy lewostronnej i prawostronnej grupy, twier-
dzenia o niepustym podzbiorze skonczonej grupy, o roztacznej sumie warstw lewostron-
nych (Lagrange’a), grupie permutacji oraz definicje grupy symetrycznej, 2-przechodniej,
Scisle 2-przechodniej, lemat o rzedzie grupy Scisle 2-przechodniej (Zassenhausa), definicja
odlegtosci permutacji, a takze twierdzenie o sumie wartosci oczekiwanej.

Jesli macierze A = (;7),x, 014z B = (b})),,x, & 0dpowiednio macierzami odlegtosci oraz
przeptywow dla problemu kwadratowego przydziatu, to zachodzi twierdzenie 1.

Twierdzenie 1. Srednia warto$é funkeji celu dla zagadnienia QAP

Niech f: S,—R bedzie zdefiniowana nastepujqco
n n
f(m)= Z 2 by j)»
i=1 j=1

gdzie A = (a;),, oraz B = (by),,, bedq pewnymi macierzami.
Wtedy

7: 1

n J
DI bkl+lzaiizbii M

n(n=1) 1% j<n  1<k=#l<n N j=1

Dowdd powyzszego twierdzenia opiera si¢ na uwzglednieniu wszystkich mozliwych
przydziatow n obiektow do n pozycji. Wtedy $rednia wartos¢ funkcji celu wynosi

_ 1 n n
f = DD IPI I (2

‘nes, i=1 j=1
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Uwzgledniajac, ze kazda uporzadkowana para obiektow (k, [), gdzie k#[ oraz
k, le{1, ..., n}, wystepuje (n — 2)!-krotnie na ustalonych pozycjach (i, j) oraz sumujac po
wszystkich uporzadkowanych parach pozycji (i, j), gdzie i # j oraz i, je {1, ..., n}, otrzymu-
jemy

(n=2)! Y ay Y by 3)

1i#j<n  1<k#l<n

Obliczmy sume¢ wynikajaca z kosztow przydziatu obiektu je {1, ..., n} do pozycji i. Ta-
kich przypisan jest (n — 1)! oraz biorac pod uwage wszystkie pozycje i€ {1, ..., n}, otrzy-
mujemy

(n-1)!i aﬁibﬁ @)
i=1

Jj=1

Biorac pod uwagg sum¢ wzorow (3) oraz (4), po ich przeksztalceniu otrzymujemy
roOwnanie zawarte w twierdzeniu.

Bardziej istotnym dla konstrukcji algorytmow jest przedstawiony ponizej wzor na wa-
runkowa warto$¢ oczekiwana funkcji celu dla problemu QAP.

Niech:

m,k € N, m =k, gdzie N oznacza zbior liczb naturalnych;
[k, m] — zbiér wszystkich liczb naturalnych z zakresu od k do m:
[k, m] ={k, k+1, ..., m};
D — podzbidr zbioru [1, m]" = {(x{, X3, ..., X,): ;€ [1, m], i = 1, ..., n};
f — pewna funkcja f: [1, m]">R.

Rozwazmy nastgpujacy problem optymalizacji
min { f (X, X, ..., X,,): (X1, X3, ..., X,)€ D} )

dla xl?,...,xgC €[l,...m], gdzie 1<i; #i, <n, 1<s<t<k.

Wtedy D(xl?,...,xg):{(xl,...,xn)e D:x; =x0,.x =x° }

e X =X

Zaktadajac, ze dla k = 0: D(xl.o,...,xg )= D , mozemy rozwaza¢ D jako przestrzen

. r 1 . o . . . .

prawdopodobienstwa, poprzez przypisanie kazdemu elementowi tej przestrzeni
0

X = (x10 ,...,xg ) nicujemnej wartoSci — prawdopodobienstwa — P(xO) takiego, ze
0
WYepP(x)=1
Przy takiej interpretacji f jest zmienna losowa, dzigki czemu mozemy postugiwac si¢
wartos$cia oczekiwang Ef funkcji f, a takze prawdopodobienstwem warunkowym.
Zagadnienie QAP moze by¢ sformutowane jako problem typu (5) nastgpujaco:

znajdz min { f (n(1), ..., m(n)): me S, }, gdzie S, okresla grupg symetryczna permutacji.
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Jesli zatozymy, ze P(ne S,) = 1/n! oraz, ze warunkowa warto$¢ funkcji celu jest w po-
staci B(f [Tt(sq) = c(5})s--» T(s;) = €(5;), - T(sy) = () [, 6], to 0godlna formute dla czescio-
wo ustalonego rozwiazania problemu kwadratowego przydzialu wyraza twierdzenie 2.

Twierdzenie 2. Warunkowa wartos$¢ oczekiwana funkcji celu dla zagadnienia QAP

Niech f: S,—R bedzie zdefiniowana nastepujqco

n n
F(m)=2 > aizbuiiyn j)>

i=1 j=1

gdzie A = (a;),x, oraz B = (by),x, bedq macierzami opisujacymi odpowiednio odleglosci
miedzy pozycjami oraz liczbe polqczen pomiedzy obiektami.

Okreslmy zbior liczb naturalnych zakresu od 1 do n jako L = [1, ..., n] oraz M =
=[1, ..., nJ\{c(sy), ..., c(S}), ..., c(sp)}, gdzie c(s;), ..., c(Sy), ..., c(Sy) sq roznymi wartosciami
ze zbioru L (przypisanymi obiektami) oraz H = {sy, ..., s, ..., Sy}, gdzie O<'s;, ..., Sy ..., S S 1
sq ustalonymi pozycjami.

Warunkowa wartos¢ oczekiwana czesciowo ustalonego rozwiqzania zagadnienia QAP,
przy k dowolnie ustalonych pozycjach:

E(f | m(s;) = c(5))seees T(s; ) = €57 )sves sy ) = (8¢ )) = 2 2 aijbc(i)c(j)+

ieH jeH

1
> @Y bc(i)m+n 2 24 2 byt (©)

n_kieHjeL\H meM “Kicl\H jeH ~meM

D @ X by

J#L ozl
Jjiel\H o)leM

1
+

1 1
D i X byt ——
n_kieL\H me M "k n—k-1

1
+

Niech R"\(H) bedzie podgrupa grupy symetrycznej S, gdzie H = {sy, ..., S;, ..., S¢} jest
zbiorem zawierajacym k (k < n) ustalonych pozycji. Licznos¢ tego zbioru jest rowna liczno-

Sci grupy symetrycznej [R"y(H)| = [S(, _ p-
Wtedy warunkowa oczekiwana wartos¢ funkcji celu moze zosta¢ zapisana w postaci

E(f | m(s) =c(sy),r (s;) = (5;)seen Wlsy ) = (53 )) =
1 1T 7
Y XX i) @

) |S(n—k)| neR} (H) =1 j=1

Inaczej mowiac, R"(H) jest zbiorem wszystkich permutacji n-elementowych, w kt6-
rych jest k ustalonych pozycji (przypisan obiektu do pozycji) — odpowiednio do pierwszej
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ustalonej pozycji m(s;) jest przypisany obiekt c(s;), do drugiej ustalonej pozycji n(s,) jest
przypisany obiekt c(s,), ..., do k-tej ustalonej pozycji m(s;) jest przypisany obiekt c(sy).

n n
Na warto$¢ 1 Yo Y %ibryn(j) skladaja sig trzy podstawowe skiadniki:
|S(n—k)| neR!(H)i=1 j=1

1) wynikajacy z wartosci potaczen pomigdzy obiektami przypisanymi juz do okreslonych
pozycji;

2) wynikajacy ze $redniej wartosci potaczen pomiedzy obiektami przypisanymi juz do
ustalonych pozycji, z obiektami o nieustalonych pozycjach, (ktore moga by¢ przypisa-
ne do dowolnej wolnej pozycji);

3) wynikajacy ze $redniej warto$ci potaczen pomigdzy obiektami o nicustalonych pozy-
cjach, ktére moga zostaé przypisane do dowolnej wolnej pozycji.

Rozwazajac sumg kolejnych przypadkdw, otrzymujemy wyrazenie okreslajace warun-
kowa warto$¢ oczekiwana funkcji celu dla problemu kwadratowego przydziatu. Powyzsza
formuta moze zostac obliczona w czasie O(nz).

Kolejne twierdzenie, w ktérego dowodzie wykorzystano cechy grup scisle 2-prze-
chodnich zostalo opublikowane przez Gutina i Yeo w [7].

Twierdzenie 3

Niech:
— E(f) bedzie wartosciq oczekiwanq funkcji celu problemu QAP (jej wartosciq Sredniq),
— n bedzie potegq liczby pierwszej oraz niech permutacja m € S,, takq, ze f(n) <E(f).

Wtedy
[{nl fim) 2E(f)} 2 (n—2)!

Baker oraz Harman udowodnili nastgpujacy lemat, ktorego dowdd mozna znalezé w [8].

Lemat 1

Niech py, ps, ... bedq rosnqcym ciqgiem wszystkich liczb pierwszych.
Wtedy

P+l —Pr = kot O dia kazdej k = 2 gdzie o = 0.535.

W oparciu o powyzszy lemat mozna dowies¢ ponizsze twierdzenie (Gutin, Yeo w [9]).

Twierdzenie 4

Dla dowolnego B > 1 oraz dla odpowiednio duzego n istnieje, co najmniej n!/ B" per-
mutacji @, takich ze f(w) = E(f).

Znajomo$¢ warto$ci oczekiwanej dla catego problemu QAP pozwala na oceng jakosci
otrzymanych rozwiazan w stosunku do innych rozwigzan w przestrzeni rozwiazan, ponie-
waz, zgodnie z przedstawionymi twierdzeniami dla odpowiednio duzego n istnieje, co naj-
mniej n!/ B" permutacji 7 takich, ze f(n) = E(f).
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3. Wykorzystanie warunkowej wartosci oczekiwanej funkcji celu

Uzycie warunkowej wartosci oczekiwanej funkcji celu dla rozwiazan czgsciowo usta-
lonych w konstrukcji algorytmow przyblizonych opiera si¢ na zatozeniu, ze parametr
ten niesie w sobie informacj¢ na temat perspektywicznosci dokonywanych zmian w roz-
wiazaniach. W klasycznych konstrukcjach algorytmoéw przyblizonych wartos¢ funkcji
celu jest podstawowym, a czgsto jedynym kryterium akceptowania zmian, jakie dokonu-
ja si¢ w rozwiazaniu. Ocena rozwigzania, a takze sterowanie algorytmem jedynie w oparciu
o funkcjg celu, zawgza mozliwos$ci tworzenia bardziej wyrafinowanych konstrukcji algo-
rytmoéw. Wprowadzenie dodatkowego parametru ma na celu zwigkszenie efektywnosci al-
gorytmdéw. Czy warunkowa warto$¢ oczekiwana funkcji celu rozwiazan zagadnienia QAP
daje ta mozliwos$¢? — staramy si¢ odpowiedzie¢ przez seri¢ przeprowadzonych ekspery-
mentow.

Po pierwsze nalezy sobie zdac¢ sprawg, ze ztozonos$¢ obliczeniowa (czasowa) wyzna-
czenia wartosci funkcji celu i warunkowej wartosci oczekiwanej dla rozwiazan zagadnienia
QAP jest tego samego rzedu O(nz). Powoduje to, ze z tytutu zastapienia funkcji celu wyzna-
czeniem wartosci oczekiwanej w algorytmie nie zmniejszona zostanie jego ztozonos¢ obli-
czeniowa. Celowe wigc bedzie wprowadzenie tej drugiej jedynie w przypadku, gdy osia-
gniemy istotna poprawg efektywnosci algorytmu.

Po drugie warunkowa warto$¢ oczekiwana rozwiazania czgSciowo ustalonego jest
srednig wartosdcia funkcji celu pewnej podklasy przestrzeni wszystkich rozwiazan. Po-
woduje to, Ze majac rozwiazanie dobrej jakosci na ogdt warto$¢ funkcji celu bedzie lepsza
od wartos$ci oczekiwanej. Znaczenie bedzie tu takze miata liczba ustalonych pozycji roz-
wiazania.

4. Wyniki badan komputerowych

Przeprowadzajac eksperymenty komputerowe, dla reprezentatywnego zestawu zadan
testowych zaczerpnigtych z biblioteki QAPLIB-A [10], badalismy ogolne wtasnosci warun-
kowej wartosci oczekiwanej funkcji celu. Ze wzgledu na brak miejsca przedstawiono tylko
wykresy ilustrujace przebieg eksperymentéw dla wybranej instancji testowej, formutujac
jednak wnioski ogoélniejsze. Celem pierwszego eksperymentu byto ustalenie zaleznosci po-
migdzy warunkowa wartoscia oczekiwang a funkcja celu. W trakcie przebiegu algorytmu
okreslano zaleznos$¢ pomigdzy kierunkiem zmian wartosci funkcji celu oraz warto$ci ocze-
kiwanej, dla pary rozwiazan rodzic — potomek. W kazdej z iteracji rejestrowano fakt wysta-
pienia zgodnosci poprawy tych parametréw z podziatem na rodzaje uzywanych operatorow
genetycznych (PMX, OX, COMX, RM). Zaobserwowano brak korelacji pomigdzy poprawa
warto$ci funkcji celu oraz poprawa warunkowej wartosci oczekiwanej (obliczona $rednia
kowariancja dla wszystkich zagadnien testowych wyniosta dla operatora PMX, OX, COMX,
RM odpowiednio: 0,0159, 0,0057, 0,0045 i -0,0009). Przebieg algorytmu zilustrowano na
rysunku 1, a wyniki eksperymentu przedstawia rysunek 2.
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Rys. 1. Wykres $redniej warto$ci funkcji celu populacji w zaleznosci od liczby wykonanych iteracji
przez algorytm ewolucyjny (zagadnienie: Bur26A4)
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Rys. 2. Zmiana liczby zgodnosci poprawy wartosci funkcji celu z poprawa warunkowej wartosci
oczekiwanej w zalezno$ci od liczby wykonanych iteracji przez algorytm ewolucyjny
(zagadnienie: Bur264)
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Wykresy (rys. 1, 2) swiadcza, ze:

— dla operatora PMX wystepuje staba korelacja niezaleznie od jakosci rozwiazan w po-
pulacji,

— dla operatora OX wystgpuje b. staba korelacja malejaca ze wzrostem jako$ci rozwiazan
w populacji — w kolejnych iteracjach,

— operatory RM i COMX sg operatorami réznicujacymi.

Uzyskane wyniki pozwalaja przyja¢, ze warunkowa warto$¢ oczekiwana moze by¢
parametrem roznicujacym dziatanie algorytmu w stosunku do funkcji celu. Ten mechanizm
réznicowania ma ta cechg, ze nie jest ,,slepy”, ale prowadzi proces optymalizacji w kierun-
ku obszaréw o nizszej warto$ci oczekiwanej.
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Rys. 3. Wykres warunkowej warto$ci oczekiwanej od liczby pozycji ustalonych rozwiazania
o warto$ci funkcji celu f(r) = 5943 090 (Bur26A4)

Badajac wtasnosci warunkowej warto$ci oczekiwanej, zmieniano liczbg pozycji usta-
lonych w permutacji bedacej rozwiazaniem zagadnienia Bur26A w zakresie: 1 — 26. Prze-
prowadzono eksperyment dla dwoch rozwiazan o zréznicowanej jakosci: pierwsze o warto-
$ci bliskiej sredniej wartosci funkcji celu dla catej przestrzeni rozwiazan f(n) = 5943090
(rys. 3) oraz drugie — bliskie optymalnemu f () = 5457 510 (rys. 4).

Porownujac oba wykresy (rys. 3 i 4), dla rozwiazan o lepszej jakosci, przy matej licz-
bie pozycji ustalonych, warto$é oczekiwana przyrasta wolniej, osiagajac maksimum o duzo
nizszej wartosci. Wynika to z faktu, ze ustalone pozycje rozwiazania zawieraja w miarg
dobre przydziaty. Rysunki 3 i 4 sa jedynie ilustracja problemu, gdyz uzyskiwane wyniki
zalezne sa takze od numerow ustalonych pozycji i wlasnosci przestrzeni rozwiazan kon-
kretnych zadan testowych.
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Rys. 4. Wykres warunkowej wartosci oczekiwanej od liczby pozycji ustalonych rozwiazania
o warto$ci funkcji celu f(rw) = 5457 510 (Bur264)

5. Podsumowanie

Przedstawione w artykule eksperymenty obliczeniowe potwierdzaja zasadno$¢ wpro-

wadzenia warunkowej wartosci oczekiwanej jako dodatkowego parametru sterujacego al-
gorytmem przyblizonym. Sposobom implementacji operator6w genetycznych i sterowania
algorytmem ewolucyjnym w oparciu o tak zdefiniowany parametr pos§wiecono nastgpny
artykut.
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