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�/	�����	 ��		 0
���/��	
�1	 ��	��
�����	��/����	 0
������	��i czasowo-optymalnego
szeregowa���	��/�2	�	
��/�����	��
��3�	4���56	��/����	�0	����������	��
3���	/�
�
�	���7
���	 �	��8����7	����98	 /�	���
�	 0
�����3�	��
/��	 	
�/����	��
3���	�	 	��
�	�������7	 ���
�	��������������	0���	�	��/�����	�	�����1:����	����98	/�	���
y problemów NP-trudnych.
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�����	
��
��������	��/�2	��	��
������	
3����������	�	
3������
���	
��/���;
���	��
��3�	��
/��	��1
	�	
0�	�����	��
		�	
39����	
�/����	���9�����	0
���
���	0
�/��;
�������6	��
�����	0�/��������	�	
0�
3�	��8���	�����1:����	
8<	���7	���
���	����	
�����7
0�����6	 �	 �����0
���
�
�����	 
�
	�����	 ���0�	�
�����	 
0�	�����	 
�1	 �	 
��
���;
������	 0
��
��3�	 ��	 0
���
�
���	 �
��	 0
��/������	 ��
��3�	�	 0�
	���	 
	
��	 0���1��
�0�
�������	/�	0
���
�
3�	42, 656	�
��	
����8�������		���	0
�����3�	��
	10��8	�
	�	��
	
�/��:��	��	�
�	�������������,	���	
3����9	0�������8	
�1	��
/��		
�/��	����/������	
��;

	
�����1���	���9���:��	�������������, rozpatrywanych problemów.
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3�	��/���������	��������8	�	
����9�2	����
�	��	/����/��7	0���
	�����8�	/�	��
	�
���;
���	 0
��	�������	 ��/����	 ����
�	��	 ���
�
	�����	 ���9������8��	 
����8�����	 0�
	����;
����	0
�����3�	�	�
3	���	���
��	�	��/������8�8	/����/��:��86	��/����	��/	����
�	����

���
�
	�������7	/�
	�
����8����	
����8��2	����/���27	�	�	3
���	��
	�
������	��	�/	/�;
���/����	��
		����=��	����	���	�
1��	�����9����7	
	�����8	��/�8	�	���
�������	
�������8;
����	
�1	���1��	�����	47–13].
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39����	��
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3����������6	�	
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/�����	/
����	=�
������	
�1	0
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��	0�/���	��
		����	��/��	��	���	�����6	�	
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/�����		
�����	0
��/
	������	��
	��	����
�	�	���
�
	�����	
����8���8��	0�
	������	0
�;
����, a w rozdziale czwartym	 0�/���	 ��
	���	 ������	 ��
0�
����	3�	 ��������������
0
��0
���/������ na tym algorytmie.
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Rozpatrzmy dyskretny system produkcyjny �����
��8��	��
����	0��8�����	
3��������6

>�	
�
	��	��
���	
3����������	�����/���	��
	10��8��	����9����<

(i) posiada m	
39����	��
���	M = {1, 2, ..., k,..., m}, na których n���9�	������@ n	�����;
��9����	��/�2	Z = {1, 2, ..., i, ..., n};

A��B ��/����	��9�	��@	����������	��	/�������	��
�����	�	�		
�����	����	�����������
���	��9�	��@	0
��
�����C

A���B ������	��/�2	/�	���������	��
		��1�
��	�/	������	��
���	n > m;
A�DB 
���������	��9/���	�	��/�2	��	��
������	��
�	��
	10���@	������������	0�	����2;

������	�����������	0�0
��/�����	��/����	���	��
	80�@	�	������	��
����7	�/�	��/�;
���	
����������	��
		����	0��
�
��	��	��/���	�	��
���6

Niech N	�������	�������8	 ���:@	zasobów nieodnawialnych, a przez uk ��������	 	1
��1:@	��
��3�7	�	3
�	��
	��8	0
��/�������	k-tej ��
�����	�	 	
�����	�����������	��/�2
�
��
���������	��		��	��
�����6	��
���������	/�	���8��	��
��3�	��
		��
	10��8��<

1

, 0, 1 .
m

k k
k

u N u k m
=

≤ ≥ ≤ ≤∑

Czas wykonywania i-tego zadania na k-tej maszynie	��
�:����	��
		0
���	��
	10��8�8
=�����1	Ti(uk, k):

( ) { }, , 1, 2, ..., , 1 , 1ik
i k ik k

k

b
T u k a u N k m i n

u
= + ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ (1)

Parametry aik > 0 i bik > 0 ���
��	�
����8	i-te zadanie i k;	8	��
���16
>���9�	�����E@		����	�
��
��������	��/�2	��	��
������	�		���	0
��/����	��
������;

����	�aso�3�	/�	��
���	
3����������7	���	������������@	���
	����2������	���������
������	����
�	��/�2	Tzak.

F�9���	���������	0
���	Zk ⊂ Z	���3
	��/�2	�
��
���������	��	k-tej maszynie, to Tzak
znajdziemy 
����8���8�	��
	10��8��	0
�����	�������������ny

( )
1 2
1 2

, ,..., 1
, ,...,

min max ,
m k

m

zak i k
Z Z Z k m i Z
u u u

T T u k
≤ ≤ ∈

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ (2)

��
���������	����9���	��	
����8�����		���	0
������	
8	��
	10��8��<

(i)
1

; , 1, 2, ..., , , ;
m

r s k
k

Z Z r s m r s Z Z
=

∩ = φ = ≠ =�

(ii)
1

;
m

k
k

u N
=

≤∑

(iii)  u1, u2, ..., um	�	�������	�	/�/�	���6
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H��	�0
�
�������	0
������	0
��������	���0��
�7	9�	��
���	����/��������	u1, u2, ..., um

8		�0�	��8�����6	�
��		��	����9����	����������	
����8�����	�0	������7	�	��
	10���	��;
��
8�����	�	
������	��
	�:��	��
��3�	/�	������9
����	�����	��	�
������6	!��	��1�7	���

Tzak	����/�����	
����8���8�	��
	10��8��	0
�����	�������������	/�
�
�	��;��8����

( )
1 2
1 2

, ,..., 1
, ,...,

min max ' ,
m k

m

zak i k
Z Z Z k m i Z
u u u

T T u k
≤ ≤ ∈

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ (3)

0
��	��
	10��8����	��
�����������<

(i)
1

; , 1, 2, ..., , , ;
m

r s k
k

Z Z r s m r s Z Z
=

∩ = φ = ≠ =�

(ii)
1

, 0, 1, 2, ..., ;
m

k k
k

u N u k m
=

≤ ≥ =∑

gdzie [ ] { }' : 0, 1, 2, ..,iT N m R+× → 	��
		
��
��
������	��
	10��8���	=������	Ti :{1, 2, ..., N}×
×{1, 2, ..., m} → R+	�	��
�:����	��
		0
���	=�����1<

( ) [ ]' , , 0, , 1 , 1ik
i k ik k

k

b
T u k a u N k m i n

u
= + ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ (4)

H�	
����8�����	0�
	��������	0
������	0������	�1/���	��
	10��8��	����	6

Lemat 1

�������
* *, , 1, 2, ...,k ku Z k m= ��	�
��
�	������������������������

(i)
m

* * *
k k k

k 1

* *
k k

u N; u 0, k : Z , k 1, 2, ..., m;

u 0, k : Z , k 1, 2, ..., m;

=
= > ≠ =

= = =

∑ φ

φ

(ii)
*
k

' * *
i k k

i Z

T (u , k ) const, k : Z , k 1, 2, ..., m.φ
∈

= ≠ =∑

Warunek (i) w lemacie 1	�������7	 9�	�	 0
��/�����	 ���
���;�0	�������	 ��
��3�
�	��/�2	/�	��
���	����
��
	���	
�1	�
��
	���	��/��
	��	��
��3�7	�	��
����	A��B7	9�	���
�
0
���		���	��
���7	��	�	3
���	����������	
8	�����:	��/����7	
8	�/��	�����6

�/�=�������	=�����1	F(Z1, Z2, ..., Zm) ��
�:���8	dla m zbiorów Z1, Z2, ..., Zm, /��	�	3;

���	�����/��	��
���������	A�B	/��	���
�	A�B6
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����8������	��
	10��8����	����/�	
3���2<

1 2

1

( , , ..., ) ; : , 1, 2, ...,

, 0, : , 1, 2, ...,

k

k

ik
i Z

ik m k
ki Z

m

k k k
k

b

a F Z Z Z k Z k m
u

u N u k Z k m

∈

∈

=

⎧
⎪

+ = ≠ ∅ =⎪⎪
⎨
⎪
⎪ = > ≠ ∅ =
⎪⎩

∑
∑

∑

(5)

����
��
	��8� lemat 1 oraz (5) zadanie minimalizacji (�B	��9��	0
��/
	���@	�	��
	1;
0��8���	0�
	���

( )
1 2

1 2
, , ...,

min , , ...,
m

zak m
Z Z Z

T F Z Z Z= (6)

przy ograniczeniach:

(i) , , 1, 2, ..., , ;r sZ Z r s m r s∩ = φ = ≠

(ii)
1

.
m

k
k

Z Z
=

=�

F�9���	 * * *
1 2, , .., mZ Z Z  	��
		
����8������	��/����	AJB7		�	 * *, , 1, 2, ..., ,k ku Z k m= gdzie

( )
*

*

*
* * ** 1 2

*

; : , 1
, , ...,

0 ; : , 1

k

k

ik
i Z

k
m ikk

i Z

k

b

k Z k m
F Z Z Z au

k Z k m

∈

∈

⎧
⎪

≠ φ ≤ ≤⎪
⎪ −= ⎨
⎪
⎪
⎪ = φ ≤ ≤⎩

∑

∑ (7)

��
		
����8������	��/����	(3).

"�#�����������������

�

#�
����	����/�8��	�	
���/	
�
	���	��
���	
3����������	
39��8	
�1	0�/	����1/��

�����:��	������������	��/�26	>�	
�����:@		1	�0���	��	���:@	��
��3�	0
��/���������
0�
�����3����	��
�����6	 $�	��1���	 ��
��3�	 ��
	����	 0
��/���������	 k-tej maszynie,
	��	�1/���	���	
���
��6

��
���	0
��/�������	��
	��8	/�	��
���	�	��
	10��8��	
0�
3�<
�6 	���
8	
�����:��	
���������	�;	���	��/����	0
���	�;	8	��
���1	��
			��6	�
03��������

0�/�����	��
��3�	βC	β	K	�C
%6 �����/���7	9�	��
���8	���
���
�8	 ��
		��
����	0��
�
��7	�	��
���8	����������
�8

��
		��
����	�;	�C
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�6 ��
�����	�;	��	0
��/�������	��	��
��3�	��	��
	10��8���	����9��:��

1

1

1 [( ) ]
m m

k

N
u

m k
−

=

=
+ − ⋅β∑

A?B

I6 0���
	����	��
�����	0
��/�������	��
���	��	��
	10��8���	����9��:��<

( ) ; 1, 2, ..., 1k mu m k u k m= − ⋅β ⋅ = − A B

�
��/
	������	0���9��	
0�
3�	0
��/�����	��
��3�	/�	��
���	����
��
	���	��
	����
�	��0
o0��������	���
�
	������	����
�	���	
��
��������	��/�2	��	
3����������	��;

������6	&���
�	�		��	
���
	
������	��
	��	�		���	
0�
3�7	9�	���0��
�	
��
�����	��	��/�;
�ia	��	��/��������	��
������7		�6		�����7	/�	�	3
���	0
��/�������	��
	���	��/������	����;

��	/�
	10����	��
��3�7	�����	 ,k
N

u
m

=  k = 1, 2, …, m. ��		��	�
��
��������	��
	10���

�
39���������	��
���	0�/	����1/��	������	0
��/���������	��	��
��3�	�	
0
��/�����	���

�
3����	��
	��	���
	����2������	�����������	�
��
	����	��/�2	Tzak.

Kolejne kroki algorytmu	���
�
	�������	
8	��
	10��8��<

Krok 1.
������	 ���
�	 �����������	 ��/�2	 ��	 0�
�����3�����	 ��
������

( , ) ,ik
i k ik

k

b
T u k a

u
= +  i = 1, 2, …, n, k  = 1, 2, ..., m	/��	��/����	��
	�:��	 k

N
u

m
=   i lo-

sowo generowanych parametrów aik, bik.

Krok 2.
'
��
����	�����8��	���
�	�����������	0�
�����3�����	��/�2	�	�	�3
�	��
	1	L		���
��/�26

Krok 3.
������	:
�/��	���
	T�� �����������	��/�2	0
���	��9/8	�	��
���	��/���	���
�<

1

( , )

; , , .

n

i k
i

�� �

T u k
N

T i Z k M u
m m

== ∈ ∈ =
∑

Krok 4.

�
��/������	�������	���/��9
��	�	����
3	
��	��/���a z listy L	/�	0��
�
���	������	��;

����	�9	/�	�����	�7	�/�	
���	���
3�	�����������	��/�2	0
��/���������		��	��;

�����7	���	0
zekroczy czasu T��6	�
��/�������	��/����	�
�2	�	��
	� L.

Krok 5.
F�9���	��
		��
����7	�	3
��	���	0
��/�������	��
����	9�/����	��/�27		�	�
3@	/�	kro-
ku 4. W 0
��������	��0�/��	0
���/E do kroku 6.
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Krok 6.
F�9���	��
	�	L	���	��
	���	��
����	�����
0���7		�	�����ne zadania z tej listy przydziel do
maszyn	��/��� algorytmu LPT(Longest Pr�������������B	�9	/�	�����	�	�����
0�;
���	
�1	��
	�		���	�a/�26

Krok 7.
������	���
	����2������	�����������	�
��
	����	��/�2	Tzak	/��	�
��
��������	��;

/�2	��	��
������	�	��
������	�	krokach 4–6 i dla .k
N

u
m

=

Krok 8.
H��	��/�����	�
03���������	β przydziel zasoby uk, k = 1, 2, ..., m	 0�
�����3����
��
�����	���������	�	����9��:��	A?B	�	A B6

Krok 9.
H��	�
��
��������	��/�2	��	��
������	�	��
������	�	krokach 4–6 i dla liczby za-
sobów uk przydzielonych maszynom w kroku 8	������	���
	����2������	��������;
���	�
��
	����	�a/�2	Tzak.

Krok 10.
Powtórz krok 8 i krok 9 /��	��
	10���� /�����1���	���1�
���8����	
�1	�������	��
	�;
:��	�
03�czynnika β. P�	����2������		���	0
3�	0
���/E	/�	kroku 11.

Krok 11.
��
3����	��
	�:��	 ���
3�	 ����2������	�����������	 ��/�2	 Tzak z kolejnych prób
i wybierz najkrótszy z tych czasów.

Krok 12.

�������	/�
�
�	��	���:��	��
��3�	 ˆ , 1, 2, ... ,ku k m= 	��/���	����9��:��<

(k)

( )

( )

u 1; 1, 2, ... , ,

ˆ

         1, 2, ..., ,
k

k

k

u

u k m

α

α

α

⎧ ⎢ ⎥ + = Δ⎣ ⎦⎪⎪= ⎨
⎪ ⎢ ⎥ = Δ + Δ +⎪ ⎣ ⎦⎩

gdzie 
1

m

j
j

N u
=

⎢ ⎥Δ = − ⎣ ⎦∑  oraz α	 ��
		 0�
��	���8	������	3�	����
�	M = {1, 2, ..., mL

	��87	9�	 (1) (1) (2) (2) ( ) ( ) .m mu u u u u uα α α α α α⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ≥ − ≥ ≥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦�

F�9���	�
	����8		����	��
����7	�	3
��	0
��/�������	��
���	���:��	��
��3�7		�	0
��/����
��9/��	�	 	���	��
���	0�	 ��/���	 ��/��
	��	��
���7	0����
��8�	 ��	�	���������	��
���

0�������8�	�/	��
����7	�	3
��	0
��/�������	�����1�
�8	���:@	��
��3�6

$��%&�������
��������
�
����

Przeprowadzono eksperymenty obliczeniowe na bazie przedstawionego algorytmu dla
dzies�1���	���1�
���8����	
�1	�������	��
	�:��	�
03���������	0�/�����	��
��3�	β	�M0
��;
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/�����	45, 15, ..., 95].	��
���	
�	���
��	�
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n � ���	 �		�!�"#
m – liczba maszyn;

H
zakT � �	��		���"�	����	�����������	��	�������		�!�"		�		 ����	Z przy wykorzy-

staniu algorytmu heurystycznego;
LPT
zakT � �	��		���"�	����	�����������	��	�������		�!�"		�		 ����	Z przy wykorzy-

staniu  algorytmu LPT;

Liczba instancji, dla których: HΔ  SH SLPT 

 
n/m 

H LPT
zak zakT T<  H LPT

zak zakT T=  H LPT
zak zakT T>  % s s 

30/2 28 2 20 1,8 1,6 1,2 

30/4 30 2 18 2,9 1,9 1,8 

30/6 32 1 17 3,7 3,2 3,0 

30/8 34 3 13 3,0 3,9 3,6 

60/2 28 2 20 2,6 2,4 2,4 

60/4 30 3 17 3,2 2,9 2,8 

60/6 26 3 21 3,6 3,2 3,3 

60/8 31 1 18 3,7 3,8 3,6 

90/2 28 0 22 2,8 3,6 3,4 

90/4 27 2 21 2,1 4,1 4,0 

90/6 31 1 18 2,6 4,6 4,5 

90/8 30 0 20 2,2 4,9 4,7 

120/2 26 4 20 2,9 5,4 5,6 

120/4 29 3 18 3,0 6,4 6,2 

120/6 32 2 16 3,6 9,2 8,8 

120/8 31 0 19 3,9 10,3 9,8 
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