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Heurystyczny algorytm szeregowania zadan
w systemie maszyn rownoleglych
z rO0wnoczesnym rozdzialem zasobow

1. Wprowadzenie

Od wielu lat prowadzi sig intensywnie badania problematyki czasowo-optymalnego
szeregowania zadan i rozdzialu zasobow [1-5]. Zadania optymalizacji zarowno dyskretnej,
jak 1 ciaglej, naleza do klasy probleméw bardzo trudnych zaré6wno z teoretycznego, jak
i obliczeniowego punktu widzenia i najczgsciej naleza do klasy probleméw NP-trudnych.

Problem szeregowania zadan na maszynach rownolegtych z réwnoczesnym rozdzia-
tem zasobow bardzo czgsto spotykany jest w roznego rodzaju ztozonych procesach produk-
cyjnych. Zasobami podzielnymi w sposdb ciagly najczesciej sa: gaz, energia elektryczna,
paliwo. W wieloprocesorowych systemach komputerowych spotykamy si¢ z szerego-
waniem programéw na procesorach oraz przydzialem zasobow w postaci stron pamigci
operacyjnej do procesoréw [2, 6]. Przy rozwiazywaniu tych problemdéw wystepuja istotne
trudno$ci natury obliczeniowej, jak rowniez pojawiaja si¢ bardzo trudne zagadnienia roz-
strzygnigcia ztozonosci obliczeniowej, rozpatrywanych probleméw.

Wyniki teorii ztozonoS$ci obliczeniowej oraz rozmiar problemow praktycznych w spo-
sob jednoznaczny eliminuja z rozwazan algorytmy doktadne, pozostawiajac do zastosowa-
nia praktycznego jedynie algorytmy heurystyczne umozliwiajace rozwiazanie postawio-
nych problemow w krotkim czasie z zadowalajaca doktadnoscia. Badania nad algorytmami
heurystycznymi, dostarczajacymi rozwiazan zagadnien, w ktorych zastosowanie metod do-
ktadnych jest nieefektywne lub wrgcz niemozliwe, stanowia jedna z najszybciej rozwijaja-
cych sig galezi nauki [7-13].

W zwiazku z rozwojem rownoleglych systemow przetwarzania informacji szczegdlne-
g0 znaczenia nabiera problem szeregowania zadan z systemem maszyn dziatajacych row-
nolegle. Niniejsza praca dotyczy zagadnienia czasowo-optymalnego przydziatu zasobow
nicodnawialnych podzielnych w sposob ciaglty do m r6znych maszyn rownolegltych. W roz-
dziale drugim formutuje si¢ problem oraz podany jest jego model matematyczny. W roz-
dziale trzecim przedstawiony zostat algorytm heurystyczny rozwiazujacy postawiony pro-
blem, a w rozdziale czwartym podane zostaty wyniki eksperymentéw obliczeniowych
przeprowadzonych na tym algorytmie.

* Instytut Cybernetyki Technicznej Politechniki Wroctawskiej

37



38 Zbigniew Buchalski

2. Sformulowanie zagadnienia

Rozpatrzmy dyskretny system produkcyjny zawierajacy maszyny polaczone rownolegle.
Na system maszyn roéwnoleglych naktadamy nastgpujace zatozenia:
(i) posiada m roznych maszyn M = {1, 2, ..., k,..., m}, na ktérych nalezy wykonac n nieza-

leznych zadan Z = {1, 2, ..., i, ..., n};

(i) zadanie moze by¢ wykonywane na dowolnej maszynie i w trakcie jego wykonywania
nie moze by¢ przerywane;

(iii) liczba zadan do wykonania jest wigksza od liczby maszyn n > m;

(iv) realizacja kazdego z zadan na maszynach musi nastgpowac niezwlocznie po zakon-
czeniu wykonywania poprzedniego zadania lub nastapi¢ w chwili zerowej, gdy zada-
nie realizowane jest jako pierwsze na jednej z maszyn.

Niech N oznacza globalng ilo§¢ zasobéw nieodnawialnych, a przez u; oznaczmy tg
czg$¢ zasobow, ktore zostang przydzielone k-tej maszynie w trakcie wykonywania zadan
uszeregowanych na tej maszynie. Ograniczenie dotyczace zasobow jest nastgpujace:

m
Nou <N, w20, 1<k<m.
k=1

Czas wykonywania i-tego zadania na k-tej maszynie okreslony jest przez nastgpujaca
funkcje T;(uy, k):

Ti(uk,k):aik+b’;k, uke{l,Z,...,N}, 1<k<m, 1<i<n (1)
Uk

Parametry a;;, > 0 i by, > 0 charakteryzuja i-te zadanie i k-ta maszyng.

Nalezy znalez¢ takie uszeregowanie zadan na maszynach i taki przydziat ograniczo-
nych zasobéw do maszyn rownoleglych, aby minimalizowaé czas zakonczenia wykonania
calego zbioru zadan T, .

Jezeli oznaczymy przez Z, C Z zbior zadan uszeregowanych na k-tej maszynie, to 7,
znajdziemy rozwiazujac nastgpujacy problem minimalizacyjny

T , = min max T (u, k o
zak 21,2y Ly 1SkSm iezZ: i ( k )
Up,UD eyl k

Ograniczenia natozone na rozwiazanie tego problemu sa nastgpujace:

m
() Z,nZ;=0; r,s=12,..m, rzs, |JZ;=2;
k=1

m
(i) Y u <N;
k=1

(iii) uy, uy, ..., u,, — catkowite dodatnie.
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Dla uproszczenia problemu przyjmiemy najpierw, ze zasoby nieodnawialne u, us, ..., U,
sa typu ciaglego. Przy tym zalozeniu wyznaczymy rozwiazanie optymalne, a nastepnie za-
okraglimy otrzymane wartos$ci zasobow do najblizszych liczb naturalnych. Tak wigc, czas

T 4 znajdziemy rozwiazujac nastepujacy problem minimalizacji dyskretno-ciaglej
7., = min max T '(uy, k o
zak Z\,Zy,...2,, 1<k<m iezZ: i ( k )

Up,Up ..Uy, k

przy nastgpujacych ograniczeniach:
m
(1) Zrst:q): r7s:1727'"7m7 ris, UZk:Z7
k=1
m
(ii) Z”k <N, w20, k=12,..,m;
k=1
gdzie T;': [0, N|x{1, 2, .., m} — R™ jest rozszerzeniem nastgpujacej funkcji 7;:{1, 2, ..., N}x
x{1,2, ...,m} — R" i okre$lone jest przez funkcje:

Ti'(uk,k):aik+b‘;k, upe[0,N], 1<k<m, 1<i<n 4)
Uy

Do rozwiazania postawionego problemu pomocny bedzie nastgpujacy lemat.

Lemat 1

Jezeli u; R ZZ ,k=1,2,..,m sqrozwiqzaniami zadania (3), to.

m
() Yug=N; ug>0, k:Zg#¢, k=12,...m
k=1

up =0, k:Zy=¢, k=1,2,..,m;

() Y T (up, k)=const, k:Z; #¢, k=12,..,m.

. *
i€z

Warunek (i) w lemacie 1 oznacza, ze w przydziale czasowo-optymalnym zasobow
i zadan do maszyn wykorzystuje si¢ wszystkie jednostki zasobow, a warunek (ii), ze czasy
pracy tych maszyn, na ktorych wykonywane sa jakie$ zadania, sg identyczne.

Zdefiniujmy funkcje¢ F(Z4, Z,, ..., Z,,) okre$lona dla m zbioréw Z,, Z,, ..., Z,,, dla kto-
rych zachodzi ograniczenie (i) dla wzoru (3).



40 Zbigniew Buchalski

Wartos¢ tej funkcji jest rozwiazaniem nastgpujacego uktadu rownan:

2 by
S ay 5 =F(Zy,2y,02,) 3 kiZy 2D, k=1,2,...m
i€Z, Ui Q)

m
ZMkzN, u, >0, k:Z, #9, k=12,...,m
k=1

Wykorzystujac lemat 1 oraz (5) zadanie minimalizacji (3) mozna przedstawi¢ w naste-
pujacej postaci

T,,= min F(Z,Z,,..,Z 6
zak 20,252, (1 2 m) ()

przy ograniczeniach:

() Z,nZ;=0, r,s=12,...,m, r#s;
.. m
() |Jz; =2z.

k=1

Jezeli Zl*, Z;, - Z:,, jest rozwigzaniem zadania (6), to u}:, ZZ, k=12,.., m, gdzie

> by

=
i€z,

P— , ; k:iZp#0, 1<k<m

=
i€z

0 s k:Zy =0, 1<k<m

jest rozwigzaniem zadania (3).

3. Algorytm heurystyczny

Maszyny wchodzace w sktad systemu maszyn rownolegtych roznia si¢ pod wzglgdem
szybkosci wykonywanych zadan. Na szybko$¢ t¢ wplyw ma ilo§¢ zasobow przydzielonych
poszczegdlnym maszynom. Im wigcej zasobow zostanie przydzielonych k-tej maszynie,
tym bedzie ona szybsza.

Zasoby przydzielone zostaja do maszyn w nastgpujacy sposob:

1. miara szybkosci realizacji i-tego zadania przez k-ta maszyng jest tzw. wspotczynnik
podziatu zasobdw [B; > 1;

2. zakladamy, ze maszyna najszybsza jest maszyna pierwsza, a maszyna najwolniejsza
jest maszyna m-ta;
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3. maszynie m-tej przydzielamy u,, zasobow wg nastgpujacej zaleznosci

ly = ®)

- -1
1+ Y [(m—k)-B]

k=1

4. pozostalym maszynom przydzieclamy zasoby wg nastgpujacej zaleznosSci:
up =(m—k)-B-uy; k=12,..m-1 )

Przedstawiony powyzej sposob przydziatu zasobéw do maszyn wykorzystany zostanie
w zaproponowanym heurystycznym algorytmie szeregowania zadan na réwnolegtych ma-
szynach. Algorytm ten skonstruowany zostat w taki sposob, ze najpierw szereguje on zada-
nia na jednakowych maszynach, tj. takich, do ktorych przydzielona zostata jednakowa licz-

. N . .
ba dostgpnych zasobow, czyli u, =—, k=1, 2, ..., m. Po tym uszeregowaniu nastgpuje
m

zrdéznicowanie maszyn pod wzgledem liczby przydzielanych im zasobow i sprawdzenie czy
skrocony zostat czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan 7.

Kolejne kroki algorytmu heurystycznego sa nastgpujace:

Krok 1.
Oblicz  czasy  wykonywania  zadan na  poszczegdlnych  maszynach
; . . N .
T (uy, k)=ay +‘—k, i=1,2,...,nk =1,2, .., mdla zadanej wartosci u, =— ilo-
Uy m
sowo generowanych parametrow ay, bj.
Krok 2.
Uszereguj malejaco czasy wykonywania poszczegolnych zadan i utworz listg L tych
zadan.
Krok 3.
Oblicz $redni czas T, wykonywania zadan przez kazda z maszyn wedtug wzoru:

n
2T (s k) N
T,=5L —  ieZkeM,u =—.
m m
Krok 4.

Przydzielaj kolejno najdtuzsze i najkrotsze zadania z listy L do pierwszej wolnej ma-
szyny az do momentu, gdy suma czasow wykonywania zadan przydzielonych tej ma-
szynie, nie przekroczy czasu T, Przydzielone zadania usun z listy L.

Krok 5.

Jezeli jest maszyna, ktorej nie przydzielono jeszcze zadnych zadan, to wré¢ do kro-
ku 4. W przeciwnym wypadku przejdz do kroku 6.
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Krok 6.
Jezeli lista L nie zostala jeszcze wyczerpana, to kolejne zadania z tej listy przydziel do
maszyn wedtug algorytmu LPT(Longest Processing Time) az do momentu wyczerpa-
nia sig listy tych zadan.

Krok 7.
Oblicz czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan T, dla uszeregowania za-

N
dan na maszynach utworzonego w krokach 4-6 i dla u; =—.
m

Krok 8.
Dla zadanego wspotczynnika B przydziel zasoby u,, k = 1, 2, ..., m poszczeg6élnym
maszynom wyliczone z zaleznosci (8) 1 (9).

Krok 9.
Dla uszeregowania zadan na maszynach utworzonego w krokach 4-6 i dla liczby za-
sobow uy, przydzielonych maszynom w kroku 8 oblicz czas zakonczenia wykonywa-
nia wszystkich zadan 7.

Krok 10.
Powtérz krok 8 i krok 9 dla nastgpnych dziewigciu zwigkszajacych si¢ kolejno warto-
$ci wspotezynnika . Po zakonczeniu tych prob przejdz do kroku 11.

Krok 11.
Poréwnaj wartoéci czaso6w zakonczenia wykonywania zadan T,, z kolejnych préb
1 wybierz najkrétszy z tych czasow.

Krok 12.

Wyznacz dyskretne ilosci zasobow iy, k =1,2,..., m wedlug zaleznosci:

[uo [+ k=1,2,..4,

oy =
[ua(k)J k=A+1,A+2,..., m,

m
gdzie A=N - zilu]J oraz o jest permutacjg elementow zbioru M = {1, 2, ..., m}
]:

taka, ze ug ) —[ua(l)JZ Ug(2) _["‘a(Z)J 22Uy () —[ua(m) J

Jezeli istniejq takie maszyny, ktorym przydzielono zerowe iloéci zasobow, to przydziel
kazdej z tych maszyn po jednej jednostce zasobu, pobierajac je z kolejnych maszyn
poczynajac od maszyny, ktorej przydzielono najwicksza ilo$¢ zasobow.

4. Eksperymenty obliczeniowe

Przeprowadzono eksperymenty obliczeniowe na bazie przedstawionego algorytmu dla
dziesieciu zwigkszajacych sig kolejno wartosci wspdtczynnika podziatu zasobéw P z prze-
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dziahu [5, 15, ..., 95]. Parametry charakteryzujace i-te zadanie i k-ta maszyne a,;, b, wyloso-
wane zostaly ze zbioru {5,0, 10,0, ..., 50,0} przez generator o jednostajnym rozkladzie
prawdopodobienstwa. Dla kazdej kombinacji n i m wygenerowano 50 instancji. Rezultaty
analizy porownawczej algorytmu heurystycznego skonstruowanego dla potrzeb niniejszej
pracy i znanego z literatury algorytm LPT przedstawione zostaty w tabeli 1.

Tabelal
Wyniki analizy poréwnawczej algorytmu heurystycznego i algorytmu LPT

Liczba instancji, dla ktérych: A st st
" aenr [ aneny | asnr | v ; ;
3072 28 2 20 1,8 1,6 1,2
30/4 30 2 18 2,9 1,9 1,8
30/6 32 1 17 3,7 3,2 3,0
30/8 34 3 13 3,0 3,9 3,6
60/2 28 2 20 2,6 2,4 2,4
60/4 30 3 17 3,2 2,9 2,8
60/6 26 3 21 3,6 3,2 33
60/8 31 1 18 3,7 3,8 3,6
90/2 28 0 22 2,8 3,6 34
90/4 27 2 21 2,1 4,1 4,0
90/6 31 1 18 2,6 4,6 4,5
90/8 30 0 20 2,2 4,9 4,7
120/2 26 4 20 2,9 54 5,6
120/4 29 3 18 3,0 6,4 6,2
120/6 32 2 16 3,6 9,2 8,8
120/8 31 0 19 3,9 10,3 9,8

W tabeli 1 wystepuja nastgpujace wielkosci:

n — liczba zadan;
m — liczba maszyn;

T. sz — czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan ze zbioru Z przy wykorzy-
staniu algorytmu heurystycznego;

TZZI,:T — czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan ze zbioru Z przy wykorzy-

staniu algorytmu LPT;
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H . H LPT
A" — srednia procentowa poprawa czasu T, W stosunku do T,

LPT H
AH :Tzak HTde 100%’

T. zak

S _ $redni czas obliczen dla algorytmu heurystycznego;

SEPT _ 4redni czas obliczen dla algorytmu LPT.

5. Uwagi koncowe

Przedstawione w poprzednim rozdziale eksperymenty obliczeniowe wykazaty, ze ja-
ko$¢ szeregowania zadan na rownoleglych maszynach na bazie zaproponowanego w pracy

algorytmu heurystycznego ulegta poprawie w stosunku do szeregowania za pomoca znane-

LPT

go z literatury algorytmu LPT. Kilkuprocentowa poprawa czasu TZIZ,{ w stosunku do T,

moze by¢ zachgta do dalszych prac nad efektywnymi algorytmami heurystycznymi.

Zastosowanie podanego w pracy algorytmu heurystycznego jest wskazane przede
wszystkim dla systemow produkeyjnych o duzej liczbie zadan, gdyz wowczas $rednia pro-
centowa poprawa A jest najwigksza. Zaproponowany algorytm moze stuzy¢ zaréwno do
rozdziatu operacji na stanowiska produkcyjne wyposazone w odpowiednie maszyny w dys-
kretnych systemach produkcyjnych, jak i do szeregowania programéw w wieloprocesoro-
wych systemach komputerowych.
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