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Wprowadzenie

Metoda elementow skonczonych
(MES) dominuje niepodzielnie w zasto-
sowaniach inzynierskich od kilkudzie-
sigciu lat. MES jest metoda obliczenio-
wa, ktorej rozwoj datuje si¢ na ostatnie
50 lat. Rozwoj ten zwiazany jest z nieby-
walym postepem w technologii kompu-
terowej. Opowiadania sprzed trzydziestu
lat o obliczeniach inzynierskich, na ktore
wybierano si¢ jak na biwak, ze §piwora-
mi i prowiantem, brzmia dzi$ jak bajka,
ale bajka nie s3. Takze tworcy MES sa
(R.W. Clough, R.L. Taylor) lub do nie-
dawna byli wsrdéd nas (J.H. Argyris,
0O.C. Zienkiewicz). Obecnie sama me-
toda jest przyttumiona przez progra-
my obliczeniowe, ktore na niej bazuja.

W niniejszej pracy przywotujemy tro-
che historii i przedstawiamy najwazniej-
sze prace dotyczace zastosowania MES
w analizie dzwigar6w powierzchnio-
wych.

Korzenie

Poczatki rozwoju sformutowan MES
w analizie ptyt i powlok nalezy datowac
na wczesne lata 60. XX wieku, wska-
zujac na zespOl badawczy profesora
R.W. Clougha na Uniwersytecie w Ber-
keley, USA. Pod kierunkiem Clougha
jego dyplomant Ari Adini (ktéry pra-
cowal w jednym pokoju z pdzniejszym
profesorem Edwardem Wilsonem) wy-
korzystywat aparat algebry macierzowej
do rozwiazywania problemow inzynier-
skich. Finalizowal swoja prace w zakre-
sie zginania plyt cienkich. Zbudowat pro-
stokatny element skonczony i wykazat,
ze t¢ klasg zagadnien mozna poprawnie
rozwiazywa¢ za pomoca MES. Wyniki
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pracy opublikowano w raporcie Adini
i Clough (1960). Pracg t¢ nalezy uwazaé
za pierwsza w zakresie MES do analizy
plyt. Co ciekawe praca ta nie zostata za-
akceptowana do wygloszenia na konfe-
rencji American Society of Civil Engi-
neers, gdyz przyjeto juz dwie inne prace
z Uniwersytetu w Berkeley. Opracowany
element byt 4-we¢ztowy o 12 stopniach
swobody. Do aproksymacji wykorzysta-
no pely wielomian trzeciego stopnia,
sumujac niektére cztony wielomianu.
Opracowany element spetniat wigkszos¢
wymagan MES, jednak ciaglos¢ kla-
sy C-1 speliona byta tylko w czterech
wezlach. Adini kontynuowat prace, roz-
wiazujac wiele prostych zadan powtoko-
wych, rozszerzajac rozwazania na stany
zgieciowe i membranowe. W 1961 roku
obronit prace doktorska na temat anali-
zy konstrukcji powlokowych za pomoca
MES (Adini 1961). Adini, autor pierw-
szych prac z omawianej dziedziny, nie
kontynuowat pracy naukowej i jego na-
zwisko nie jest widoczne w zadnej poz-
niejszej publikacji.

W 1960 roku Jim Tocher, dokto-
rant profesora Clougha, rozpoczal pra-
ce w zakresie praktycznych zastosowan
MES do zginania ptyt. Po dwoch latach
przedstawit on dysertacje (1961), w kto-
rej wykazat, ze rzeczywiste konstrukcje
plytowe moga by¢ modelowane za po-
moca trojkatnych elementow skonczo-
nych. Otrzymane wyniki nie byty jednak
w pelni satysfakcjonujace — element byt
zbyt ,,migkki” 1 nie zawsze uzyskiwa-
no zbiezno$¢ wynikéw do rozwiazania
Scistego. W latach 1962-1963 Tocher
uzyskat grant podoktorski w Norwegii
i kontynuowal prace nad trojkatnym
elementem skonczonym, bedac w cia-
glym kontakcie z profesorem Cloughem.

W tym samym czasie w Berkeley student
profesora Clougha T.K. Hsieh zapropo-
nowat skomplikowany sposob budowy
pltytowego elementu trojkatnego, ktéry
spetnia wszystkie warunki dostosowa-
nia. Element ten zostat wlaczony do pro-
gramu obliczeniowego i przetestowany
przez Tochera w czasie jego pracy dla
koncernu Boeing. Element wykazywatl
znakomite wlasnosci zbieznosci i zo-
stat nazwany HCT od pierwszych liter
nazwisk Hsieha, Clougha i Tochera.
Wyniki opublikowano w 1965 roku na
konferencji Wright-Patterson Conferen-
ce on Matrix Methods (Clough i Tocher
1965). Element ten byt wykorzystywany
w przemysle do obliczen zginania ptyt
cienkich przez ponad 20 Iat.

Koncepcje

Patrzac historycznie na rozwoj ptyto-
wych i powlokowych elementow skon-
czonych, mozna wyr6zni¢ dwa schematy
postepowania, przedstawione na rysun-
ku 1. W obu schematach punktem wyj-
$cia jest trojwymiarowe ciato o cechach
powtoki lub ptyty. Koncepcja klasyczna
polega na zbudowaniu w pierwszej ko-
lejnosci dwuwymiarowej teorii powtok
(plyt), a nastepnie zastosowaniu formali-
zmu MES. Koncepcja tzw. zdegenerowa-
nych elementow powlokowych polega
na sformutowaniu MES w odniesieniu
do ciata trojwymiarowego i zmodyfiko-
wanie sposobu aproksymacji MES tak,
aby nada¢ modelowi cechy powlokowe
przez wprowadzenie rotacyjnych stopni
swobody jako parametréw wezlowych.
Obie koncepcje moga prowadzi¢ do r6z-
nych elementéw skonczonych. Szczego-
lowa analiz¢ réznic i podobienstw obu

Rozwazania o metodzie elementéw skoriczonych

503



3D continuum powlokowe

Dyskretyzacja MES
3D model MES

Zatozenia teorii powlok

2D zdegenerowany model MES

vl

Zatozenia teorii powlok
2D model powierzchniowy

Dyskretyzacja MES
2D model MES

=

RYSUNEK 1. Dwie koncepcje budowy elementéw skonczonych ptytowych/powtokowych
FIGURE 1. Two ways of development of plate/shell finite elements

sformutowan przedstawili ostatnio Bi-
shoff i inni (2004). Koncepcja zdegene-
rowanych izoparametrycznych elemen-
tow powtokowych byta przez wiele lat
dominujaca w literaturze przedmiotu.

Kroki milowe

Obserwujac na przestrzeni 50 lat,
rozw6] MES w zakresie budowy ele-
mentow skonczonych plyt i powlok,
mozna zdefiniowaé najwazniejsze prace,
ktore stanowia swego rodzaju kroki mi-
lowe tego rozwoju. Poza pracami przed-
stawionymi wczesniej, warto zauwazy¢
kilka innych.

Jako pierwsza nalezy wymieni¢
fundamentalng prac¢ Ahmada i innych
(1970) — rysunek 2, w ktdrej opracowa-
no element powlokowy jako odpowied-
nia modyfikacje izoparametrycznego
elementu trojwymiarowego. Modyfi-

kacja ta polegata na wprowadzeniu do
opisu MES hipotezy odpowiadajacej
zatozeniom kinematycznym Mindlina—
—Reissnera. Wkrotce przyjeta si¢ nazwa
sformutowania ,,zdegenerowany izopa-
rametryczny element powlokowy” lub
»element Ahmada”. W niedtugim czasie
po opublikowaniu artykutu stwierdzono
bardzo wolna zbiezno$¢ sformutowania
dla plyt i powtok cienkich oraz zjawisko
zbyt duzej sztywnosci elementu. W me-
chanice komputerowej zjawisko to znane
jest pod nazwa blokada przemieszczen
(ang. locking). W literaturze definiu-
je si¢ kilka typow blokad, zwiazanych
z roznymi parametrami geometrycznymi
i fizycznymi

Pawsey i Clough (1971) oraz rowno-
cze$nie Zienkiewicz i inni (1971) — rysu-
nek 3, zauwazyli pozorny paradoks, ze
wlasnosci zbieznos$ci zdegenerowanych
elementow powlokowych mozna zna-
czaco polepszy¢ przez obnizenie rze¢du
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RYSUNEK 2. Zdegenerowane elementy powtokowe Ahmada
FIGURE 2. Degenerated shell concept — Ahmad finite elements
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RYSUNEK 3. Catkowanie zredukowane i selektywne

FIGURE 3. Reduced and selective integration
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kwadratury Gaussa—Legandre’a podczas
catkowania macierzy sztywno$ci. Tech-
nika catkowania zredukowanego stala
si¢ bardzo popularnym ,lekarstwem”
na blokady elementéw plytowych i po-
wlokowych. Wkrotce stwierdzono jed-
nak, ze catkowanie zredukowane (i jego
modyfikacja — catkowanie selektywne)
prowadzi do nadosobliwo$ci macierzy
sztywno$ci elementow, ktora, w zalez-
nosci od warunkow brzegowych zadania
i zastosowanej siatki podzialu na ele-
menty, moze prowadzi¢ do osobliwosci
lub quasi-osobliwo$ci zadania.

Znaczny postgp w rozwoju efek-
tywnych elementéw skonczonych ptyt/
/powtok zwigzany jest z zastosowaniem
specjalnych, ulepszonych schematow
interpolacji wybranych sktadowych sta-
nu odksztalcenia. Pierwszym pelnym
sformulowaniem tego zagadnienia byt
opublikowany przez MacNeala (1978)

A SIMPLE QUADRILATERAL SHELL ELEMENT

RicARD H. MASNEAL
The MicNeil-Schendier Ce Los Angol

fes, CA 0041, USA.

augment their capabilite
duce the cost of analyss.
an element which,

QUADS elemeat are
was 10 produse  branc and bending 51
elemeats[3], and low

ons.2
i thick shell le-
ments are o . except when the
number of edge nodal poiats

‘The simplest member of 1

Geometic stifiness e.g. for clastic stability anely-

Nonuniform temperature distrisution (for thermal
sitess analysis),

and

stretching, both require that
ing strains be formulated in a compatibie
ot A

ent s

f the standard approach and

cctions. 1t suggests, furihar- |
e

element QUAD4 (rys. 4), gdzie w spo-
sob specjalny potraktowano poprzeczne
odksztalcenia postaciowe.

Bathe i Dvorkin (1986) opracowali
4-weztowy element (MITC4) i jego 8-
-weztowy odpowiednik (MITCS), ktore
bazuja na koncepcji mieszanej interpo-
lacji sktadowych tensorowych (rys. 5).
W elemencie zakrzywionym (MITCS)
konieczne bylo wprowadzenie specjalne-
go opisu odksztatcen blonowych w celu
uniknigcia zjawiska blokady membra-
nowej. Rodzina plytowych i powloko-
wych elementéw skonczonych (MITChn,
gdzie n oznacza liczbg weztow) zapo-
czatkowata koncepcje budowy elemen-
tow skonczonych o tzw. zalozonych
odksztalceniach, na bazie mieszane-
go sformutowania wariacyjnego. Park
i Stanley (1986) opublikowali, pod na-
zwa zalozonych naturalnych odksztatcen
(ang. assumed natural strains — ANS),

.
P K

o

/

where v is & constant transverse. shear stain. The

RYSUNEK 4. Element typu QUAD4
FIGURE 4. QUADA4 finite element

Fig. 2. Msthod for selecting axes of the element coordinate

system.
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INTRODUCTION

‘The finite clement analysis of general shell structures has
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vely.
T e e soparent it two
approschic o the development ofshell el

Sppiopitc: (1) he us o simple cenens
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‘particular shell theo this
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RYSUNEK 5. Rodzina elementéw typu MITn
FIGURE 5. MITn family of finite elements

sformutowanie elementu powlokowego
9-weztowego, wolnego od zjawisk blo-
kady poprzecznego $cinania i blokady
membranowej (rys. 6).

Inng owocna technikg uniknie-
cia zjawiska blokady przemieszczen
w MES jest koncepcja zastepczych pol
odksztatlcen (ang. enhanced assumed
strain — EAS) (Simo i Rifai 1990 —
rys. 7). Podczas gdy technika ANS ob-
niza stopien wielomianu interpolacyj-
nego dla wybranych sktadowych stanu
odksztalcenia, to w EAS standardowe
pole odksztalcen, wynikajace z r6znicz-
kowania przemieszczen jest ,,zszywane”
z niezaleznie budowanym wzbogaco-
nym polem odksztatcen. Warunek orto-
gonalnosci zastgpczego pola odksztatcen
i pola naprgzen pozwala unikna¢ dodat-

£4+3 lerpalation

¥

£23 interpolation

kowego cztonu w wyrazeniu na energi¢
sprezysta. Simo 1 Rifai (1990) oparli
budowe modelu EAS na trojpolowej za-
sadzie wariacyjnej Hu—Washizu. Jednak
w po6zniejszych pracach stwierdzono, ze
EAS nie jest technika mieszang MES,
lecz raczej zmodyfikowanym sformuto-
waniem przemieszczeniowym.

Kolejng technika budowy elemen-
tow skonczonych, ktora nalezy uzna¢ za
kamien milowy w opisie ptyt i powtok,
jest cala gama sformutowan miesza-
nych oraz hybrydowych. W sformuto-
waniach mieszanych niezaleznej aprok-
symacji podlegaja pola przemieszczen
i odksztatcen lub naprezen. W modelach
hybrydowych dodatkowej, niezaleznej
interpolacji podlegaja wielkosci na brze-
gu element skonczonego. Prace w tym
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RYSUNEK 6. Koncepcja zatozonych naturalnych odksztatcen

FIGURE 6. Assumed Natural Strain concept
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A CLASS OF MIXED ASSUMED STRAIN METHODS AND
THE METHOD OF INCOMPATIBLE MODES*

+ . two wrongs do make a right in California' o staana (1973)
b rights make  sight even in California’ = wavios (1989)

IMO! AND M. 5. RIFAI
"Division of Applied Mechanics, Department of Mechanical Engineertng. Starford Universicy, Stanford, CA 94305, U.S.A

SUMMARY
A three-field mixed formulation in terms of displacements, stresses and an enhanced strain field is presentcd
Mhich cocompascs, £ » pariclar s th casical method of incompatide modas. Wihin s fame-
ort, ible elements arise as particular ‘compaible’ mixed approximations of the cnhanced strain
led e conditions 7t the stress interpolaion coain piecewise constant unctions und be L-ortho-
gon of the patch test and allow the elimination of
s e i o e ormhton, The proceding conditions are farmulated in a form particularly
convenient far clement dasign. As an illustration of the methodology thre new elements are developed and
shown to exhibit good perfarmance: a plan 3D elastic/plastic QUATY. an axisymmeric clement and a
plate bending QUAD. The formulation described herein is seitable for nonlin¢ar analysis

ot 2
g

1. INTRODUCTION AND MOTIVATION

In recent years, considerable attention has been devoted to. the development of low order
quadrilateral clements (typically bilingar) which exhibit high accuracy in coarse meshes; particu-
larly in bending dominated situations. Furthermore, many of these fow order elements do not
exhibit the well-known ‘spurious lecking” in the nearly incompressible limit and are, therefore,
particularly attractive in general purpose finite element analysis programs. It should be pointed
out that, despite the enhanced accuracy of these quadnlmem\ from & numerical analysis
standpoint no on crror estimates is typically
obtained fsee e.g, the analysis in Strang and Fix (Rc(uu\«' 20, p. 174)).

Broadly speaking, recent design and development of low order quadrilaterals with enfianced
coarse mesh accuracy falls within the scope of two alternative approaches, referred 1o as assuned
strain and assumed sivess methods in what follows. Representative of the first approach is the
pioneering work of Nagtegaal et al*® and Willan.”® the related B-bar methods of Hughes® and
Simo et al.!" and the mode-decomposition and Hu Washizu methods of Belytsehko and
co-workers: sc c.g. Belytschko and Bachrach.* among others. As noted in Simo and Hughes. "
all of these assumed strain methods can be cast into u three-field variational framework, and

RYSUNEK 7. Wzbogacone pola odksztatcen

FIGURE 7. Enhanced Assumed Strains

2.1.1. *Enhanced strain field, and modified variational formulation.
metrization of the strain fields in the form given in (1). Conseque
variation” is also written as

Next, we introduce a repara-
ently, any ‘admissible strain

Y= _V'n + § ; with nev @

compatible  enhanced

The last variational equation (5); then takes the form

f‘?'[—°+0,W(x,V‘u+i)]dV

*‘J‘V"I‘[—U+3‘W(X.V’u+§l]d!/_0 3 ®
4
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FINITE ELEMENTS
IN ANALYSIS
AND DESIGN

ELSEVIER

Finite Elements in Analysis and Design 21 (1995) §-20

State-of-the-art development of hybrid/mixed finite clement method

Theodore H.H. Pian

Depart of Aeronautics and Astronawiies. Massechuserts insiitute of Technology. Cambridge, MA 02139, USA

Abstract

A brief review of multificld variatiosal principles for the formulation of finite clement methods in solid mechanics snd
&n dccount of the evolution of hybrid/mixed finite element methods cnted first, Discussions of recent applications
of the hybrid/mixed finite element methods include (1) formulag 00f and semi-Loof elementy, (2} special elements
based on & priori of equilibrium and onditions, {3) analysis of heterogeneous materiais with
randomly distributed micsosiructures and 4) finite clement and 3-D finite strip analyses of frec edge problems in
laminated composites

1. Introduction

Two types of rationally constructed finite elements in structural and solid mechanics existed in
the early 1960s are the two primal methods based, respectively, on the principles of stationary
potential energy and complementary energy. They are the compatible element for which the
assumed displacements are compatible both within cach element and along the interelement
boundary; and the equilibrium element for which the stresses are equilibrating within each element
and the tractions are reciprocating along the interelement boundary. In 1964 a multifield finite
element was formulated based on assumed equilibrating stresses within the element and compat-
ible displacements along the element boundary, and the term hybrid element was coined [L.2].
During the last 30 years there have been numerous versions in the formulation of multifield finite
elements. One method for classifying the finite clement methods is to use the name mixed for an
element which is based on a multifield variational funetional, and 1o use the name hybrid for an
clement which is based on the intreduction of Lagrange multipliers to enforce the constraint
conditions along the inter-glement boundary [3]. Because, under this method of classification,
these two types of element are not mutually exclusive, the term kybrid/mixed was suggested to cover
all non-primal finite element methods [4]. At a panel discussion during the International Sympo-
sium on Hybrid and Mixed Finite Element Methods held in April 1981 at Atlanta, R.H. Gallagher
proposed an alternative way of classification that can make hybrid and mixed elements mutually

0168-874X/95/509.50 [ 1995 Elsevier Science B.V. All rights reserved

SSDI OL68-874X495,00024.0

RYSUNEK 8. Sformutowania mieszane i hybrydowe

FIGURE 8. Mixed and Hybrid Formulations

zakresie prowadzone sa od lat 70. XX
wieku przez réznych autorow. Synte-
tyczny opis roznych sformutowan, takze
swojego autorstwa, podat Pian (1995)
— rysunek 8. Mozna wykaza¢, ze niekto-
re sformulowania mieszane sa rowno-
wazne modelom przemieszczeniowym
z zastosowaniem ,trikOw numery-
cznych”, takich jak np. catkowanie zredu-
kowane.

Podsumowanie

Pomimo 50-letnich wysitkoéw bada-
czy z calego §wiata ,,najlepszy” powlo-
kowy element skonczony nie zostat do-
tad opracowany.

Tysiace publikacji w obszarze sfor-
mulowan MES w teoriach ptyt i powtok
mozna klasyfikowac¢ i analizowaé w roz-
ny sposob. Wymienmy na koniec kilka
ciekawych i trudnych zagadnien:

— modele MES dla powlok cienkich
versus sformutowania w teoriach po-
wlok o $redniej grubosci (klasy cia-
glosci C-01C-1),

— problemy obliczeniowe w analizie nie-
liniowej geometrycznie i fizycznie,

— powloki kompozytowe, warstwowe
1 sandwiczowe,

— problem 6. (katowego) stopnia swo-
body w elementach powlokowych,

— koncepcja fizycznych funkcji ksztat-
tu w analizie MES ptyt i powtok.

Rozwazania o metodzie elementéw skoriczonych
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Streszczenie

Rozwazania o metodzie elementow
skonczonych. Budowa elementéw skon-
czonych cienkich, $redniej grubosci i gru-
bych ptyt i powlok stanowi obszar aktyw-
nych badan naukowcow od ponad 50 lat.
Zaowocowalo to setkami prac i publikacji.
W systemach MES istnieje bardzo wiele ele-
mentow plytowych lub powtokowych, lecz
,»Nnajlepszy” element powlokowy nadal czeka
na swojego odkrywce. Praca stanowi spoj-
rzenie historyczne na rozwazany problem od
wczesnych lat 60. minionego wieku do dnia
dzisiejszego.

Summary

Some considerations on the finite ele-
ment method. Development of finite ele-
ments for thin, moderately thick as well as
thick plates and shells is one of the active
areas of the finite element technology for
50 years, followed by hundreds of publica-
tions. A variety of plate and shell elements
exist in FE programmes, but “the best” finite
element is still to be discovered. The work
deals with a historical view into the subject
from the first papers in early sixties of the
last century until now.
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