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Wstep

Jedrysiak (2014) rozpatrzyt drgania wilasne pasma przy zastosowaniu mode-
lowania tolerancyjnego. Zatozyl, ze sztywnos¢ pasma nie zalezy od zmiennej y
(rys. 1). Bazujac na réwnaniu rézniczkowym pasma ptytowego o zmiennej sztyw-
nosci i masie wzgledem osi x, przy uwzglednieniu wptywu bezwladnosci obrotowe;,
wyznaczyl czgstosci drgan wiasnych.
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RYSUNEK 1. Pasmo ptytowe z mikrostruktura
FIGURE 1. Plate band with micro-structure

*Z uwagi na rozbudowane wzory artykut ztozono jednotamowo.
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Wierzbicki i inni (2014, s. 253) podaja nastepujace stwierdzenie dotyczace mo-
delowania tolerancyjnego: ,,Ta zaleta modelowania tolerancyjnego zaowocowata
opisem i rozwigzaniem wielu probleméw mechaniki osrodkéw niejednorodnych.
Niestety, uzyskujemy tu rozwiazania przyblizone, dla ktérych nie dysponujemy
efektywnymi metodami oceny doktadnosci otrzymywanych rozwiazan”.

W przypadku zagadnienia przedstawionego przez Jedrysiaka (2014) mozna uzy-
ska¢ rozwiazanie $ciste badz formalnie $ciste w ramach teorii ptyt cienkich.

Czastkowe rownanie rozniczkowe drgan plyty, w przypadku niezaleznosci
sztywnosci, gestosci 1 warunkoéw brzegowych od zmiennej y i braku sit wymuszaja-
cych drgania, mozna przedstawi¢ w postaci (Jemielita, 2001, s. 307).
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gdzie: k
p — gestos¢ materiatu [_g}
m

E(x)h’

D —sztywno$¢ plyty, D = ——————.
12(1=v*(x))

Formalnie $ciste rozwigzanie rownania rézniczkowego (1) o dowolnie zmien-
nych wspotczynnikach, opisujacego problem drgan wiasnych pasma, mozna uzy-
skaé¢ za pomoca szeregdw Fouriera funkcji wtasnych (Jemielita, 2011).

W tej pracy pokazemy mozliwos¢ uzyskania $cistego rozwiazania zagadnienia
przedstawionego w pracy Jedrysiaka (2014), korzystajac z metod mechaniki budow-
li. W tym celu zauwazmy, ze problem drgan wlasnych takiego pasma sprowadza sig
do znalezienia drgan wlasnych belki Bernoullego z poprawka Rayleigh o zmiennych
skokowo sztywnosci i masie.

Celem pracy jest $ciste wyznaczenie drgan wtasnych cienkiego pasma ptytowe-
go o mikrostrukturze pokazanej na rysunku 1.

Podstawowe zalozenia
Rozpatrzmy pasmo ptytowe Kirchhoffa o danej szerokosci (L) 1 statej grubosci

(h), o mikrostrukturze pokazanej na rysunku 1.
Pasmo wzdtuz zmiennej x; sktada si¢ z N komorek o statej dtugosci (/), rowne;j

1= 2)
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Kazda komorka jest ztozona z trzech czg$ci, dwoch materialow o sztywnos$ciach
D, D, i masach na jednostke powierzchni py, p, (rys. 2), przy czym

D=D= ER  ER

vy =r,p>0,7r20

gdzie:

1 — dowolna dodatnia liczba rzeczywista wigksza od zera,

r — dowolna dodatnia liczba rzeczywista wigksza badz réwna zeru,
u — masa na jednostke szerokosci pasma [kg/m].
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RYSUNEK 2. Wymiary komorki
FIGURE 2. Dimensions of a cell

Widoczne jest, ze przyjmujemy mozliwo$¢ rozpatrywania bezmasowej czgsci
srodkowej komorki. Diugosci czgsci sktadowych komorki o numerze £ wyznaczamy
Ze WZOorow

h=8&l hL=&l
w ktérych oznaczono

1, k-1 k-1 L
=1 S = k=1,2,3, N, =2+ ==
¢ 2( N—J 2N PN

Komorke pasma mozna traktowaé jak element preta o przekroju F=h x b,
b=1m. W celuuzyskania drgan wtasnych pasma nalezy wyznaczy¢ macierz sztyw-
nos$ci (wzory transformacyjne) typowego elementu (komorki) pretowego o dtugosci
=21 + 1.
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Wzory transformacyjne elementu pasma

Komorke obustronnie utwierdzonego pasma mozemy traktowac jako utwierdzo-
. L. L . -
ny pret, o kolejnym numerze &, dtugosci [ = & o zmiennych skokowo sztywnosci

1 masie na jednostke dtugosci preta (komorki), ktorego (ktoérej) podpory doznaja
amplitud przemieszczen (obrotow i przesuni¢¢): @1, O, Wi_1, Wi (rys. 3).

RYSUNEK 3. Model komérki periodycznosci zgodny z oznaczeniami stosowanymi w metodzie prze-
mieszczen
FIGURE 3. Model of a periodic cell complying with the denotations used in the displacement method

Rozpatrzmy pret o zmiennych masie 1 sztywnosci (rys. 3). Wzory transforma-
cyjne na amplitudy momentow: @, oF, 03, 03, i amplitudy sit przyweztowych:
Wi, W, Wi, W5 , zaleza od parametrow

A =84, A = s‘zﬂ‘\‘ﬁ
n
gdzie

A= He” 3)
D

a o jest poszukiwang czgstoscia drgan wiasnych.

Uktad réwnan réwnowagi na amplitudy momentow i sit przyweztowych zapi-
szemy w postaci

O +0f = 0,03 +03 = 0, W + I =0, W5 + W5 =0 4)

w ktorej
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przy czym katy obrotu y sa zdefiniowane nastepujaco

-M " = Wk-1 - Yk
V1 I,WZ / > Wi—1 / > Wi /

a odpowiednie funkcje okreslone sa wzorami (i = 1, 2):

_ A;(chA;sinA; — cosA;shi,;) A;(shA; —sinA;) 0, — A7 (shA;sinA;)

o = > Pi = >, 9 =
1 — chA;cosA; b 1 — chA;cosA; 1 — chA;cosA;
~_ Af(chh; —cosk;) _ A}(chA;sini; + shk,cosh;) .- A3 (shh, + sink;)
- chh;cosh; Vi = 1 — ch\; cos; - chA; cosA;
)
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Podane funkcje dotycza preta drgajacego z pominigciem poprawki Rayleigh.
Dalszy tok rozumowania nie zalezy od uwzglednienia czy tez pominigcia bezwtad-

nosci obrotowej. W przypadku uwzglednienia bezwtadnos$ci obrotowej funkcje (5)
beda mialy inng postac.

Uktad réwnan (4) zapiszemy w postaci macierzowej
Rf+Ry =0

w ktorej macierz sztywnosci i macierz momentow wyjsciowych zapisujemy
W postaci

Bi 8
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k_|NM2 T2 N3 s & & 2
RF = Ko = f =
3 h3 133 I d Oy + € " Vi
| > Pr-1 + FWi-1
N4 T4 T34 Tag 2 : 15
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2 Pk — FVk
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ny=m =+ » N2 = N3 =5 N4 =~
&1 E,»Z &2 &2 1 2
Yi |, M2 ne;
13 = N4, 4 = —N3, 133 =744 =+ 57,134 = =5
& 2 &

Rozwiazaniem uktadu réwnan (4) sa przemieszczenia @, @2, Y1, V2 zalezne od
przemieszczen weztdw k — 11k, tj. od Oi—1, Or» Wi-1, Vi nastepujaco

O = 4@ + (n = DB + G + (n = DDy

0y = Q-1 —(n = DDy + 49, — (n = 1)Byy

A C
Y = =21 + Byypoy + —2—@; + Dy
n-1 n-—1

C A
Wy = ——2—@ 1 + Dyys_y — ——@;Bay;
n-1 n-1
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Wspotczynniki 4;... D, macierzy odwrotnej (Kk) 1 dla danego elementu (ko-
morki) o numerze k zaleza od parametrow: k, N, n, r. Posta¢ tych wspotczynni-
koéw jest dos¢ skomplikowana (kazdy z nich zajmuje ok. jednej strony formatu A4)
i niezbyt fatwa do wyznaczenia numerycznie, dlatego wzory tych wspotczynnikow
zostang w pracy pominigte.

Majac przemieszczenia f, sily przyweztowe dowolnego elementu wyznaczymy
Ze WZorow

k V1
= o + + 6 £ -3
Or-1 §1 { 19k—1 + P11 + 6 él 1‘&1}
of = o, |:Bl([)2 + oy, + 51 &1 uéj
D Wi g
Wk, = [6 L+ 80 + —g }
k-1 (E_,ll)z 1Pk-1 + 0191 T 71 El £
D
Wl = - {51(92 + 0,0 + 81— -V Wk} (6)
&) & &

Szczegbdlnego potraktowania wymagaja pierwszy i ostatni element, tj. dla k=1

1k=N.Przy k=1 spelnione sa réwnosci &; = ﬁ, &, =0,przyk=Nzas &, =0,

& = i Pierwsza komorka ma stata sztywno$¢ D 1 mase |, ostatnia za$ — stata
N

sztywnos¢ D, = nD imasg W, = ri. W zaleznos$ci od podparcia pasma wzory trans-
formacyjne dla pierwszej i ostatniej komorki podat Hetmanski (2004, s. 84-85).

Macierz sztywnosci elementu (komorki). Macierz sztywnosci pasma

Wzory (6), po podstawieniu wyznaczonych przemieszczen @;, ¢a, 1, o zapi-
szemy w postaci

Ly kmﬁj

D _
0f_1 = T(kllq’k—l + kio®r + ki3 Yk 5

D
of = ; (kZI(Pk 1+ k@i + k23WT + ko4 Wzkj
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D
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lub w postaci macierzowej
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Ostatecznie mozemy zapisac nastgpujacy wzor
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KX — macierz sztywnosci k-tego elementu,
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D D»d B 0 1
ki3 = —(n— 1)—1[31 + L kg = —(n - 1)—181 - —1 + Bydy 5
48 (2¢) 48 (28) (2&))
ko1 = ki, koo = k11, koz = —ky4
Cid CHe 2 A0 0 A>e 2
pa =k, gy = S0 O e = 1B 6 e

(28)°  n-1(28) Q&) (&) n-1@g)y

D\ Dse B 1
k33 = (n—1) 112— 213,k34=—(n—1) 112"' Yl3—32€1 3
2(28)"  (28) 2(28)"  (28) (2&))
ka1= ~k3p, kap = —k31, ka3 = k34, kaa = k33 (7)

Mozna tatwo wykazaé, ze k3| = ki3 1 k3 = k14, @ wigc macierz sztywnosci elementu
jest symetryczna.

lmit.—l b
0 1 2 3ov k-1 k k+t1! ' N-3 N-2 N-1 N
/ i [ / . / i /

RYSUNEK 4. Schematyczny przekr6j pasma ptytowego
FIGURE 4. Schematic section of a plate band
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Na rysunku 4 schematycznie przedstawiono przekrdj pasma z dowolng liczba
komorek (). Niewiadomymi wielkosciami sg uogdlnione przemieszczenia weziow
(Qx>wy lub @, yi = wy/l). Dla dowolnego wezta k (1 < k£ < N — 1) mozemy uto-
zy¢ dwa rownania rOwnowagi

of vk =0, wF+ Wk =0, 1<k<N-1

ktére zawieraja sze$¢ nieznanych uogdlnionych przemieszczen: ¢ 1, Vi 1, Op Vi
Qr+1> Vir1- Lacznie otrzymujemy uktad 2(N — 1) rownan o 2(N — 1) niewiadomych.
Uktad ten zapiszemy w postaci

Ko=0

gdzie:

K — macierz sztywnosci pasma o elementach bedacych funkcja poszukiwanej warto-
scid, dmK=2(N-1)x2(N-1),

¢ — jednokolumnowa macierz uogdlnionych przemieszczen, dim ¢ =2(N — 1) x 1.
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Ponizej przedstawiono strukture macierzy K i ¢ (komoérki niewypelnione sa rowne 0).

a’ |by ¢’ |dy (o1 ]|
b, |a |b, d;|c |dy 0
b, |a |b; d;|c |dy 03
by ... |... di[... ...
... by v oo |da
b |a |b, d [c |d Pr-3
b, |a |b, dylc|dy On-2
b, [a” d; |c” | PN
K= |¢’ |f, g’ |h, ¢ 7
file | hy (g |h W)
fi e | hy (g |h w3
fi|...]... h|...]...
b vl |y
fi e |f h |g |h V-3
fi|e | B h g [hy V-2
fi e h; |g” LWN-1 |

Macierz K sklada sig z czterech podmacierzy o strukturze pasmowej. Poszczegolne
wyrazy sa rowne:

Y G L G 1 1 .
a = k) 4 k0D = Sep(D) + K2, a»= N0 (runD) + K

D = kD, b = gD D 2 D 4 f D)o —iep (Luw.D) + k{7
o= %nek (LrunD) + kl(iv—l)’ dl(i) _ —kl(?, déi) - kl(§+1), o) = k3(’2) " k3(g+l)

1 1 _ . .
&= =0, (LILD) + k), €= B (LrunD) + k5, £ = k)
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. . : : : 1
9 < 0 <k, o= Lyt D
g"= %vwk @runD) + KV, hD = k00 = gD

gdzie indeks gormy w wyrazach a—h oznacza numer wiersza podmacierzy, a w wy-
razach k£ — numer komorki (elementu) pasma (a wigc np. wyraz f| w trzecim wierszu
podmacierzy K wymaga wzigcia wyrazu k3, dla komorki 3, a wyraz f, — wyrazu k3,
dla komorki 4). Wyrazy k dane sa wzorami (7).

Poniewaz k3| = ki3 1 k3p = k4, Wigc f] =d; 1 e = ¢, a zatem macierz sztywnosci
pasma jest symetryczna.

Wyrazy: a’, a”, c’, ¢, e’, e’, g, g, sa konsekwencja akapitu zawartego pod
wzorami (6). W zaleznosci od sposobu podparcia wspofczynniki: o, 0,, vp, oy, 6y,
Yr W nich zawarte moga by¢ rowne a, 0, y dla utwierdzenia, o’, 6°, y* dla podparcia
swobodnego, a”’, 8, v dla brzegu swobodnego (wzory — patrz Hetmanski 2004,
s. 84-85).

Wyznaczenie przyblizonych wartosci czestosci

Z warunku DefK = 0 dla danych N, n, » mozemy wyznaczy¢ kolejne wartosci A,
a nastepnie ze wzoru (3) wartosci czestosci drgan wlasnych. Polega to oczywiscie na
przedstawieniu zaleznosci funkcyjnej DetK(\) 1 wyznaczeniu jej miejsc zerowych.
Poniewaz macierz K ma ogélnie duze rozmiary, jej wyrazy zaleza w bardzo ztozony
sposob od funkcji danych wzorem (5), a dodatkowo funkcje te — od wielkosci A,
wigc taka zalezno$¢ funkcyjna bedzie niestychanie ztozona, a jej policzenie moze
zajac¢ bardzo duzo czasu nawet komputerom z wydajnym procesorem (a prawdo-
podobnie zostanie przerwane z powodu calkowitego zajgcia pamigci operacyjnej).
Dlatego najlepiej jest dla danych parametrow 1, 7 i N przyja¢ startowa warto$¢ A
i przy danym kroku zwigkszania wartoéci startowej, po zmianie znaku wartosci
wyznacznika, zastosowa¢ metode bisekcji do znalezienia wartosci takiej Ay, ze jest
spetniony warunek DetK(2;) ~ 0.

Jako przyktad wykonano obliczenia dla plyty 6-komoérkowej, obustronnie
utwierdzonej, dla ktérej wybrano n =5 i r =4 (warto$ci zblizone dla wlasciwo-
sci dobrego betonu i stali: £j, ~ 40 000 MPa, E, ~ 200 000 MPa, p, ~ 2000 kg/m>,
ps = 8000 kg/mS). Dla kolejnych wartosci A =[0,01; 0,1; 0,2 ... 0,9; 1] otrzymano
wartosci DetK(\), pokazane na wykresie (rys. 5).

Na podstawie takiego wykresu mozna oszacowa¢ z duza dokladnoscia, ze
DetK =0 dla A =0,75555. Nalezy pamigta¢, ze dla A =0 w celu policzenia wy-
znacznika powinno stosowac sig przejscia graniczne dla funkcji (5).

W podobny sposdb mozna tez przeprowadzi¢ kontrole poprawnosci przedsta-
wionych w niniejszej pracy obliczen. Jesli zatozymy, ze ptyta jest jednorodna, czyli
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RYSUNEK 5. Warto$ci wyznacznika DefK(\)
FIGURE 5. Values of the determinant DefK (L)

n=11ir=1, to powinnis$my otrzyma¢ warto$ci A odpowiadajace jednorodnemu pa-
smu ptytowemu. Na przyktad, zaktadajac N = 8, otrzymamy wykresy analogiczne
do tego z rysunku 5, zalezne od podparcia. Otrzymano nastepujace wartosci A:

— dla pasma ptytowego obustronnie utwierdzonego A; = 0,59125, A, = 0,98165;
— dla pasma ptytowego obustronnie przegubowo podpartego A; = 0,39270,

Ay =0,78540;

— dla pasma ptytowego utwierdzonego z jednej strony, a przegubowo podpartego

z drugiej A; = 0,490825, A, = 0,88357;

— dla pasma ptytowego utwierdzonego z jednej strony, a swobodnego z drugiej

A1 =10,23439, A, = 0,58677.

Z teorii drgan uktadéw prgtowych wiadomo, ze dla belki obustronnie utwier-
dzonej dwa pierwsze wspotczynniki A wynosza 4,73 1 7,853, dla belki obustronnie
podpartej swobodnie — 7 i 27, dla belki utwierdzonej z jednej strony, a swobodnie
podpartej z drugiej — 3,927 1 7,069, a dla belki wspornikowej — 1,875 14,694. Otrzy-
mane wartosci A dla jednorodnych plyt 8-komorkowych sa zatem doktadnie 8 razy
mniejsze niz wartosci dla belek potraktowanych jak struktura ztozona z jednej ko-
morki, bo przyjeta we wzorze (3) dtugosé (/) dotyczy pojedynczej komorki. Swiad-
czy to o poprawnos$ci opisanego modelu.

Ponizej zbadano zaleznos$¢ pierwszej wartosci czestosci drgan wlasnych (o) od
liczby komorek (N), wspotczynnika zmiany sztywnosci (1) 1 wspotczynnika zmiany
masy (7). W kazdym przypadku czesto$¢ drgan pasma wyznaczamy ze wzoru — patrz
wzory (2) 1 (3).

A2N? [D
0=—[|—
 \u
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RYSUNEK 6. Zaleznosé A’N*(r,n) dla
N=17
FIGURE 6. Function A>N*(r, ) for N=7

RYSUNEK 7. Zaleznos¢ A*N*(N, n) dla
r=3
FIGURE 7. Function A>N*(N, 0) for r= 3

RYSUNEK 8. Zalezno$é¢ A>N*(N, r)
dlan=3
FIGURE 8. Function A>N3(N, r) for n=3
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Przy danych D, L, p zmienno$¢ pierwszej wartosci czestosci drgan wlasnych
mozna badaé jako zmienno$é iloczynu A*N?. Rysunek 6 przedstawia zaleznosé
ANA(r, 1) dla N = const = 7, rysunek 7 — zaleznos¢ ANA(N, 1) dlar = const = 3, za$
rysunek 8 — zaleznos¢ ANA(N, r) dla 1 = const = 3.

Whioski

Przedstawiony sposob rozwiazania zagadnienia drgan mikroniejednorodnego
pasma ptytowego pozwala na stosunkowo szybkie otrzymanie, z zadana doktadno-
$Scia, wartosci czgstosci drgan przy dowolnej zmianie parametrow (r, 1) charaktery-
zujacych poszczegolne komorki o danej dlugosci (/) kazda.

Na rysunku 6 widoczne jest, ze wraz ze wzrostem masy jednostkowej wtracenia
w stosunku do masy jednostkowej osnowy (wzrost 7) czgsto$¢ drgan wtasnych maleje,
a wraz ze wzrostem sztywnosci wtracenia, w stosunku do sztywno$ci osnowy
(wzrost 1), czgstos¢ drgan wilasnych rosnie.

W przypadku zmiany liczby komoérek (V) 1 zmiany sztywnos$ci wtracenia (1),
przy danym rozktadzie masy (rys. 7), wraz ze wzrostem liczby komorek (V) zmiana
warto$ci czgstosci jest nieznaczna, za$ ro$nie przy wzroscie sztywnosci wtracenia.

Przy danym rozktadzie sztywno$ci w komorce, a zmianie liczby komorek (N)
1 zmianie masy jej czgsci srodkowej (wtracenie), mozna zaobserwowac (rys. 8) spa-
dek czgstosci drgah wraz ze wzrostem masy czgsci Srodkowej, za$ przy wzroscie
liczby komoérek (V) zmiana wartosci czgstosci jest nieznaczna.

Powyzsze wnioski sa zgodne z intuicjq inzynierska, co §wiadczy o poprawnosci
utozonego programu obliczen.
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Streszczenie

Drgania wlasne mikroniejednorodnego pasma plytowego. W pracy przedstawiono
sposob obliczania czgstosci drgan wlasnych mikroniejednorodnego pasma ptytowego. Spo-
sob ten opiera si¢ na metodzie przemieszczen — jednej z klasycznych metod mechaniki bu-
dowli — i jest alternatywny w stosunku do technik homogenizacji. Przedstawiono rowniez
wyniki obliczen uzyskane tym sposobem. Wyniki te sa zgodne z intuicja inzynierska, co
$wiadczy o poprawnosci utozonego programu obliczen.

Summary

Free vibrations of micro-non-homogeneous plate band. The paper presents a pro-
cedure of calculation of natural frequencies of a micro-non-homogeneous plate band. The
procedure bases on the displacement method — one of the classical methods of mechanics of
constructions — and is alternative to the homogenization techniques. There were also present-
ed the results of calculation obtained with this procedure. These results are consistent with
the engineer’s intuition, what confirms that the calculation program is completed properly.
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