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OCENA WPLYWU ROZKLADU ZAKEOCE N
STANU NA DOKLADNO SC ESTYMACJI
WYBRANYCH ALGORYTMOW NIELINIOWEJ
FILTRACJI W SYSTEMACH
POZYCJONUJACYCH

Streszczenie
W artykule opisane zostaly algorytmy filtracji imébwej (rozszerzona Kalmana, BkeEmlowa
Kalmana, czstkowa, czstkowa wykorzystyga filtracje rozszerzom Kalmana oraz befadowa
filtracja czstkowa) stosowane w systemach pozycimyah. Zaprezentowane zostaty wyniki bada
symulacyjnych poréwnggych jak@é estymacji analizowanych rodzajow filtrow nielinipsi
dla ré&nych nieliniowdci oraz rozktadow prawdopodobistwa zakldéceé stanu: Gaussa, Rayleigha,
Studenta, i Gamma.

WSTEP

Do estymacja poteenia w systemach pozycjagaych z algorytmami nieliniowej filtraciji
stosuje si rozszerzony filtr Kalmana EKFEktended Kalman Filt@r W filtrze tym dowolny
rozklad prawdopodobfstwa zakiocé wektora stanu i odpowiednio ich egjas¢
sa aproksymowane przez zmienne losowe o rozkladzies§za Takie pod@ie gwarantuje
jednak mai precyzg estymacji poteenia [1, 4-8]. Bedadowy filtr Kalmana UKF
(Unscented Kalman Filtgr nie aproksymuje nieliniowych proceséw lecz apyoksje
rozktady zmiennych losowych standw. Rozktady omswgaussowska zmienna losowa
okreslona przez wzone punkty sigma, charakteryzog prawdzivg wartags¢ sredni
i kowariancg zmiennej losowej [2-4, 8]. Kolejnstrategy rozwiazania problemu filtraciji
nieliniowej jest uycie sekwencyjnych metod Monte Carlo [1]. Jestilteatja castkowa PF
(Particle Filtering) wykorzystupca sekwencyjne prébkowanie istofnb— odwzorowanie
duzej liczby punktéw (castek) i zwazanych z nimi wag zggtasci prawdopodobigstwa.

W artykule badano doktadéd estymacji poteenia dla trzech filtrow: rozszerzonego
filtru Kalmana EKF i bedadowego filtru Kalmana UKF oraz filtru ggtkowego PF.

1. IDEA FILTRACJI KALMANA

Kazdy proces filtracji mena rozwaa¢ jako problem sekwencyjnej estymacji stanow
systemu na podstawie obserwacji, ktoee zalezne bezpérednio od standw aktualnych,
a pagrednio od poprzednich. Po drugie, stanzipg jest zaleny od standw poprzednich.
Te uwarunkowania przedstawig sv postaci dwéch modeli stanu i obserwaciji [1,,23]6
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Xy = f(Xk—l'uk—liwk—l)' Z, = h(Xk’uk’Vk)' 1)

gdzie: wektorx jest aktualnym stanem, wektag stanowi obserwacjajx stanowi znane
wejscie, wektorywy i v sa odpowiednio zaktoceniami stanu i pomiarow.

Jeli model stanu i model obserwacija $iniowe, wowczas minimalny bél estymatora
stanu mae by zapewniony przez kowariancyjny filtr Kalmana [ innym przypadku,
tj. nieliniowej filtracji, zalecanym rozwrzaniem jest zastosowanie rozszerzonego filtru
Kalmana (EKF —Extended Kalmgn Jednake filtr ten jest wiarygodny tylko w przypadku
systeméw prawie liniowych. Ograniczenia te zostglyminite poprzez zastosowanie
przeksztatcenia béladowego, na bazie ktérego opracowancslaelowy filtr Klamana (UKF
— Unscented Kalman Filtg(1, 3, 8].

Ogolnie proces filtracji Kalmana [1, 4] sktada¢c st dwoch etapdw: przewidywania
i korekcji. Stan uktadu jest przewidywany z wykasigniem bieacych pomiaroéw, natomiast
podczas drugiego etapu jest on korygowany wjealznodelu obserwacji. Przewidywanie,
czyli okreslanie stanwa priori x'(t), odbywa s bez uwzgidnienia szumow

dx " (t)/dt = F(t)x (t) . (2)

Po rozwingciu wektora stanu w szereg Taylora otrzymuje zaleznos¢, ktéra jest
liniowa kombinacy X(to) [2]

X (1) = (1) x (L) (3)

gdzied(tp) jest macierz stanu o wymiarze x n charakteryzujca dynamile wektora stanu.
Przewidywany wektor stanu oraz przewidywana madi@mariancji bédow filtracji w
czasietk opisane g nastpujacymi zalenaosciami:
X (t) =@(t_y) X (t) s P (L) =@(t ) Pty) Dt )" +Q. (4)

W drugim etapie filtracji Kalmana zwanym korekcjagktor stanu jest korygowany
poprzez obserwacje w czasie

X (t) =X (t) + AX(L) (5)

gdzie x'(t) jest wartécia a posteriori (korygowan po aktualizacji), a macierz kowariancji
btedow filtracji przyjmuje wtedy posta

P*(t,) =P (t,) + AP(t,) - (6)

Kryterium  optymalnéci filtru Kalmana jest minimalna waré biedu
sredniokwadratowego [1-3]

AP(t,) = E[Ax(t)Ax()] (7)

Na podstawie twierdzenia Kalmana [1 ,4, 7] ocengroplna jest opisana zal®oscia
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X" (t) =X () +K (t)[z(t) -2 (t,)], (8)

gdzie:z (t) = H(ty) X (tx), K(t) jest macierz wzmocnié Kalmana o wymiarachnx m,
a r&nicaz(ty) - z (ts) jest procesem innowacji.

Macierz wzmocnig Kalmana, minimalizujca bkdy estymacjisredniokwadratowej, ma
posta&

K(t) =P (t) H(t)T[H) P ) HE)T+Re[ )

Majac dane wzmocnienie Kalmana #ma oblicz¢ macierz kowariancji optymalnej
estymaciji(a posterior)

P* (t,) =P (t,) - K () H(t) P (t,) =P ()1 - K (t) H(t,)] - (10)

1.1 Rozszerzony Filtr Kalmana

Dla rozszerzonego filtru Kalmana (EKF) rozktad pdapodobiéstwa wektora stanu
i wszystkie odpowiednie ¢gtasci zaklocé sa aproksymowane przez zmienne losowe
o rozkladzie Gaussa, a ngstie przenoszone przez zlinearyzowany system roglin
Postpowanie takie mze powodowa dwe bkdy przy wyznaczaniu warkoi sredniej
I kowariancji przeksztatconej gaussowskiej zmientegowej. Mae wiec prowadzt do
dziatania nieoptymalnego lub nawet rozmesci filtru [2, 5].

W trakcie przewidywania algorytm EKF wymaga wyzrexwa nieliniowego wektora
stanu dyskretnego systemu dynamicznego

ol = f(x; ). (11)

Uzywajac tylko liniowych cztonow rozwingcia nieliniowej funkcjif w szereg Taylora
mozna przedstawimacierz stanu jako

F :af (X%X y (12)
Nastpnie naley obliczy¢ macierz kowariancji Row filtracji Py
P =®,,P @ + [Q(t)dt. (12)

1

Na etapie korekcji zywajac tylko liniowych cztonow rozwinicia w szereg Taylora
nieliniowej funkcjih mazna przedstawimacierz pomiarowjako

Hk - 6h(x%x y (14)
Macierz ta jest wykorzystywana do opisu pomiariepiglywanego
z, = h(x;) (15)
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1.2 Be#ladowy Filtr Kalmana

Algorytm beZladowe] filtracji Kalmana (UKF) zostat opracowany powodu
niewystarczajcej efektywndci filtru EKF, ktorego dokiadn& opisup jedynie wyrazy
pierwszego rgdu rozwingcia w szereg Taylora. Algorytm UKF nie aproksymuje
nieliniowych procesow, lecz aproksymuje rozktadyiemych losowych stanéw. W tym
przypadku rozklad opisuje gaussowska zmienna losdid@aa jest okrdana za pomagc
minimalnego zbioru deterministycznie wybranychzamych punktow sigma. Dla kdej
nieliniowaosci punkty te opisu prawdzivwg wartcs¢ sredni i kowariancg zmiennej losowej z
doktadndcia do wyrazow drugiego exlu rozwinkcia w szereg Taylora. Istpalgorytmu jest
przeksztalcenie bélmdowe, ktére przeksztatca zbidr punktow sigma przeelinions
funkcje. Na podstawie tych punktow obliczane &h parametry statystyczne, a na ich
podstawie estymaty przeksztaticonej weetdredniej i kowariancji [3].

1.3 Filtr czastkowy

Filtry Kalmana g optymalne jedynie dla gaussowskiej aproksymadatego warto
zwrocikk uwag: na inny rodzaj filtracji — filtrag czastkowa [1, 5-6], ktGra nie wymaga
spetnienia tego zatenia. Filtry castkowe (PF —Particie Filtery wykonup sekwencyja
estymaa; Monte Carlo (SMC) opagt na sekwencyjnym prébkowaniu istofeg czyli
odwzorowaniu dgej liczby punktow (czstek) izwhzanych z nimi wag z ¢tdici
prawdopodobigstwa [8]. Od lat szZédziesatych trwaty badania nad tymi metodami, jednak
bylty one niedoceniane. Powodem tego byly matelmwosci obliczeniowe a tate fakt, ze
sekwencyjne probkowanie isto§wd pogarsza si wraz z uptywem czasu. Giéwnym
powodem szerszego rozwoju SMC byto wprowadzenie tpianggo probkowania [1],
co w pohkczeniu z lepszymi nuiwosciami obliczeniowymi spowodowatoze filtry
czastkowe staly i uzyteczne.

2. BADANIA SYMULACYJINE

Badania mialy na celu poréwnanie dokfaglrioestymacji i czasu wykonywania
nieliniowych algorytméw: rozszerzonego i Kemlowego filtru Kalmana oraz filtru
czastkowego. Badania przeprowadzono dla obserwacji iezapce] rane stopnie
nieliniowosci. Model stanu, jednakowy dla wszystkich obserwabjyt zakiécany
addytywnym wektoremvy, posiadat posta[6, 8]

X, =1+sin(wrk)+ 050X, _, +w,, (16)

Wektor pomiarowy opisany byt napujacymi zalenosciami dla trzech przedziatdw
czasu

O,2(xk5 +xk2) +v, dlak <30
z,=1 05x2+v,dla30<k<60 , (17)
05x, —2+v, dla60<k <90

Do bada przyjeto nast¢pujace dane pocikowe: w= 0,4, szumvg o parametrach(0, 5)
oraz szumwy o ranych rozktadach prawdopodohswa. W begladowym filtrze Kalmana
zatazono wartdci parametréow skalagych: o =1, x=1 i =0 [3]. W estymacji wektora
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stanu filtr castkowy badano dlaN =200 castek. Algorytmy zostaty zrealizowane
w srodowisku Matlab dla 90 krokéw czasowych i byly garwane sto razy.

3.1 Wyniki badan dla zaktocar stanu o rozktadzie Gaussa

W badaniach wykorzystano bialy szum gaussowski carpatrachu =0 i ¢°=3.
Potwierdzity one przewagbezladowego filtru Kalmana nad filtrem rozszerzonyms(rl).
Pokazaly take, ze filtr czastkowy nie poprawia istotnie doktadiwd w poréwnaniu do
filtracji bezladowej. Natomiast jego obliczenia Bardzo czasochtonne i stanawnniej niz
1% czasu wykonywania algorytmu EKF i tylko 4 % arasealizacji algorytmu UKF. Na
rysunek 1 przedstawiono, oddzielnie dla trzech iaoaknych funkcji pomiarowych,
wartasci bledow sredniokwadratowych MSE. Dla silnych nielinioyed — funkcja z patga
pie¢ — rozszerzony filtr Kalmana estymuje wektor stamajgorzej, a najlepiej czyni to filtr
czastkowy. W przypadku zmniejszenia stopnia nieliniéevdiltry UKF | PF zachowuj sie
podobnie, natomiast filtr EKF poprawit jadoswego dziatania o #d wielkasci. Dla liniowej
funkcji pomiarowej badane filtry zachowiugie identycznie.

10°

PP m Warto$¢ MSE  m Czas [s]
= EKF

= UKF 10

I I
N . ‘ ‘
E u PF
10° ]
0,1

10"

MSE

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0,01
Kroki

Rys. 1.Zestawienie whasrigi filtrow dla szumu o rozktadzie Gauss® £ 3)

3.2 Wyniki badan dla zaktocar stanu o rozktadzie Rayleigh’a

W kolejnym wariancie zastosowano szum o rozkladRagleigh’a o parametrze skali
b=2 czyli: ©=2,5066 i*=1,7168. Dla tego niegaussowskiego szumu (ryswigle
wyraznie, ze oba filtry Kalmana przestajdziata prawidiowo osigajpc znaczne wartei
btedow MSE. Warté¢ bledu MSE dla algorytmu filtru estkowego jest dio mniejsza
(nawet dwa redy wielkasci). Jednake czas jego realizacji jest 100-krotnie zdimy niz dla
filtru UKF i 400-krotnie dhiszy niz dla filtru EKF. Wraz ze zmniejszaniemg sivartcci
potegi funkcji pomiarowej poprawiaj sic 0 rzad wielkasci wartcgci btedow MSE dla
wszystkich filtrow. Badane filtry UKF i PF pogar$zaefektywndé estymaciji dla liniowej
funkcji pomiarowej, a filtr rozszerzony poprawigara nieakceptowalnym poziomie.

4
10 T T T T T T T T

PF s
E ®m Warto$¢ MSE  m Czas [s]
= UKF 100

10

10° — .
|
10 - 1 -
E u PF
o
10 1 0,1
4
10

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0,01
Kroki 4

w
a
=

3
10

Rys. 2.Zestawienie whasrsai filtrow dla szumu o rozktadzie Rayleigh’a (b ¥ 2
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3.3 Wyniki badan dla zaklocar stanu o rozktadzie Studenta

Do oceny efektywni filtracji wykorzystano take szum o rozkladzie Studenta @qiu
stopniach swobodyu= 5) czyli o parametractu = 0 io® = 5/3. Generalnie dla tego typu
szumu dziatanie filtréw jest podobne jak dla szummozktadzie Gaussa. Dla drugiej i trzeciej
funkcji pomiarowej ranice pomédzy doktadnécia poszczegolnych filtrow asniewielkie.
Natomiast znacznie wzrost czas oblicae przypadku filtru castkowego (a do kilkunastu
sekund). Filtry Kalmana potrzelaupa wykonanie algorytméw paotgj 0,1 sekundy (oznacza
to, ze filtr UKF jest ponad 200 razy szybszy, a EKF0 razy ni filtr PF). Dla liniowej
funkcji pomiarowej widd, ze wyniki estymacji otrzymywane dla filtrow Kalmandiltru
czastkowego § poréwnywalne. Przy silnych nieliniowciach wid& przewag filtru
czastkowego i pogorszenie efektywdwd estymacji dla pozostatych (szczegolnie
rozszerzonego).

W Wartos¢ MSE  m Czas [s]

1000

PF
— EKF
— UKF

MSE

100

=
Ou

N I
1 Y
u PF

10° 4
El
0,1

el
10

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0,01
Kroki ’

Rys. 3.Zestawienie wiasnsai filtrow dla szumu o rozktadzie Studenta< 5)

3.4 Wyniki badan dla zaklocar stanu o rozktadzie Gamma

Przebadano tak wplyw szumu o rozkladzie Gamma o parametrze kazta= 2 i skali
b =3 czyli:u = 6 io® = 18 na jaké estymaciji. W przypadku wygtienia tego szumu nzoa
zaobserwowé znaczr przewag filtracji czastkowej nad badanymi algorytmami Kalmana
(rys. 4). Bedy MSE dla filtréw Kalmana dla silnej nieliniowo przyjmup duwe i
niedopuszczalne wado w przypadku estymacji stanu. Filtr astkowy, pomimo rénych
stopni nieliniowdci i niegaussowskich szumoéw, estymuje wektor stamhasciwie z
efektywndacia zblizona do przypadku z szumami gaussowskimi. Czas jegbzaef jest
dtuzszy ponad 400-krotnie -iw przypadku filtru EKF i 200-krotnie dhszy w stosunku do
filtru UKF. Jednake wartgci te s dwukrotnie mniejsze nidla algorytmoéw z szumami
o rozktadzie Studenta. Dla liniowej funkcji pomiargj filtr PF jest najlepszy.

m Warto$¢ MSE  m Czas [s]
s
10 T T T T T - - :

= 100000
2 — EKF
s — UKF
10 \ 4 10000
¢ ] 1000

10

100

10°

10

i

10
v 0,1

o

10 . . . . . . . .

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0,01
roki

Rys. 4.Zestawienie whasrsgi filtrow dla Ksozumu o rozktadzie Gamma (a = 2, B)=
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WNIOSKI

Podczas projektowania algorytmow filtracji do pgpymwania pojazdow zaréwno
model stanu jak i model pomiarowy mplgy¢ nieliniowe, a szumy magprzyjmowa rézne
postaci. Sid istotne jest znalezienie sposobu na wybdér nagjksgs algorytmu. Na podstawie
zaprezentowanych wynikow badaymulacyjnych trudno jest jednoznacznie éktetyp
filtracji zapewniagcy najlepsze efekty estymacii.

| tak w przypadku wyspowania szumow o rozkiadzie Gaussa, pomimo wiellet Zitru
czastkowego, najlepszym rozyaaniem wydaje 8i stosowanie filtrow Kalmana,
a szczegolnie béladowego filtru Kalmana. Podobnie sytuacja przedstesi w przypadku
wystepowania szumow o0 rozktadzie zilmnym do rozkladu Gaussa — rozkiadu Studenta.
Jednak w tym wariancie warto rozpatrzastosowanie filtru gatkowego. Jest on zalecany
w celu osagania daych precyzji, pomimo diugiego czasu realizacji @dealne dla silnych
nieliniowosci).

Natomiast gdy wyspujace szumy maj rozklad prawdopodobistwa znacznie
odbiegajcy od Gaussa (Rayleigh’a lub Gamma) agplstosowa filtr czastkowy. Tylko ten
typ filtracji eliminuje due rozbienaosci otrzymanych wynikdéw, pomimo diugiego czasu
wykonywania oblicza.

Problematyka projektowania algorytméow filtrow niebwych jest ztaona i wymaga
indywidualnej analizy w zalaosci od charakteru nieliniowéai i postaci zakioae stanu.

EVALUATION OF INFLUENCE OF STATE
DISTURBANCE DISTRIBUTION
ON ACCURACY OF SELECTED NONLINEAR
FILTERS IN POSITIONING SYSTEMS

Abstract
The paper describes several types of nonlineagriiiiy algorithms, widely used in positioning sysem
(Extended Kalman Filter, Unscented Kalman Filteartizle filter, EKF approximation for particle fiér and
unscented particle filter). Numerous simulationules which are to compare the quality of analyredlinear
filters for different nonlinearities and distribotis (Gaussian, Rayleigh, Student, Gamma) are shown.
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