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1. Wprowadzenie

To wielki zaszczyt, méwi¢ dzi§ do Panstwa na temat
teoretycznych odkry¢ dotyczacych topologicznych prze-
mian fazowych i topologicznych faz materii. Jako ze
gtéwny bohater, David Thouless?, nie moze tu wysta-
pi¢ osobiscie, my, dwaj pomniejsi bohaterowie, Duncan
Haldane i ja, zostali$my poproszeni, aby zastapi¢ Davida.
Jest to bardzo trudne zadanie. Dreczyto mnie ono przez
diuzszy czas, gdyz nie uwazalem si¢ za odpowiednia do
tego osobe. W koncu czas [dany mi na podjecie decy-
zji]® uplynati musialem przygotowac co$, co by sie nada-
walo. Postanowilem wigc rozpoczaé¢ od moich pierw-
szych kontaktéw z Davidem i powiedzie¢, jak doszlo do
tego, Ze w koficu wspolnie pracowalismy nad czyms, co
przyniosto Nagrode Nobla. Nastepnie podsumuje moje
zrozumienie przelomu, jakim bylo zastosowanie przez
Niego topologii do klasycznej (tj. wystepujacej nawet
w granicy i = 0) przemiany fazowej Bierezinskiego-
Kosterlitza-Thoulessa zwanej tez przemiang BKT. Da-
vid pracowal réwniez nad wieloma réznymi zastosowa-
niami topologii do ukladéw kwantowomechanicznych
i zwiazanymi z topologia zjawiskami, takimi jak kwan-
towy efekt Halla. O wkladzie, jaki David wniést do tych
zagadnien, powie Pafistwu Duncan Haldane.

Po raz pierwszy ujrzalem Davida Thoulessa w roku
1961, gdy bytem $wiezo upieczonym studentem Uniwer-

1. Nagrode Nobla z fizyki w roku 2016 podzielili miedzy siebie David
J. Thouless, E. Duncan M. Haldane i J. Michael Kosterlitz. Artykut
jest tekstem jednego z dwoch wyktadow wygloszonych z tej okazji
(przyp. red.).

2. David J. Thouless zmarl 06.04.2019 (przyp. red.).

3. Teksty w nawiasach kwadratowych dodat ttumacz z uwagi na zbyt
zwiezly, a czasem wrecz niezrozumiaty jezyk oryginatu (przyp. red.).

sytetu w Cambridge. Wraz z duzg grupa ¢wiczeniowa
oczekiwalem na prowadzacego zajecia z matematyki dla
fizykow, zeby przyszed! i nas o$wiecit, gdy do sali wkro-
czyt jaki$ mlody cztowiek, zdecydowanie za mlody, jak
na taki zaawansowany przedmiot. Bylo jasne, ze pomylit
sale. Ku naszemu zdumieniu stanal przed nami i zaczat
mowic o roznych skomplikowanych kawatkach matema-
tyki, o ktérych wiekszo$¢ grupy albo nigdy wezesniej nie
slyszala, albo ich nie rozumiala. Z miejsca stalo si¢ jasne,
ze mamy do czynienia z umystem dzialajacym na zupet-
nie innym poziomie, niz umysly zasiadajacych w audy-
torium. Moje pdzniejsze kontakty z Davidem tylko spo-
tegowaly to pierwsze wrazenie. Po raz drugi zetknatem
sie z nim w roku 1971 na Wydziale Fizyki Matematy-
czej Uniwersytetu w Birmingham w Anglii, gdzie trafi-
tem troche przez przypadek jako postdok zajmujacy sie
fizyka wysokich energii. Po roku przezywania frustra-
cji szukatem wtedy jakiego$ nowego problemu, ktérym
mogltbym sie zajaé, a David wprowadzil mnie w nowy
$wiat topologii i przemian fazowych w ukfadach dwu-
wymiarowych.

Jesli o mnie chodzi, to moje badania wzbudzen to-
pologicznych rozpoczely sie w roku 1970, gdy bytem zaj-
mujacym sie fizyka wysokich energii postdokiem w In-
stytucie Fizyki Teoretycznej na uniwersytecie w Turynie
we Wiloszech. Bedac bardzo niezorganizowana osoba
nie zdazylem wysta¢ w pore mojego zgloszenia do kon-
kursu na stanowisko w CERN w Genewie i zostalem bez
zatrudnienia na nastepny rok. Po wyslaniu kilku odpo-
wiedzi na ogloszenia o pracy znalezione w brytyjskich
czasopismach, otrzymatem stanowisko postdoka na Wy-
dziale Fizyki Matematycznej uniwersytetu w Birming-
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ham w Anglii. Nie mialem ochoty jecha¢ do Birming-
ham, ktére w owym czasie byto duzym miastem przemy-
stowym w ptaskim §rodku Anglii, w ktérym budowano
wiele samochodéw i cigzaréwek. Z pewnoscia nie bylo
to dla mnie najlepsze miejsce do zycia, jednak z moja
dziewczyng zdecydowalismy, ze bedzie to lepsze niz al-
ternatywa, jaka byl brak zatrudnienia. Przez pierwszy
rok pracy kontynuowalem tam pewne skomplikowane
obliczenia w ramach kwantowej teorii pola, ale przyda-
rzyl mi si¢ przykry wypadek: bytem juz bliski spisywa-
nia moich obliczen do publikacji, gdy na moim biurku
wyladowal preprint grupy z Berkeley, ktora zrobita do-
kladnie to samo. Gdy taka sytuacja powtorzyla sie jesz-
cze dwa lub trzy razy, stracilem wszelkie ztudzenia.
W desperacji zaczalem obchodzi¢ caty wydzial w poszu-
kiwaniu jakieg$ sensownego problemu z jakiejkolwiek
dziedziny fizyki. Pojawilem sie tez w gabinecie Davida
Thoulessa, by ustysze¢ od niego o kilku nowych i tajem-
niczych pojeciach, takich jak topologia, wiry w substan-
cjach wykazujacych nadciektos¢ i dyslokacje w dwuwy-
miarowych krysztatach. Zeby bylo jeszcze gorzej, moja
znajomos¢ mechaniki statystycznej byla niemal zerowa,
poniewaz wcze$niej nie uczgszczatem na wyklad z tego
przedmiotu, uwazajac, ze jest on nieistotny dla fizyki
wysokich energii, ktéra uwazatem za jedyny godny za-
interesowania dzial fizyki. Ku memu zaskoczeniu po-
mysty Davida wydaly mi si¢ sensowne i, jako nowe
iodmienne [od innych], warte rozpatrzenia. Zaczelismy
pracowa¢ nad problemem przemian fazowych, w kto-
rych posredniczg defekty topologiczne; mojemu niedo-
ksztalconemu umystowi wydawato sie to po prostu jesz-
cze jednym zastosowaniem teoriopolowych koncepcji
i jako takim wartym, by sie im przyjrze¢. Nie zdawatem
sobie sprawy ani z tego, jak nowatorskie i istotne okaza
sie w nadchodzacych dekadach te idee oraz ich zastoso-
wania, ani dokad nas one zaprowadza.

Teraz chcialbym powiedzie¢, jak wydatnie David
przyczynil si¢ do zrozumienia przemian fazowych
w ukladach dwuwymiarowych. Jednym z powodéw za-
jecia si¢ przez nas takimi wlasnie ukladami bylo to, ze
wydawaly sie nam one prostsze niz uklady tréjwymia-
rowe. David juz wczeéniej zajmowal si¢ byl przemia-
nami fazowymi indukowanymi przez defekty topolo-
giczne w kontekscie jednowymiarowego lancucha spi-
néw Isinga, ktérych oddziatywanie wzajemne zanikato
[z odlegtoscia] jak 1/r*. Model taki mozna tez rozpa-
trywaé w jezyku defektéw topologicznych lub $cian
domenowych, ktérych oddzialywanie zmienia si¢ jak
In(r/a) [1]. Wcze$niej David wykazat byt, ze w [tempe-
raturze krytycznej] T, namagnesowanie spada do zera
w sposOb nieciagly, mimo iz nie jest to przemiana fa-
zowa pierwszego rodzaju. Efekt ten zostal pdzniej bar-
dziej iloSciowo zbadany przez Andersona i Yuvala [2],

ktorzy zastosowali do niego jedna z pierwszych wersji
grupy renormalizacji. Praca ta w istotny sposob wply-
neta na nasze myslenie o przemianach fazowych indu-
kowanych przez defekty, gdyz zainspirowata nas do szu-
kania innych uktadéw, w ktérych wystepuja punktowe
defekty topologiczne, a ich oddzialywania wzajemne
zaleza od odleglosci w sposéb logarytmiczny. Przykta-
dami takich defektow sa punktowe wiry w bfonach two-
rzonych przez atomy ‘He, w blonach nadprzewodza-
cych oraz punktowe dyslokacje w dwuwymiarowych
krysztatach. To z kolei doprowadzito nas do zastosowa-
nia do takich ukladéw modelu gazu coulombowskiego.
Ci z Panfistwa, ktdrzy zwracaja uwage na szczeg6ly moga
jednak uwaza¢, ze analogia ta ma powazng wade, gdyz
nasz wyj$ciowy jednowymiarowy uktad jest rozny od
innych ukladéw, ktére mozna traktowac jak gaz co-
ulombowski w dwoch wymiarach. Powodem, dzieki
ktéremu [analogia] z gazem coulombowskim jednowy-
miarowego uktadu z oddzialywaniem logarytmicznym
dziala, sg natozone [na ten uklad takie] wigzy wymu-
szajace, ze tadunki (lub $ciany domen) rozmieszczone
wzdluz linii majg naprzemienne znaki. Jesli wiezy te zo-
stalyby zniesione, przemiana fazowa by znikta. Oczywi-
$cie nie jest to pierwszy przypadek, gdy poprawna kon-
kluzja zostata wyprowadzona z blednych przestanek.
Jako ze standardowym modelem dwuwymiarowego
krysztatu jest taki uklad czasteczek, ze znajomo$é
polozenia jednej z nich wyznacza poprzez réwnosé
r(n,m) = ne +me, (n,m = 0,1,+2,...+00,
a e i e s3 dwoma fundamentalnymi wektorami
sieci) polozenia wszystkich pozostalych, pierwsza rze-
cz3, jaka musieliémy zrozumie¢, byla rola dlugozasie-
gowego uporzadkowania w krysztatach i substancjach
nadcieklych. Problemem jest tu argument Paierlsa [3, 4],
ktéry mowi, ze w dwuwymiarowym ciele staltym dtugo-
zasiegowe uporzadkowanie nie jest mozliwe, poniewaz
wzbudzenia fononowe o niskich energiach powoduja,
iz w ukladzie o wymiarach L x L $rednie kwadratowe
wychylenie czasteczek z ich polozen réwnowagi rosnie
logarytmicznie wraz ze wzrostem rozmiaru L ukladu.
Pogladowo dwuwymiarowy krysztal mozna sobie wy-
obrazi¢ jako plaski elastyczny arkusz, na ktérym zazna-
czona jest sie¢ punktdw reprezentujgcych atomy lub cza-
steczki krysztatu. Rozciggnijmy teraz, nie rozdzierajac
go, jedne obszary tego arkusza, a inne $ci$nijmy repre-
zentujagc w ten sposob gladkie, elastyczne odksztatce-
nia krysztatu. W oczywisty sposéb punkty (czasteczki)
oddala si¢ znacznie (w rzeczy samej o odlegtosci pro-
porcjonalne do v/In L) od swoich wyjsciowych potozen,
cho¢ struktura sieci pozostanie zachowana. Scisty do-
wdd niewystepowania dlugozasiegowego uporzadkowa-
nia takiego rodzaju zostal podany przez Mermina [5].
Podobne argumenty pokazuja, Ze spontaniczne nama-
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gnesowanie nie wystepuje w dwuwymiarowym magne-
tyku Heisenberga [6] oraz ze warto$¢ oczekiwana para-
metru porzadku charakteryzujacego nadciekto$¢ dwu-
wymiarowej cieczy Bosego jest réwna zeru [7].

Zgodnie z tym, co sie na poczatku lat siedemdziesia-
tych powszechnie uwazalo, oznaczalo to, iz [w ukladach
dwuwymiarowych] przemiania fazowa do stanu upo-
rzadkowanego nie moze zachodz¢ w zZadnej skonczonej
temperaturze, gdyz stan uporzadkowany po prostu nie
istnieje! Ta drobna sprzeczno$¢ nas jednak nie powstrzy-
mata: Davida — bo rozumiat on subtelnos¢ zagadnienia
i byl w stanie dostrzec wyjscie z pozornej sprzecznosci,
a mnie — bo zbyt malo wiedzialem, aby w ogole zda-
wac sobie sprawe, ze jaka$ sprzecznos¢ istnieje. Patrzac
z perspektywy, zrozumiatem, ze wyjgtkowo czasami by-
cie nie§wiadomym tego, iz jaki$ problem jest nierozwia-
zywalny pozwala posuwac sie do przodu i rozwigza¢ go
mimo to. Na szcze$cie dla mnie byta to wlasnie jedna
z takich sytuacji. Oczywiscie pomoglo nam tez to, ze
byly pewne numeryczne i eksperymentalne dowody wy-
stepowania przemian fazowych do bardziej uporzadko-
wanej fazy niskotemperaturowej w dwuwymiarowych

Ryc. 1. Na osi poziomej odfozona jest miara calkowitej gestosci powierzch-
niowej zaadsorbowanej blony, a na osi pionowej wielko$¢ —Af bedaca
miarg zaadsorbowanej masy, ktéra odlaczyta sie od oscylujacego podtoza.
Przedruk za zgoda z pracy M. Chestera, L.C. Yanga i ].B. Stephensena Phys.
Rev. Lett. 31, 211 (1972) [© by APS]

krysztatach [8, 9], bardzo cienkich btonach tworzonych
przez atomy *He [10, 11] i w dwuwymiarowych mo-
delach magnetykoéw [12, 13, 14]. Najbardziej przekony-
wujacym nas dowodem eksperymentalnym byt wykres
przedstawiony na ryc. 1. Pokazana jest na nim zalezno$¢
obnizenia A f czestosci rezonansowej f krysztatu od po-
wierzchniowej gestosci masy zaadsorbowanej na jego
powierzchni blony utworzonej z *He. Odchylenie tej za-
leznosci od linii prostej $wiadczy o pojawieniu sie stanu
nadcieklego. Jest jasne, ze gdy gesto$¢ ps(T) zaadsor-
bowanej masy wzrasta, w dwuwymiarowej blonie za-
chodzi gwaltowna przemiana; przypuszczalnie gestosé
ps(T) masy ma przy tym skoniczong nieciagltos¢. Takie
zachowanie wydawalo si¢ bardzo dziwne, gdyz zgodnie
z powszechng wiedzg przy przechodzeniu do fazy upo-
rzadkowanej gestos¢ ps powinna byta narastaé w sposob
ciagly od zera. Wymagalo wiec ono wyjasnienia, ktore
musialo by¢ oczywidcie rézne od tego, co byto wezesniej
znane.

2. Przelom

Rozwigzanie tej zagadki jest takie, ze w niektdrych
uktadach dwuwymiarowych moze istnie¢ bardziej sub-
telny typ uporzadkowania, nazywany uporzadkowa-
niem topologicznym. Najprostszym przykladem [ta-
kiego ukladu] jest ferromagnetyk Isinga tworzony przez
zbidr spinéw S, = +1 umieszczonych w weztach D-
wymiarowej sieci kubicznej. Reguly mechaniki staty-
stycznej sg nastepujace: (i) kazda konfiguracja o ener-
gii E ukladu moze wystapi¢ z prawdopodobienstwem
exp(—E/kgT), (ii) nalezy obliczy¢ funkcje podzialu
Z(T) = Ykonfig. eXP(~E/kpT), w ktorej zawarta jest
cala potrzebna informacja o termodynamice ukfadu.
Najbardziej prawdopodobnymi wzbudzeniami sa wiec
te o niskich energiach. To one sg odpowiedzialne za
niewystepowanie prawdziwego diugozasiegowego upo-
rzagdkowania, ale poza tym nie majg zadnych innych
konsekwencji. Aby méw¢ o niszczeniu stanu nadcieklo-
éci albo o topieniu si¢ dwuwymiarowego krysztatu mu-
simy uwzgledni¢ bardzo mato prawdopodobne defekty
topologiczne o wysokich energiach. Takimi defektami
sa w nadcieczy wiry, a w krysztale dyslokacje [15, 16, 17].
Trzeba tu zauwazy¢, ze podobne idee proponowal juz
nieco wcze$niej Bieriezinski [18,19], ale kiedy pracowali-
$my nad tym zagadnieniem nie wiedzieliémy o tym. Z ja-
kiego$ powodu nasza praca przyciagneta wiecej uwagi
niz ta Bieriezinskiego.

Mozna oczywiscie zada¢ pytanie, jaki zwigzek ma
topologia, ktéra jest badaniem sfer majacych N dziur,
z ukladami, ktérymi si¢ zajmowalismy i ktére wszyst-
kie s3 ptaskimi jednospdéjnymi dwuwymiarowymi po-
wierzchniami nie majacymi zadnych dziur. Topologia,
z ktorej korzystamy jest wyznaczana przez fizyke uktadu



26

J. M. Kosterlitz, Defekty topologiczne i przemiany fazowe

i energie jego konfiguracji. Przemiany fazowe mozna so-
bie wyobraza¢ jako przejscie [ukladu] od konfiguracji
nalezacej do jednego sektora topologicznego do konfi-
guracji nalezacej do innego sektora; sektory te sg zdefi-
niowane przez wartosci pewnych niezmiennikéw topo-
logicznych. Role topologii mozna oméwi¢ poréwnujac
dwuwymiarowy magnetyk tworzony przez majace po-
sta¢ plaskich rotatoréw [klasyczne] spiny o dwoch skia-
dowych (tzw. model plaskich rotatoréw) z modelem He-
isenberga, w ktérym spiny maja trzy skladowe. Stan i-
tego plaskiego rotatora mozna zada¢ piszac

S; = (Six, Siy) =S (COS (/)i, sin ¢1) ,

Wi = s +isiy = se'?,

gdzie s jest warto$cig bezwzgledna spinéw, przyjmo-
wang zwykle za jednostkows. Rozpatrzmy teraz duzy
uktad o rozmiarach L, x L, narzucajagc nan tzw. pe-
riodyczne warunki brzegowe (podobne rozumowanie
mozna przeprowadzi¢ takze w przypadku innych wa-
runkow brzegowych). Kierunek namagnesowania w ja-
kim$ obszarze jest w przypadku modelu ptaskich rota-
torow wyznaczony przez kat ¢, ktéry zmienia si¢ wolno
z potozeniem. Mimo iz wartos¢ tego kata fluktuuje w du-
zym zakresie, jesli uktad jest duzy, liczba wielokrotnos$ci
2m, o jaka kat ¢ zmienia sie wzdluz drogi obiegajacej
caly uktad* jest topologicznym niezmiennikiem: liczby
ny in, dane przez
1 L 0¢

— dx — =n,,
2 Jo ox *

1 Ly = 9¢
_ dy—" =n,,
271‘/0 yay "

definiujg [wiec] poszczegdlne stany metastabilne
ukladu. Przejscia od jednego stanu metastabilnego do
drugiego moga zachodzi¢ tylko wtedy, gdy para wir-
antywir utworzy sie, rozdzieli i zniknie wskutek rekom-
binacji po obiegnieciu ukltadu dookota przez wir lub
antywir. Proces ten powoduje zmiang n, lub 7, o jed-
nos$¢; takiej zmianie stara si¢ jednak zapobiec bariera
energetyczna, ktorej wysokos$¢ jest proporcjonalna do
logarytmu rozmiaréw ukfadu.

Analogiczny dwuwymiarowy uklfad, sktadajacy sie

ze spinéw majacych po trzy sktadowe

Si = (Six; Siys Siz)

=s(sin0; cos ¢;, sin B, sin ¢;, cos 0;) ,

nazywa sie modelem Heisenberga. Wielko$¢ taka jak

4. To znaczy wzdltuz drogi biegnacej od jednej krawedzi do przeciwle-
glej; poniewaz narzucone s periodyczne warunki brzegowe, mozna
uwazad, ze spiny tworzg sie¢ na torusie — wtedy taka droga obiega
torus dookota (przyp. thum.).

(1/2m) [, *dx (0¢/0x) nie jest w tym przypadku topo-
logicznym niezmiennikiem. Kazda zmiana o 27 kata
azymutalnego ¢ wzdluz drogi obiegajacej caly uklad
moze by¢ zlikwidowana przez ciagla zmiane kata biegu-
nowego 0. W rzeczy samej konfiguracje dwuwymiaro-
wego modelu Heisenberga charakteryzuje tylko jeden
niezmiennik topologiczny

2099 2099
oxdy dyox)’

przyjmujacy wartosci catkowite N = 0, £1, +2, ...

Jesli traktujemy kierunek namagnesowania w kaz-
dym punkcie dwuwymiarowej powierzchni jak odwzo-
rowanie tej przestrzeni w powierzchnie sfery jednost-
kowej, to niezmiennik N zlicza, ile razy przestrzen
»hawija si¢” na te sfere. Niezmiennik ten nie ma zad-
nego znaczenia w mechanice statystycznej, bo wyso-
kos¢ bariery energetycznej rozdzielajacej konfiguracje
o réznych jego warto$ciach jest [tylko] rzedu jedno-
$§ci. Miedzy réznymi sektorami topologicznymi (cha-
rakteryzowanymi réznymi wartosciami liczby N) nie
istnieje wiec [praktycznie] zadna bariera, czego kon-
sekwencja jest brak stanu uporzadkowanego dwuwy-
miarowego magnetyka Heisenberga o n = 3 (n ozna-
cza liczbe sktadowych spinu); w przypadku za§ dwu-
wymiarowego modelu plaskich rotatoréw sektory to-
pologiczne charakteryzowane warto$ciami n, i n, s3
rozdzielone nieskoficzong [w granicy nieskonczonego
ukladu, tj. w tzw. granicy termodynamicznej] barierg
energetyczng, czego konsekwencja jest wystepowanie
przemiany fazowej, gdy fluktuacje zmieniajg konfigura-
cje [duzego, ale skoniczonego] ukladu z nalezacej do jed-
nego sektora topologicznego na nalezacg do innego.

Mozna to zilustrowaé pokazujac, jak konfigura-
cje [spindéw trojsktadnikowego modelu Heisenberga]
o N =1 da sie w sposéb ciagly zdeformowaé do kon-
figuracji o N = 0. Prostym przykfadem konfiguracji o
N =1 jest taka, w ktorej kat 0 jest ciagla funkcjg zmien-
nejr =+/x2+ y?izmieniasicod d =0wr=0do 0 =n
przy r = a i pozostaje rowny 7, gdy r > a. Kat ¢ jest
dany przez ¢(x, y) = arctg(y/x). Energia takiej konfi-
guracji, w ktarej kat 6 zmienia sie wolno z polozeniem,
jest réwna

E = %]szfdxdy[(ve)z +sin” 6 (V¢)?]

a do\> sin?6
=72 av
—ﬂ]s/o drr[(dr) + 2 ]

Nawet jesli kat 6 zmienia si¢ pomiedzy r = 0,ar = a
liniowo, energia E pozostaje skonczona i nie zalezy od
a. Oczywiscie powyzszy wzor na energie E przestaje by¢
stuszny, gdy wartos¢ a jest mala, ale wtedy liczba spinow
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mieszczacych si¢ w kole o promieniu a jest mata, wiec
kazda bariera energetyczna [z nimi zwigzana] nie moze
by¢ wysoka i warto$¢ topologicznego niezmiennika N
moze zosta¢ zmieniona przez male fluktuacje termiczne.
Konkluzja jest wigc taka, ze przy skonczonych [niezero-
wych] temperaturach uporzagdkowane stany dwuwymia-
rowego modelu plaskich rotatoréw i pokrewnych mu
modeli mogg istnie¢, a stany uporzadkowane trdjsklad-
nikowego modelu Heisenberga nie moga.

Zgadza si¢ to z wynikami obliczenn numerycznych
[14], pdzniejszymi wynikami uzyskanymi przez Polia-
kowa za pomoca grupy renormalizacji [20] i ekspery-
mentami wykonanymi dla nadcieczy [10, 11]. Zauwazmy
tez, iz obliczenia Poliakowa zostaty wykonane przy ogra-
niczeniu si¢ do pojedynczego sektora topologicznego o
N = 0, tak ze oba argumenty niezaleznie potwierdzaja
niewystepowanie przemiany fazowej w dwuwymiaro-
wym modelu Heisenberga.

3. Wiry w dwuwymiarowym modelu
plaskich rotatoréw

Rola jaka defekty topologiczne odgrywaja w przemia-
nach fazowych zachodzacych w ukladach dwuwymiaro-
wych zostata przez nas przedyskutowana w pracy [15]
z 1972 roku, w ktérej podaliémy argument oparty na
energii swobodnej defektu. Energie swobodna uktadu
plaskich rotatoréw oraz energie blony utworzonej z nad-
cieczy mozna zapisa¢ wzorem

kBiT = —KOgT) /da—; (V@(r))2 ,

w ktorym gy jest stalg sieci lub jakas skalg mikroskopo-
wego obciecia, a

J[ksT
h?pd(T)/m*kp T blona z nadcieczy.

plaskie rotatory,

Ko(T) = { ey
J jest tu tzw. energig oddzialywania wymiennego dwdch
sgsiednich spindéw o jednostkowej dtugosci, tak wiec

HI{s}] = g(:)[sm -s()]
=7 3 [1-cos(8(r) - 6(r'))].

(rr’)

W przypadku blony utworzonej z *He

1 [d*r
H = Engg(T’ v,
gdzie vy = (h/m)V0 jest predkoscig przeptywu nad-
cieczy, 6(r) jest fazg parametru porzadku y(r) =
|y (r)|exp(i6(r)) charakteryzujgcego nadciecz, a p?(r)
jest zalezng od potozenia niezrenormalizowang gesto-
$cig nadcieczy. Gesto$¢ ta jest rowna zeru w rdzeniu

wirdw, a w pozostalych miejscach jest stata. Okazuje
sie, ze jej dokfadna zalezno$¢ od polozenia jest nie-
istotna, bo konsekwencje ma tylko fakt, ze rdzen kaz-
dego wiru wnosi pewna skoniczong energie E.. Powéd
fizyczny tego jest taki, ze na utworzenie sie rdzenia wiru
potrzebny jest pewien wydatek energii swobodnej, bo
rdzen jest miejscem, w ktérym parametr porzadku cha-
rakteryzujacy nadciecz zeruje sie. Mozemy teraz zoba-
czy¢, jak pojawia sie tu topologia: kazdy wir jest réwno-
wazny dziurze w [dwuwymiarowej] powierzchni; nad-
ciecz pokrywa wigc dwuwymiarowg powierzchnie, ma-
jaca pewna liczbe otwordéw i §_d6 = 27n [(calka po za-
mknietej krzywej otaczajacej otwor)], tak iz wir mozna
nazwac¢ topologicznym defektem.

Poniewaz energia wzajemnego oddzialywania kaz-
dej pary wiréw zalezy od ich odleglosci logarytmicznie,
hamiltonian takiego uktadu

kiT = -nKo(T) ), ”(R)"(R,)ln(@)

~Inyy 37 n*(R),
R

jest dokladnie hamiltonianem elektrycznie obojetnej
plazmy coulombowskich tadunkéw. Mozna tez ograni-
czy¢ sie do rozpatrzenia tylko najmniejszych wartosci
n = 0,+1 fadunku, gdyz [przyczynki wnoszone przez
konfiguracje] o wiekszej jego warto$ci sa ttumione przez
wyzsze potegi parametru yo = exp(—E./kpT) < 1 zwa-
nego lotnoscig. Nasza pierwsza préba otrzymania roz-
wigzania tak postawionego problemu polegala na roz-
patrzeniu pojedynczego odizolowanego wiru o jednost-
kowym krazeniu w ukladzie o rozmiarach L x L. Ponie-
waz wir ma energie AE/kgT = nKo(T)In(L/a) i entro-
pie AS = kpIn(L*/a?), jego energia swobodna wynosi
AF = AE - TAS = kg T(nKo(T) — 2)In(L/a). Przy ni-
skiej temperaturze T takiej, ze 2kgT < 7], AF - oo
i prawdopodobienistwo P o< exp(—AF/ksT) powstania
wiru dazy do zera, natomiast gdy 2kg T > 7], prawdopo-
dobienstwo to dazy do jednosci i [w ukladzie] powstanie
skonczona gesto$¢ swobodnych wiréw. Zdalismy sobie
sprawe z Davidem, Ze mozemy charakteryzowac¢ plazme
tworzong przez n coulombowskich fadunkéw g = +1
i n fadunkéw g =
leglosci funkcje dielektryczna e(r) tak, by sita dziala-
jaca pomiedzy parg tadunkéw prébnych rozdzielonych
na odlegto$¢ r byta rowna 27Ky /re(r) = 2nK(r)/r.
Energia [oddzialywania] takiej pary jest rowna E(r) =
[7dr' K(r")/r" = U(r)In(r/a). Samozgodne réwnanie
na K(1) = K(r = ') przybiera wtedy posta¢

-1 wprowadzajgc zalezng od od-

l 7 7
K1) = K1(0) + 47° y2 f dl et =2,
0

To samozgodne réwnanie calkowe na efektywna ener-
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gie oddzialywania [15] wyprowadzili Kosterlitz i Tho-
uless [16].

Jest jasne, iz przejscie od fazy, w ktorej wystepuja
zwigzane dipole, do fazy, w ktorej tadunki s3 swobodne,
bedzie zachodzi¢, gdy nK (o) = 2. Zeby jednak wyzna-
czy¢ zachowanie si¢ uktadu przy temperaturach bliskich
temperaturze krytycznej T, konieczne jest rozwiazanie
samozgodnego réwnania na K (1) i to byto tu gtéwnym
problemem. Kosterlitz i Thouless dokonali niestety nie-
potrzebnego przyblizenia, zastepujac U(r) przez K(r)
iznaleZli samozgodne rozwigzanie na K(r) [w tym przy-
blizeniu]. Przyblizenie bylo uzasadnione tym, ze U(r) -
K(r) « 1, niemniej jednak dalo niepoprawny wynik.
Wriasciwe podejécie podal Young [21]. Pokazal on, ze
réwnanie otrzymane przez Kosterlitza i Thoulessa jest
réwnowazne réwnaniom grupy renormalizacji Koster-
litza [17]:

dK™!
dl

%=(2—ﬂK)y+(’)(y3).

=4’ y* + O(y"),

Co godne podkreslenia, powyzsze przyblizone (przez
ograniczenie do najnizszego rzedu w parametrze lotno-
$ci y wiru) réwnania grupy renormalizacji w sposob
nieunikniony przewiduja scisle, wartos¢ eksperymental-
nie mierzalnej wielkoéci. Otrzymywane z nich trajekto-
rie przebiegane® przez parametry K i y pokazano na
ryc. 2. Jesli liczby wyznaczone eksperymentalnie sg inne

0.10F

0.08+

0.06

0.04F

002

0.00f, . .
0.3 04

Ryc. 2. Dawane przez podane w tekscie rownania grupy renormalizacji bie-
gniecie parametréw dwuwymiarowego modelu plaskich rotatoréw. Nalezy
zauwazy¢, ze gdy T < Ter, y(00) = 0,a K™ (00) = 7/2.

5. W jezyku grupy renormalizacji méwi sie o ,,biegnieciu” parame-
trow K i y (przyp. thum.).

niz przewidziane teoretycznie, to albo eksperyment jest
bledny, albo btedna jest cala teoria. Kluczowy ekspery-
ment zostal wykonany przez Bishopa i Reppyego w roku
1978 [23]. Ku naszej wielkiej uldze i zadowoleniu teore-
tyczne przewidywanie [24]

p(T;)  2m’k
T,  nh?

=3,491x 10" gem K™

zostalo potwierdzone doswiadczalnie [23, 25]. Dane
pochodzace z kilku réznych eksperymentéw [26-30]
przedstawiono na ryc. 3. Jest interesujace zauwazyc, iz
dane eksperymentalne zostaly otrzymane i wykreslone
zanim autorzy dowiedzieli si¢ o naszym przewidywa-
niu. Mozna wigc uznac je za doswiadczalne potwierdze-
nie stusznosci teorii BKT (Bierezinskiego—Kosterlitza—
Thoulessa).

Ryc. 3. Nieciaglos$¢ gestosci ps (T~ ) nadcieczy jako funkcja temperatury
otrzymana z dos§wiadczen z trzecim dzwigkiem i skretno$ciowymi oscy-
lacjami. Ciagla linia pokazuje przewidywanie teorii statycznej. Wykres
przedrukowany za pozwoleniem z pracy D.J. Bishopa i ].D. Reppyego Phys.
Rev. Lett. 40,1727 (1978) [© by APS]

4. Topienie sig dwuwymiarowych krysztalow

Gruntowne eksperymentalne badanie zjawiska topie-
nia sie dwuwymiarowego [krysztalu] zostato przepro-
wadzone przez grupe Mareta [32, 33, 34]. Uzyskane
ilosciowe [dane] zgadzajg sie z wykorzystujaca topo-
logiczne defekty teorig topienia si¢ dwuwymiarowych
krysztaléw podang przez Younga, Halperina i Nelsona
[35, 36]. Teoria ta wychodzi od wyrazenia

1
F= 5/dzr(Zyoufj +1uzy),
1 E)u,- + E)u]-
U = — _ _ S
S orj  or;
w ktorym u;; jest tensorem naprezen, a u; jest polem od-
ksztalcen, na liniowa sprezysto$¢ trojkatnej sieci, ktora

w dwoch wymiarach jest typows strukturg sieciowa.
Tensorowe pole naprezen u;; mozna rozlozy¢ na czegsé
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regularng ¢;; i czg$¢ osobliwg u?}ng(r), ktora jest skut-
kiem istnienia dyslokacji [37]. Dyslokacje charaktery-
zuje calka

}gdu = aob(r) = ao (n(r)é, + m(r)é,),

z wektora u(r) odksztalcenia obliczona po krzywej C
obejmujgcej topologiczny defekt lub dyslokacje. b(r)
jest tu bezwymiarowym wektorem Burgersa, ao jest
stalg sieci krystalicznej, a n i m sg liczbami catkowitymi.
W ramach teorii sprezystosci wykorzystujacej przyblize-
nie continuum mozna pokaza¢ [36], ze

i 1(1 0 A
sing ey _ L1 _ 502
UU (1‘) D) (2# ezkejl arkarl 4‘[4(A+‘[4) 1JV )

X ag Z bm Gm(ra r,)a

K, 2 _—
Gm(r,rl) = —4—7(_)[ Z enm(r— T’)n [ln(%) + C:| .
n=1

Otrzymuje sie stad wzor na energie zbioru dyslokacji

wyrazong przez wektory Burgersa b(r):

HD _ KO(T) 21‘ zr/ r)- rr n|r_r,|
PR /d d (b()b( I =
[b(f)'(r—r')][b(r')'(r—r')])‘

(r—1")?

W naszej pracy pomineliémy drugi czton w tym wzo-
rze przyjmujac, ze jest on mniej istotny niz wyraz z lo-
garytmem. Byl to nieszczesliwy blad. Zostal on napra-
wiony przez Halperina i Nelsona, ktorzy przewidzieli
istnienie obecnie stynnej heksatycznej fazy plynu o sze-
$ciokrotnej symetrii orietacyjnej. My przyjelismy, ze roz-
dzielanie si¢ dyslokacji prowadzi do powstania izotropo-
wego plynu bezposrednio, co jak teraz wiadomo, jest nie-
prawda. Proces topienia si¢ dwuwymiarowych kryszta-
téw przebiega w dwdch etapach. Przy temperaturze Ty,
krysztal topi sie przez rozdzielanie si¢ dyslokacji prze-
chodzac w heksatyczny plyn i dopiero przy temperatu-
rze T; > T,, zachodzi przemiana, w ktorej algebraiczny
porzadek ukierunkowania zostaje zniszczony przez roz-
dzielanie si¢ dysklinacji, co prowadzi do oczekiwanej
przy wysokiej temperaturze fazy izotropowego plynu
(35, 36].

Przewidywania tej teorii s3 podobne do przewi-
dywan dotyczacych blon tworzonych przez nadciekly
*He. Odpowiedni skok zrenormalizowanego (tj. mierzo-
nego) modutu Younga jest dany wzorem

Re(T7) = lim 4itn(T) (ﬂR(T)fAR(T)) - 167.
=T, 2pR(T) + Ar(T)
fr(T) jest tu wartoécig zrenormalizowanej wielkosci
p/kgT. Jednym z interesujacych, cho¢ niesprawdzal-

nych eksperymentalnie przewidywan tej teorii jest funk-
cja struktury

$(a) = (lp(@)) = L (e ),

[ktora determinowataby] rozpraszanie promieni X [na
dwuwymiarowym krysztale]. Nie ma ona braggowskich
maksiméw typu funkcji delta; zamiast tego ma maksi-
mum wyrazajace si¢ wzorem

S(a) ~lg-6 ",
1o (T) = ks T|GJ? 3ur(T) + Ar(T) .
4 ur(T)(2ux(T) + Ar(T))
Widaé¢, ze przy matych wartoéciach |G| ta funkeja staje

sie nieskonczona, gdy q = G. Przewidywany ksztalt
funkc;ji struktury, ktéra by byta mierzona przez rozpra-
szanie promieni X, jest wiec taki jak pokazany na ryc. 4.
Jest to jedno z charakterystycznych przewidywan dyslo-
kacyjnej teorii topnienia. Niestety nie mozna go zwery-
fikow¢ eksperymentalnie, gdyz aktualnie dostepne roz-
miary uktadéw i ich jako$¢ nie sg jeszcze wystarczajgce.

Ryc. 4. Schematyczny wyglad funkeji struktury S(q) dwuwymiarowego
krysztatu. Gdy T < T, jest ona rozbiezna przy malych wartosciach |G|,
jak |q— G|72+16; przy duzych za$ wartosciach |G| ma ,,dziubki’, czyli skon-
czone nieciggtoéci pochodnej. Gdy T > Tp, wszystkie jej maksima maja
skoniczong wysokogé, a wysoko§¢ maksymalna jest réwna ~ ﬁ—ﬂc (T).
Wykres przedrukowany za zgoda z pracy [34] [© by CUP]®

Jednym z gtéwnych mierzalnych przewidywan dys-
lokacyjnej teorii topnienia jest warto$¢ zrenormalizowa-
nego (tj. mierzalnego) modutu Younga. Zgodno$¢ teo-
rii i danych dos$wiadczalnych pokazana na ryc. 5 jest
tu godna uwagi. Cho¢ przewidywania tej teorii otrzy-
mano juz w latach siedemdziesiatych [35, 36], to po-
miary [31, 32] zostaly wykonane dopiero kilka dziesie-
cioleci pdzniej z powodu trudnosci w zrealizowaniu od-
powiednich ukladéw eksperymentalnych. Uktady dwu-
wymiarowe s3g bowem — ogdlnie rzecz ujmujac — bar-
dzo podatne na zaburzenia pochodzace od podtfozal, na
ktérym sa one realizowane], a ktérego wplywu teoria
nie uwzglednia.

6. Redakcja PF przeprasza za nie najlepsza czytelno$¢ niektorych ele-
mentéw rycin w tym artykule — takiej jakosci ilustracje zawiera ory-
ginalny wyktad udostepniony przez Nobel Foundation.
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Ryc. 5. Modut Younga Kr (T') jako funkcja odwrotnosci efektywnej tem-
peratury I'. Linia ciggla jest otrzymanym przez Halperina i Nelsona prze-
widywaniem teorii dyslokacyjnej; punkty sa wynikami doswiadczalnymi.
Przedruk za zgoda z J. Phys. Condens. Matter. 17 (2005) S3579-S3586 doi:
10.1088/0953-8984/17/45/051 [© by IOP, 2005]

W naszych oryginalnych pracach rozpatrywalismy
topienie sie krysztalow, ale nie przedyskutowalismy fazy
plynnej modelowanej za pomoca periodycznej sieci
o odpowiedniej koncentracji swobodnych dyslokacji.
Cialo stale o periodycznej strukturze moze wykazywaé
dwa rodzaje uporzadkowania: uporzagdkowanie transla-
cyjne i uporzadkowanie kierunkowe charakteryzujace
orientacje osi krysztatu. Odpowiadajacymi im parame-
trami porzadku sg gestos¢ p(r) i kierunkowy parametr
porzadku g (r):

p(r) = po(r) + %: lpg (1) e,
vs(r) = exp(6i6(r)).

Defektami topologicznymi sa (i) dyslokacje odpowie-
dzialne za topienie si¢ ciala stalego polegajace na przej-
$ciu do fazy uporzadkowanego heksatycznego ptynu
oraz (ii) dysklinacje (wiry) odpowiedzialne za przejicie
do fazy wysokotemperaturowej, ktora jest ptyn izotro-
powy [35, 36].

Teoria ta zostala opracowana przez Younga [35]
oraz przez Halperina i Nelsona [36]. Daje ona bar-
dzo szczegdtowe przewidywania, ktore zostaty potwier-
dzone przez eksperyment [31, 32]. Podsumowuje je wy-
kres pokazany na ryc. 5. Jednym z najbardziej czutych
testow tej teorii s3, jak dotad, wyniki Kapfera i Krau-
tha [38], ktorzy wykonali wielkoskalowe symulacje
uwzgledniajace 10° czastek oddziatujacych wzajemnie
za poérednictwem odpychajacego potencjatu V(r) =
€(o/r)". Ustalili oni, ze w przypadku potencjatéw dtu-
gozasiegowych (o n < 6) topienie si¢ krysztatu rze-
czywiscie zachodzi tak, jak to przewiduje scenariusz
Kosterlitza-Thoulessa-Halperina-Nelsona-Younga po-
przez posrednig faze heksatycznego plynu. Wynik ten
obejmuje eksperymenty z koloidami (odpowiadajgcymi

potencjatowi o n = 3) [31, 32], a takze eksperymenty
z elektronami na powierzchni utworzonej z *He (poten-
cjaton = 1) [39]. Natomiast gdy n > 6, przemiana ptynu
heksatycznego w izotropowy staje si¢ przemiang pierw-
szego rodzaju. Wynik ten zgadza sie z symulacjami [dy-
namiki] gazu twardych kul (model ten odpowiada od-
dzialywaniu o n = 00). Nalezy tez zauwazy¢, ze symula-
cje te zostaly wykonane dla uktadéw wiekszych niz [rze-
czywiste] uktady eksperymentalne.

Teoria Beriezinskiego-Kosterlitza-Thoulessa zo-
stala tez zastosowana do zjawiska nadprzewodnictwa
cienkich blon. W naszej oryginalnej pracy stwierdzili-
$my, ze prawdziwe nadprzewodnictwo w dwuwymia-
rowych nadprzewodzacych btonach nie moze wystepo-
wacé z powodu skoniczonej wartosci glebokosci wnikania
A(T), ktéra ogranicza zasieg logarytmicznego wzajem-
nego oddzialywania wiréw. Oddzialywanie wiréw roz-
dzielonych odlegtoécig [rzedu] A(T) zachowuje si¢ jak
1/r, czyli s3 one zawsze, przy dowolnej temperaturze
T > 0, swobodne, co niszczy nadprzewodnictwo. Mimo
iz nasz argument jest poprawny, w wielu nadprzewodni-
kach bedacych cienkimi blonami gleboko$¢ wnikania
moze by¢ rzedu O(1cm), co jest typowym rozmiarem
ukladu. Poniewaz stosuje si¢ niewielkie prady, a glebo-
kosc¢ ta jest [z praktycznego punktu widzenia] tak duza,
ze zachowanie sie ukladu nie rdézni sie od zachowania
odpowiadajgcego granicy A = oo [40, 41]. Teoria ta zo-
stala zastosowana takze do dwuwymiarowych warstw
zimnych atomow [42, 43]. Jej zgodno$¢ [z wynikami do-
$wiadczalnymi] jest w tym przypadku rozsadna i moze
by¢ w przysztosci jeszcze lepsza.
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