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Lemat, ktory nie jest Burnside’a?

Streszczenie. Artykul prezentuje lemat Cauchy’ego-Frobeniusa-Burnside’a na przyktadach.

Stowa kluczowe: lemat Cauchy’ego-Frobeniusa-Burnside’a, orbity, zliczanie.

1. Wstep

W artykule prezentujemy, jak zliczaé, uzywajac lematu Cauchy’ego-Frobeniusa-Burnside’a, rozroz-
nialne obiekty. Obiekty, o ktorych tu mowa, moga byé¢ utozsamiane ze soba przy dziataniu pewnych
przeksztalcen, ktore jeden obiekt przeksztalcaja na inny.

Na poczatek troche historii. W 1897 William Burnside wydal ,;Theory of groups of finite order” [1],
pierwsza w jezyku angielskim ksigzke z teorii grup skorczonych'. W swojej ksigzce Burnside zawart
najwazniejsze odkrycia tej rozwijajacej sie od potowy XVIII wieku teorii. W paragrafie 118 rozdziatu
VIII podany zostal wzor, ktory okazal sie nie tylko waznym narzedziem w badaniu grup skoriczonych, lecz
rowniez w zastosowaniach w kombinatoryce i teorii graféw. Na poczatku nastepnego paragrafu Burnside
przypisal autorstwo tego wzoru Ferdinardowi Georgowi Frobeniusowi [4]. Drugie wydanie z roku 1911 [2]
zostalo w znacznym stopniu przeredagowane. Wzor, o ktéorym mowa, znalazl sie w innej partii ksiazki,
a informacja o rzeczywistym autorze znikneta. E.M. Wright w historycznej notce dotyczacej lematu
Burnside’a [7], wysunal przypuszczenie, ze Burnside musial sadzi¢, ze ten wzor jest juz tak dobrze znany
matematykom, ze nie musi ponownie przypominaé, kto byl jego autorem. W tych czasach cytowalnosé nie
byla jeszcze istotnym parametrem w ocenie dorobku naukowego. Zapewne cze$¢ matematykow, ktorzy
korzystali z drugiego wydania ksiazki Burnside’a, nie znalta rzeczywistego autora wzoru, wiec zaczeli
twierdzenie, w ktorym pojawia sie ten wzoér, nazywaé ,lematem Burnside’a”. W 1979 roku P.M. Neumann
napisal artykul pod wymownym tytutem ,A lemma that is not Burnside’s” [6], w ktérym nie tylko
przypomnial, ze Burnside zaczerpnal ten wzor z artykutu Frobeniusa, ale ze mozna go réwniez znalezé
w znacznie wezesniejszych pracach francuskiego matematyka Augustina Louisa Cauchy’go (okoto roku
1845). W zwiazku z tym Neumann zaproponowal, zeby zmieni¢ nazwe lematu na ,lemat Cauchy’ego-
Frobeniusa”. Od tego czasu matematycy uzywaja roznych nazw tego lematu. Czes¢ pozostata przy starej
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1Prawdopodobnie pierwszymi ksiazkami, w ktérych pojawily sie obszerne wyktady z teorii grup skoriczonych, byty trzecie
wydanie podrecznika Josepha-Alfreda Serreta ,,Cours d’Algebre Supérieure” z roku 1866 oraz ,/Traite des substitutions et
des équations algébriques” Camille’a Jordana z 1870 roku.
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nazwie ,Jlemat Burnside’a”, niektoérzy za rada P.M. Neumanna nazywaja go ,lematem Cauchy-Frobeniusa”,
a niektorzy, tak jak autorzy ksiazki [5] oraz autor niniejszego artykulu sklaniaja sie ku nazwie ,lemat
Cauchy’ego-Frobeniusa-Burnside’a”, doceniajac wktad Burnside’a w spopularyzowanie lematu. Mozna tez
napotkaé publikacje, w ktorych uzywana jest nazwa zaczerpnieta z tytulu artykutu P.M. Neumanna —
lemat, ktory nie jest Burnside’a”. Ta ostania nazwa jest wyjatkowo dziwaczna, bo w matematyce czesto
nazwy przypisane sg niewtasciwym osobom. Idac za tym pomystem, powinni$my zmieni¢ wiele nazw.
Na przyktad ,trojkat, ktory nie jest Pascala”, ,wzér, ktory nie jest Newtona’, wstega, ktora nie jest
Mobiusa”. A jesli chodzi o dokonania starozytnych matematykoéw, to przypisanie twierdzeniom nazwisk
jest albo niepewne albo wrecz nieprawdopodobne. Zatem moze wtasciwa nazwa byloby ,twierdzenie,
ktore z wielkim prawdopodobieristwem nie jest Talesa” lub ,twierdzenie znane znacznie wczesniej przed
Pitagorasem”? Warto wspomnie¢, ze istnieje tak zwane prawo Stiglera [8], ktore mowi, ze zadne odkrycie
naukowe nie ma przypisanego nazwiska rzeczywistego odkrywcy. Z tym mozna dyskutowaé, bo wydaje
sie, ze prawa Keplera lub zasady dynamiki Newtona maja wlasciwe nazwy?2.

Mozemy teraz przystapi¢ do konstrukcji przykitadu, na podstawie ktorego zaprezentujemy lemat
Cauchy’ego-Frobeniusa-Burnside’a.

2. Naszyjniki

Na okragta zytke nawlekamy szes$¢ koralikéw, z ktoérych kazdy moze mieé jeden z trzech koloréw:
czerwony, niebieski lub zotty, tworzac w ten sposob naszyjnik. Oto przyktadowy naszyjnik:

0009

Oznaczmy przez N zbiér wszystkich naszyjnikow. Poniewaz kazdy koralik moze mie¢ jeden z trzech
koloréw, to liczba naszyjnikéw jest réwna 3-3-3-3-3-3 = 3% = 729. To dobra wiadomo$é, bo jesli
takie naszyjniki chcielibySmy zakladaé na rézne uroczystosci, to na 729 uroczystosciach bedziemy mieli
rézne naszyjniki. Jednakze wsréd naszych znajomych moga by¢ osoby, ktore zauwaza, ze jeli przesuniemy
koralik wzdtuz zytki, to otrzymamy naszyjnik, ktory juz raz mieliSmy zalozony. Zatem musimy uznac, ze
ruch polegajacy na przesuwaniu koralikow daje taki sam naszyjnik. Ponizsze naszyjniki uznamy za takie

same:

0009 Yooo

2Prawo Stiglera tez ma niewlasciwe przypisanie, bo zostalo odkryte przez socjologa R.K. Mertona.




Teraz chcieliby$my policzy¢ ile jest roznych naszyjnikow z doktadnoscig do tego utozsamienia? Musimy
przyjaé jeszcze jedng zasade. Od czaséw Arystotelesa przyjmujemy, ze jesli obiekt a jest taki jak b, a b
taki jak ¢, to a jest taki jak c. Zatem jesli bedziemy przesuwaé jeden, dwa lub wiecej koralikéw, to za
kazdym razem otrzymamy ten sam naszyjnik. Na przyklad ponizsze naszyjniki tez uznamy za réwne.

9909 9

Przeksztalcenie, ktoére kazdy naszyjnik przeksztalca na ten sam naszyjnik, nazywamy identycznoscia i
oznaczamy przez id. W pewnym sensie identyczno$é oznacza brak ruchu, ale wiemy, ze czesto wykonanie
jakiegos ruchu lub sekwencji ruchéw tez daje w efekcie identyczno$é. Na przyklad identycznoscig jest
obrét o 360°.

Oznaczmy ruch polegajacy na przesunieciu jednego koralika przez f. Jesli koraliki ustawimy w szeregu
k1koksksksks, to ruch f polega na przesunieciu pierwszego koralika na koniec:

f 1 kikakskakske — kakskakskek:.

Przesuniecie dwoch koralikéw polega na dwukrotnym zastosowaniu f. Mozemy, wiec ten ruch oznaczy¢
przez f - f lub f2. Podobnie przesuniecie trzech koralikéw oznaczamy przez f>, czterech przez f* itd.
Wykonujac kolejno te przesuniecia zauwazymy, ze f% jest identycznosdcia, wiec f¢ = id. Wypiszmy liste
kolejnych przeksztalcen:

id @ kikokskykske — k1kokskskske,

[+ kikokskskske — kokskakskek,
f?: kikokskskske — kskakskekiko,
f2e kikokskaksks — kakskekikoks,
f4 : k1k2k3/€4k5k‘6 — k’5k'6k1k2k'3k47
f5 i kikokskskske — k6k1k2k3k4]{35,
a f6 = id. Ruch f" polega na przesunieciu n pierwszych koralikéw na koniec. Osoby, ktore graja w karty,
moze zauwazyly, ze przetozenie talii kart jest ruchem tego rodzaju.
Zauwazmy jeszcze, ze f° jest ruchem odwrotnym do f, bo przesuwa ostatni koralik na poczatek.
Podobnie f* jest odwrotny do f2, a f3 odwrotny do siebie.
Oznaczmy przez G zbiér wszystkich powyzszych ruchow, wiec G = {id, f, 2, f3, f*, f°}. Dla dowol-
nych dwoch ruchéw g, h ze zbioru G mozemy te ruchy wykonaé kolejno, otrzymujac ruch, ktory oznaczymy

przez g- h i ktory tez nalezy do zbioru G 2. Wynik g - h bedziemy nazywaé po prostu iloczynem ¢ i h. Na
przyklad obliczmy f2 - f3:

2 3
Ky kokskakske <= kakakske kiks ~— ke kiko kskaks,

3Jest kwestiag umowy czy najpierw wykonujemy g potem h, czy odwrotnie najpierw h potem g. My przyjmujemy ten
pierwszy sposob.
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wige f2- f2 = f°.
Ogolniej spetniona jest zasada f™- f™ = 7™, Qczywiécie suma m+n moze przekroczyé 6, ale wtedy
bedziemy korzystaé¢ z zasady f6 = id oraz oczywistych réwnosci id - f* = f™ - id = f™. Na przyktad

fPoft==ff=id f=r

Zestawmy wszystkie mozliwe wyniki operacji - w tabeli.

L falrfrlrlrlse]
id || id | f | AR
FAF LR rPid
N A A I S N R 7 A I
AR pidl| ff
N I A N T A T A O B
i A I A S S A I

Tak okreslone dzialanie spelnia cztery zasady.

1. Dla kazdej pary g, h elementow zbioru G, ich iloczyn g - h tez jest elementem zbioru G.

2. Drzialanie jest taczne. To znaczy dla dowolnej trojki g, h, k € G spelniona jest rownosé:
(g-h)-k=g-(h-k)

3. Dzialanie ma element neutralny. To znaczy, ze istnieje e € G taki, ze g-e = e- g = g dla wszystkich

g € G. Tym elementem jest e = id.

4. Kazdy element g € G posiada element odwrotny h € G taki, ze g-h = h-g = id. Element odwrotny

do g oznaczmy przez g~ 1.

W naszym przypadku elementem odwrotnym do f™ jest element f™ taki, ze n + m = 6. Inaczej
mozemy okresli¢ to tak, ze jesli f™ polega na przesunieciu n pierwszych koralikoéw na koniec, to
ruch odwrotny polega na przesunieciu n konicowych koralikéw na poczatek.

Zbior G, w ktorym okreslono operacje - spelniajaca te cztery powyzsze zasady, nazywamy w mate-
matyce grupa?.

Poniewaz kazdy element grupy G wyznacza pewne przeksztalcenie zbioru naszyjnikow A, to bedziemy
mowié, ze grupa G dziata na zbiorze N. Lemat Cauchy-Frobeniusa-Burnside wypowiada si¢ wtasnie o

grupach dziatajacych na zbiorach.

3. Orbity

Wezmy dowolny naszyjnik n. Po zastosowaniu przeksztalcen ze zbioru G na naszyjniku n otrzymamy
zbior, ktory nazywamy orbita naszyjnika n i oznaczamy przez Orb(n). Liczba elementéw w danej orbicie

4W grupie nie musi by¢ spetniona zasada przemiennosci tj. g-h = h - g.



zalezy od naszyjnika i moze potencjalnie zawiera¢ od 1 do 6 naszyjnikéw. Podamy przyklady orbit o
réznej liczbie elementow.

1. Orbita jednoelementowa:

2. Orbita dwuelementowas:

3. Orbita trojelementowa:

4. Orbita szescioelementowa:

900
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9P

Nie jest przypadkiem, ze liczby elementéw w orbicie sg dzielnikami liczby 6, ktora jest ilogcig elementow
grupy G.
Ta zasada jest zawsze spelniona:

Niech G bedzie grupg ztozong z n elementéw dziatajgcg na pewnym zbiorze X. Wiedy liczba ele-
mentow w kazdej orbicie jest dzielnikiem liczby n.

Orbity spelniajg trzy wazne wtasnosci.

1. Jesli naszyjniki nq i no naleza do tej samej orbity, to ich orbity sa rowne, to znaczy Orb(n;) =
Orb(ng). Ten warunek jest spelniony, gdy istnieje g, ktore przeksztalca nq na no.

2. Jedli ny 1 ny naleza do réznych orbit, to ich orbity sa roztaczne, to znaczy nie maja wspoélnych

elementow.

3. Kazdy naszyjnik nalezy do doktadnie jednej orbity.

7 powyzszych wtasnosci wynika, ze liczba rozréznialnych naszyjnikéw jest rowna liczbie réznych orbit.

4. Charaktery

Jesli ruch g przeksztalca naszyjnik n na ten sam naszyjnik, to n nazywamy punktem stalym prze-
ksztalcenia g.

Przyklady.

1. Kazdy naszyjnik jest punktem stalym identycznoéci.

2. Jednokolorowe naszyjniki sa punktami stalymi kazdego przeksztalcenia:



3. Punktami statymi przeksztalceii f i f° sa tylko jednokolorowe naszyjniki.

4. Punkty state przeksztalcen f?i f* maja postac:

-

Natura przeksztatcen f21i f* jest podobna. Przeksztalcenie f? polega na przeniesieniu dwoch pierw-
szych koralikéw z poczatku na koniec, a f* na przeniesieniu dwéch ostatnich na poczatek.

5. Punkty stale przeksztalcenia f3:

6. Naszyjnik

SR

jest punktem statym jedynie identycznosci.

Charakterem przeksztalcenia g nazywamy liczbe jego punktéw stalych i bedziemy go oznaczaé przez

x(9)-
Teraz jesteSmy przygotowani do sformulowania Lematu Cauchy’ego-Frobeniusa-Burnside’a.
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5. Lemat Cauchy’ego-Frobeniusa-Burnside’a

Niech G bedzie pewna grupg, ztozong z n elementéw, ktére oznaczamy przez g1, ga, - . - , gn. Oznaczmy
przez t(G) liczbe roznych orbit przy dzialaniu G na zbiorze X.

Lemat Cauchy’ego-Frobeniusa-Burnside’a

Liczba orbit przy dziataniu grupy G na zbiorze X jest rowna Sredniej arytmetycznej charaktercw
wszystkich elementéw grupy G, to znaczy

() = X))+ xlg2) -+ xlgn)

t

Mozemy teraz policzyé¢ ile jest rozréznialnych naszyjnikéw. W tym celu wyznaczymy charaktery po-
szczegblnych przeksztalcenn. Wykorzystamy do tego opisy punktéow statych z powyzszych przyktadow.

1. x(id) = 3% = 729, bo kazdy naszyjnik jest punktem stalym identycznosci.
2. x(f) = x(f?) = 3, bo tylko jednokolorowe naszyjniki sa punktami statymi tych przeksztalcen.

3. x(f?) = x(f*) = 32 =9, bo kazdy punkt staly jest okreslony przez dwa koraliki, z ktorych kazdy
moze by¢ w jednym z trzech koloréw.

4. x(f3) =33 =21.

Zatem wykorzystujac wzér z lematu Cauchy’ego-Frobeniusa-Burnside’a, otrzymujemy liczbe rozroz-

nialnych naszyjnikow:

7204+2.34+2.32 433
tG) = * ;L 3 30,

To dobra wiadomos¢, bo rézne naszyjniki mozemy zatozy¢ na 130 spotkar. Gdyby$my, na przyktad, brali
udzial w dwdch uroczystosciach rocznie, to mamy ozdobe na 65 lat.

Mozemy w latwy sposob uogolnié powyzsze obliczenia. Najpierw zauwazmy, ze gdyby$my uzywali k
koloréw, to w powyzszym wzorze wystarczy zamieni¢ kazde 3! na k!. Zatem liczba réznych naszyjnikow,

w tym przypadku, jest rowna
K2 k2 K+ E
= G :

tHa)

Na przyktad dla k = 4 otrzymamy 700 naszyjnikow.
Inne uogdlnienie polega na zwiekszeniu liczby koralikéw. Dla dziesigciu koralikow i k koloréw otrzy-
mamy wzor
K +4-k+4-k*+ K
- 10 '
Dzieje sie tak, bo w tym przypadku nasza grupa bedzie sie skladalta z przeksztalcen

#H(G)

G={id, f, f2 2 f4 10 O T L )

Punktami stalymi przeksztatcen f, f3, f7, f° sa naszyjniki jednokolorowe, przeksztalcer f2,f4, f6, f®
naszyjniki postaci:



a punkty stale przeksztalcenia f° sa nastepujace:

Y0009

Whikliwi czytelnicy zauwazyli zapewne, ze przeksztalcenie f! ma k° punktow statych, gdzie s =
NWD(l,n), a n to liczba koralikow. To pozwala nam na wyprowadzenie ogélnego wzoru na liczbe na-
szyjnikéw z n koralikami, z ktoérych kazdy moze mieé¢ jeden z k koloréw. Wyprowadzenie tego wzoru
pozostawiamy zainteresowanym czytelnikom.

Oprocz liczby roznych naszyjnikow otrzymaliSmy jeszcze dodatkowe informacje. Otoz liczba 6 jest
dzielnikiem k®+42-k+2-k?+k3, bo przeciez iloraz jest iloscig rozréznialnych naszyjnikow, a wiec jest liczba
calkowita. Pewien matematyk nazwal takie dodatkowe wnioski z twierdzen ,odpryskami”. ,,Odpryski”
same w sobie moga stanowi¢ ciekawe fakty lub czasem interesujace zadania. Inny matematyk stwierdzit,
ze o wartodci twierdzenia $wiadczy liczba takich ,jodpryskéow”, im ich jest wiecej, tym twierdzenie jest
wazniejsze. A jesli wérod ,odpryskow” sa inne znane z literatury twierdzenia, to twierdzenie jest tym
bardziej wartosciowe.

Zobaczmy, co mozemy uzyskaé¢ z naszego lematu. Przyjmijmy, ze p jest dowolna liczba pierwsza, a
k dowolna dodatnia liczba caltkowita. Tworzymy naszyjniki z p koralikéw o k roznych kolorach. Nasza
grupa sklada sie z przeksztalceri id, f, f2,..., fP~!. Poniewaz p jest liczba pierwsza, to NWD(I,p) = 1 dla
wszystkich [ takich, ze 0 < [ < p. To oznacza, ze przeksztalcenia f, f2,..., fP~! maja charakter réwny k,
a td ma charakter kP. Zatem liczba réznych orbit jest rowna

K+ (p—1)-k kP — k
:L:k-k )

tH(G) ’ ’

Otrzymujemy stad wniosek, ze liczba pierwsza p jest dzielnikiem liczby kP — k dla dowolnej liczby natu-
ralnej k. A ten fakt jest znany jako Mate Twierdzenie Fermata®.

6. Dodatkowe przeksztalcenia

Spostrzegawczy obserwatorzy zauwaza, ze trzeba uwzglednié¢ jeszcze jedna mozliwosé. Naszyjnik mo-
zemy obréci¢é w przestrzeni. Na przyktad

5Latwo mozna tez to uogoélnié¢ na przypadek gdy k < 0.
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9999 @

Ten ruch oznaczymy przez s.

Zeby skorzystac¢ z lematu Cauchy’ego-Frobeniusa-Burnside’a musimy uzupelni¢ zbior przeksztalcen
tak aby byla spelniona pierwsza zasada kazdej grupy. W tym celu zmodyfikujmy nasze zadanie. Zamiast
umieszczaé koraliki na okragtej zyltce, bedziemy je umieszczaé w wierzcholtkach szesciokata foremnego:

kg kl
’{)5 k2

ka k3

Wtedy przeksztalcenie f odpowiadajace przesunieciu pierwszej wspolrzednej na koniec odpowiada

obrotowi woko! érodka szesciokata o kat 60°.
’{)1 kz
kz B <:> k3
ks ka

Pozostale przeksztatcenia f2, 3, f4, f5 odpowiadaja obrotom o katy 120°,180°,240°, 300°.
Natomiast s odpowiada symetrii wzgledem symetralnej boku kgk; .

ke k1

ka k3

kl k'l k6




Wyznaczymy teraz grupe, w sktad ktorej wchodza przeksztalcenia id, f, f2, f3, f4, f° oraz s. Przyj-
rzyjmy sie, jakie przeksztalcenie otrzymamy, wykonujac kolejno ruch s, a potem f:

k1 k1 kc k‘(, k5

ks + ko > > k1 ka

ko ks

Przeksztalcenie, ktoére otrzymalismy jest symetria wzgledem prostej przechodzacej przez wierzcholtki
kG i kg:

ke k1 ke ks

sf

k4 kg k'2 kS

W podobny sposéb, analizujac wszystkie mozliwosci, dochodzimy do wniosku, ze grupa wszystkich
przeksztalcen sklada sie z szeSciu obrotow id, f, 2, f2, f4, f2 o katy 0°,60°,120°, 180°,240°, 300° oraz
szeéciu symetrii s, sf, sf2, sf3, sf4, sf5. Na ponizszym rysunku zaznaczone sa osie tych szeéciu symetrii.

Przeksztaltcenia, o ktérych tu mowa, sg izometriami ptaszczyzny nie zmieniajacymi potozenia szescio-
kata. Czytelnikow zainteresowanych izometriami odsytamy do ksiazki [3]. Z wlasnosci izometrii wynika,
ze w naszej grupie nie ma innych przeksztalcen oprocz tych wymienionych.

Charaktery obrotéw zostaly juz policzone wezesniej. Obliczymy teraz charaktery symetrii. Symetrie
dzielg sie na dwa rodzaje. Symetriami pierwszego rodzaju sa symetrie, ktorych osie przechodzg przez
érodki naprzeciwleglych bokéw. Do nich nalezg s,sf?,sf*. Osiami symetrii drugiego rodzaju sa pro-
ste przechodzace przez naprzeciwlegle wierzcholki. Do nich naleza symetrie sf, sf3, sf°. Symetrie tego
samego rodzaju maja réwne charaktery.

Przypatrzmy sie punktom stalym symetrii pierwszego rodzaju:
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Wiynika stad, ze jesli uzywamy k koloréw, to x(s) = x(sf?) = x(sf*) = k3.
Punkty stale symetrii drugiego rodzaju sa nastepujace:

Zatem charaktery tych symetrii wynosza x(sf) = x(sf?) = x(sf°) = k*.
Teraz, korzystajac z lematu Caucgy-Frobeniusa-Burnside’a, obliczymy liczbe orbit, czyli rozroznial-
nych naszyjnikow:

B+2 E+2 B2+Ek3+3-k2+3 k4
tHG) = 5 :

Dla k = 3 koloréw otrzymujemy 92 rézne naszyjniki.
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