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Wyznaczanie asymptot wykreséw funkcji

Streszczenie. Tematem artykutu sg asymptoty wykreséw funkcji jednej zmiennej rzeczywi-
stej. Opracowanie przeznaczone jest przede wszystkim dla studentéw pierwszego roku studiéw in-
zynierskich. Artykul wymaga znajomosci pojeé granicy funkcji jednej zmiennej, ciaglosci funkcji,
rodzajow nieciaglosci oraz umiejetnosci wyznaczania granic. W niniejszym tekscie przedstawiono
podstawowe definicje i twierdzenia dotyczace asymptot, ktére zilustrowano na przykltadach. Na
konicu artykutu zamieszczono zadania do samodzielnego rozwigzania.

Stowa kluczowe: asymptota pionowa, asymptota ukosna, asymptota pozioma, granica funkcji,
ciggltos¢ funkcji, wykres funkcji.

1. Wstep

Umiejetno$¢é wyznaczania asymptot pomaga w sporzadzeniu wykresow funkcji. Wykresy stuza do
graficznego, pogladowego przedstawienia zaleznosci miedzy réznymi wielkociami. Na podstawie wykre-
su mozna szybko okresli¢ wiele wtasnosci funkcji, takich jak monotonicznosé, najmniejsza i najwieksza
wartosé (jesli funkcja je posiada), wypuklosé ku gorze, wypuktosé ku dotowi.

Dla scharakteryzowania przebiegu funkcji wazne jest zbadanie, jak zachowuje sie wykres funkcji, gdy
odlegtosci jego punktéw od poczatku uktadu wzrastaja nieograniczenie. Interesujace jest réwniez zacho-
wanie wykresu funkcji w sasiedztwie punktéw, ktére nie naleza do dziedziny danej funkeji i jednoczesnie
sa punktami skupienia tej dziedziny.

Wyznaczanie asymptot wiaze sie z obliczaniem pewnych granic (warto przeczyta¢ np. artykut [4]).

2. Podstawowe definicje i twierdzenia

2.1. Asymptota pionowa

Prosta o réwnaniu & = xg moze byé¢ asymptota pionowa lewostronna (rys. 1), prawostronna (rys. 2)
lub obustronna (rys. 31 4) krzywej y = f(z), gdzie f jest pewna funkcja.
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Definicja 1. Prosta o réwnaniu
Tr = To

jest asymptotq pionowq lewostronng krzywej y = f(x), jezeli granica lewostronna funkcji f w punkcie x
jest niewtaSciwa, czyli gdy

lim f(x) =400 lub lim f(x) = —o0. (1)

134)(130 I*}IO

lim f(z) =yo

+
Ty

lim f(z) =400

z—T,

Yo

i
lim f(z) = yo ('?/ y

—
Tz,

lim f(z)=—o0

sz
T,

Rysunek 1. Przyklady asymptot pionowych lewostronnych o réwnaniu x = zo

Definicja 2. Prosta o rownaniu
r = X9

jest asymptotq pionowq prawostronng krzywej y = f(x), jezeli granica prawostronna funkcji f w punkcie
xq jest niewtasciwa, czyli gdy

lim f(z) =+o0 lub lim f(z) = —o0. (2)
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Rysunek 2. Przyklady asymptot pionowych prawostronnych o réwnaniu z = x¢
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Definicja 3. Prosta x = xq jest asymptotq pionowq obustronng krzywej y = f(x), jezeli jest jednoczesnie
asymptotq lewostronng i prawostronng tej krzywej.

S
=
=
=

d !
lim f(z)=—o00 | |
lim f(z)=—o0| | I
z—al ! !
0 I I
I |
| |
! 1Z0 z
170 z |
} lim f(z) = —o0 |
i sz !
I
! lim f(z)=+oc0 !
TG |
|

Rysunek 3. Przyklady asymptot pionowych obustronnych o réwnaniu x = xo
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Rysunek 4. Przyklady asymptot pionowych obustronnych o réwnaniu x = xo

Fakt 1

Wykres funkcji f moze mie¢ asymptoty pionowe jedynie w punktach nieciaglosci II rodzaju tej
funkcji.

Fakt 2

Jezeli funkcja jest ciagla w R, to jej wykres nie ma asymptot pionowych.
Jezeli funkcja jest ciagla, ale jej dziedzing nie jest zbior liczb R, to wykres tej funkcji moze mieé
asymptoty pionowe.
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Przyktad 1. Krzywa y = Ilnx (przedstawiona na rys. 5) posiada asymptote pionowa prawostronng

o réwnaniu x = 0, poniewaz

lim Inz = —oo0.
z—0t
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Rysunek 5. Krzywa y = Inx i jej asymptota pionowa prawostronna o réwnaniu x = 0

Zwr6émy uwage, ze jesli rysujemy wykresy za pomoca programéw komputerowych, to nasza krzywa
moze zlewa¢ sie z asymptota i nalezy by¢ §wiadomym faktu, ze w rzeczywistosci krzywa nie dotyka osi
rzednych (OY), jednak odlegtosé miedzy krzywa a asymptota jest tak mata, ze na sporzadzonym wykresie
widocznym na rys. 5a styka sie z osig OY'; przy zmianie zakresu zmiennych o§ OY nie dotyka wykresu,
co ilustruje rysunek 5b.

Wykres funkcji wymiernej zapisanej w postaci nieskracalnego ulamka y = L((wm) , gdzie L'i M sa

wielomianami, posiada asymptoty pionowe o réwnaniu x = g, gdzie M (xg)

Przyklad 2. W celu zilustrowania faktu 3 rozpatrzmy funkcje wymierna postaci

r—1
r+1

y:

Funkcja wymierna jest w postaci utamka nieskracalnego, a jej dziedzina jest zbior R\ {—1}.
Obliczmy nastepujace granice:

I r—1 -2

im =|—|=-
e+ + 1 |0F oo
r—1 [—2

Whioskujemy wiec, ze prosta o rOwnaniu x = —1 jest asymptota pionowa obustronng rozpatrywanej
krzywej (krzywa przedstawiono na rys. 6).

Uwaga 1. W rozpatrywanych przykladach zamieszczono wykresy analizowanych funkcji, aby ulatwié
czytelnikowi zrozumienie omawianych zagadnien. Nalezy tutaj jednak podkreslié, ze znajomosé samych
asymptot czesto bywa niewystarczajaca do sporzadzenia poprawnego szkicu wykresu funkcji.
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Rysunek 6. Wykres krzywej y = iJr 1

i jej asymptota pionowa o réwnaniu x = —1

Przyklad 3. Rozpatrzmy nastepujaca funkcje wymierng

x—1
x3—8

fz) =

Funkcja wymierna jest w postaci utamka nieskracalnego, a jej dziedzing jest zbior R\ {2}.
Wyznaczymy nastepujace granice:

I x—1 1 n
1m = |—| = o0
z—2t 13 — 8 o+ ’

I z—1 1
im ——=|—| = —o0.
z—2- 23 — 8 0~

Whnioskujemy wiec, ze prosta o rownaniu x = 2 jest asymptota pionowa wykresu rozpatrywanej funkeji

wymiernej, co mozemy zobaczy¢ na rysunku 7. Zwrdéémy uwage, ze wykres badanej funkcji zlewa sie
z asymptota o rOwnaniu x = 2.

2z

Rysunek 7. Wykres funkcji y = ;3 —

3 1 jego asymptota pionowa o réwnaniu z = 2
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Przyklad 4. Znajdziemy asymptoty pionowe wykresu funkcji

sin 2x

f(x)zm-

Dziedzing rozpatrywanej funkcji jest zbior R\ {0, 3}. Jej wykres moze mie¢ tylko dwie asymptoty pionowe
(o réwnaniach x = 0, = 3), poniewaz funkcja ma tylko dwa punkty niecigglosci: 0 i 3. Aby zbadaé
rodzaje niecigglosci, obliczymy nastepujace granice:

1m ———— = 11

sin 2z . sin2x [8] . 2cos2x 2 2
m-——— = lim —— =
z—0 J;(J; — 3) 2022 —3x H -0 2z — 3

sin 2x sin 6
im = = —00
=3+ z(z — 3) 0+ ’

lim

eo3- x(x —3)

sin 2z {Sin 6}

Whnioskujemy, ze wykres tej funkcji nie ma asymptoty pionowej x = 0, poniewaz granica funkcji przy z — 0
jest wlasciwa (w punkcie 0 funkcja ma niecigglo$é usuwalna). Istnieje asymptota pionowa obustronna
o rownaniu x = 3 (wykres przedstawiono na rys. 8).

Rysunek 8. Wykres funkcji y = _sin2z_
z(x — 3)

i jego asymptota pionowa o réwnaniu z = 2

Przyklad 5. Wyznaczymy asymptoty pionowe wykresu funkcji

22 dla z>1

fz) =

dla x < 1.

T —

Funkgji jest okreslona na calym zbiorze R. Zwr6émy uwage, ze funkcja moze by¢ nieciggta tylko w punkcie
zo = 1. Wnioskujemy wiec, ze moze istnie¢ asymptota pionowa.
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Wyznaczamy nastepujace granice:

lim f(z)= lim z® =1,
z—1+t f( ) z—1+t

lim f(z) = lim —— = {1} - .

r—1— z—=1-x — 1 o 0~
Wykres funkcji ma asymptote pionowa lewostronng o rownaniu z = 1, poniewaz granica lewostronna

funkcji f w punkcie g = 1 jest niewlasciwa. Zauwazmy ponadto, ze analizowana funkcja jest w punkcie
xog = 1 prawostronnie ciagla, gdyz f(1) =1= lim+ f(z) (wykres przedstawiono na rys. 9).
z—1

Rysunek 9. Wykres funkcji z przyktadu 5 i jego lewostronna asymptota pionowa o réwnaniu = 1

2.2. Asymptota ukoéna, czyli pochyla

Definicja 4. Prosta o réwnaniu y = ax + b jest asymptotq ukosng krzywej o réwnaniv y = f(x) wtedy
i tylko wtedy, gdy

lim [f(z) — (ax+b)] =0

r——+00

lub
lim [f(z)— (ax+0)] =0.
T—r—00
Jezeli jest spelniony pierwszy z powyzszych warunkéw, to méwimy, ze prosta y = ax—+0b jest asymptota
uko$na w +oo (lub prawostronna) krzywej y = f(x).
Jezeli jest spelniony drugi warunek, to prosta y = az + b nazywamy asymptota ukosng w —oo (lub
lewostronna) krzywej y = f(x).

Warunki w definicji 4 oznaczaja, ze odlegtoéci punktow krzywej i prostej o tej samej odcietej daza
do zera, gdy x dazy do +oo lub —oo. Inaczej mowiac, prosta jest asymptota ukosna wykresu funkcji
w 400 (—00), gdy wykres tej funkcji dla argumentoéw lezacych ,blisko” +00 (—o0) praktycznie pokrywa
sie z ta prosta. Omawiang sytuacje przedstawiono na rysunkach 10 i 11.
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Rysunek 10. Przyktady asymptot ukosnych:
a) asymptota ukosna w —oo (wykres funkcji — kolor czerwony, asymptota — kolor zielony)
b) asymptota ukoéna w +oo (wykres funkcji — kolor czerwony, asymptota — kolor zielony)

Rysunek 11. Przyktady asymptot uko$nych zar6wno w +oo, jak i w —oo (wykres funkcji — kolor czerwony,
asymptota — kolor zielony)

Przyklad 6. Rozwazmy funkcje liniowa f(z) = 2x + 1, ktorej dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych
(Dy = R). Bezposrednio z definicji zauwazamy, ze prosta y = 2z + 1 jest asymptota ukosng wykresu tej
funkcji (zaréwno w +o0, jaki w —o0), poniewaz:

lim [f(z) - (az +b)] =

lim 22+1—(2z+1)]= lim 0=0.
z—+o0 z—+oo z—too

Zatem w przypadku funkcji liniowej jej wykres i asymptota uko$na pokrywaja sie.

Asymptota uko$na moze przecinaé¢ wykres funkcji nieskoriczenie wiele razy.

Znalezienie asymptot uko$nych nie zawsze jest tak tatwe jak w przyktadzie 6. Czesto korzystamy
z nastepujacego twierdzenia.
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Twierdzenie 1. Wykres funkcji f ma asymptote ukosng

o w +oo wtedy i tylko wtedy, gdy

lim M:0L i lim (f(z) —az) =0,

r—4o0 X r—+00
e w —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f—:a i lim (f(z) —ax)=0.

r——00 I T——00
Jeseli ) O . . . flx) ; . : L )
ezeli wspolezynnik a = 0, czyli granica lim “——= = 0, za$ granica lim f(x) = b jest skoriczona,
r—+oo T T— 400
to moéwimy o szczegbdlnym przypadku asymptoty ukos$nej, zwanej asymptota pozioma o réwnaniu y = b

x .
w +o0o. W przypadku gdy wspélczynnik a = 0, czyli granica lim M = 0 oraz istnieje skoriczona
r——00 I
granica lim f(x) = b, to méwimy o szczegdlnym przypadku asymptoty ukosnej, czyli asymptocie
xr—r—00

poziomej o rownaniu y = b w —oo. Na rys. 12 przedstawione zostaly asymptoty poziome.
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Yo

1i =
lim  f(z) =vo

x

Rysunek 12. Przyklady asymptot poziomych (wykres funkcji — kolor czerwony, asymptota — kolor zielony):
a) asymptota pozioma o rownaniu y = 0 zaréwno w 400, jak i w —o0,
b) asymptota pozioma o rownaniu y = 1 w +o0

Przyklad 7. ZnajdZzmy asymptoty ukosne wykresu funkcji

sinx

flz)y=2+

xT

Dziedzing tej jest zbior liczb R\ {0}. Szukamy asymptot ukosnych. W tym celu obliczamy granice:

(2+Sinx>
2 si 2 sinz 1
im L o T gy (+S”””): lim <+m.):0+1-0:0:a,

r—+oco I r—rFo0o x rz—+too \ & a:2 rz—+oo \ T x x

lim (f(z) —ax)= lim <2—|—Sh;x—0>:2:b.

rz—too r—too
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sinx
Wykres funkcji y = 2 + —— ma asymptote pozioma o rownaniu y = 2 zaréwno w +o0, jak i w —o0.
x
Wykres przedstawiono na rys. 13.

B N

Rysunek 13. Wykres funkcji y = 2 + 22 i jego asymptota pozioma o réwnaniu y = 2

x

3. Wybrane funkcje elementarne i ich asymptoty

W rozdziale tym oméwimy wykresy wybranych funkcji elementarnych z ich asymptotami. Na poczatku
przypomnimy definicje funkcji elementarnych.

Definicja 5. Do klasy funkcji elementarnych nalezg nastepujace funkcje:
o funkcje state f(x) =c,
e funkcja tozsamosciowa (identycznosé) f(z) = x,
o funkcje wyktadnicze,
o funkcje logarytmiczne,
o funkcje trygonometryczne

e oraz wszystkie funkcje, ktére mozna uzyskaé z powyzszych poprzez (skoniczenie wiele razy wykony-
wane) operacje: dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia, odwracania i sktadania funkcji.

Funkcje wykladnicze
Wykres funkcji wykltadniczej (f(z) = a*, gdzie a > 01 a # 1) ma:

e asymptote poziomg prawostronna (w +o00) o réwnaniu y =0, gdy 0 < a < 1 (rys. 14a),

e asymptote pozioma lewostronng (w —oo) o rownaniu y = 0, gdy a > 1 (rys. 14b).
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a) b)
y Y
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1 —//](
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Rysunek 14. Wykres funkcji wykladniczej
a) o rownaniu f(z) = a® dla 0 < a < 1 posiada asymptote pozioma o réwnaniu y = 0 w 400,
b) o réwnaniu f(z) = a® dla a > 1 posiada asymptote pozioma o réwnaniu y = 0 w —o0.

Wykresy te nie majg asymptot pionowych, bo wszystkie funkcje wykltadnicze sg ciagle i okreslone na
zbiorze R.

Funkcje logarytmiczne

Wykres funkeji logarytmicznej (f(z) = log,z, gdzie p > 0, p # 11 2 > 0) posiada asymptote
pionowa prawostronng o réwnaniu z = 0. Wykresy funkcji logarytmicznych w zaleznosci od podstawy
przedstawiaja rysunki 15a oraz 15b.

a) b)

=1
y=log,z vz g

dla0<p<1 dlap>1

1/
1\ z

Rysunek 15. Wykres funkcji logarytmicznej
a) o rownaniu f(z) = log, z dla 0 < p < 1 ma asymptote pionowa prawostronng o rownaniu x = 0,
b) o réwnaniu f(x) = log, « dla p > 1 ma asymptote pionowa prawostronng o réwnaniu x = 0.

Funkcje trygonometryczne

Wykresy funkcji f(x) = sina oraz f(x) = cosz nie maja asymptot. Wykres funkcji f(x) = tgz
ma nieskoriczenie wiele asymptot pionowych obustronnych o réwnaniach x = 3 + kw, gdzie k € Z
(rys. 16a). Z kolei wykres funkcji f(z) = ctg 2z ma nieskoriczenie wiele asymptot pionowych obustronnych
o rownaniach x = km, gdzie k € Z (rys. 16b).
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a) b)

— 8y

Rysunek 16. Wykres funkcji trygonometrycznej
a) f(z) = tgx posiada asymptoty pionowe o réwnaniu z = § + km, k € C,
b) f(z) = ctgz posiada asymptoty pionowe o rownaniu = = kr, gdzie k € C.

Funkcje cyklometryczne

Wykresy funkcji f(x) = arcsinz oraz f(x) = arccosz nie maja asymptot. Wykres funkcji f(x) =

arctgx ma dwie asymptoty poziome: prawostronng (tzn. w 4+00) o réwnaniu y = g oraz lewostronng

Z (rys. 17a). Wykres funkcji f(x) = arc ctgz ma réwniez dwie asymptoty

2
poziome: prawostronng o rownaniu y = 0 oraz lewostronng o rownaniu y = 7w (rys. 17b).

(tzn. w —o0) o rownaniu y = —

a) b)

Lo ﬁ&

X

Rysunek 17. Wykresy funkcji cyklometrycznych
a) f(z) = arctgz ma asymptoty poziome o réwnaniach y = § oraz y = — 7,
b) f(z) = arc ctg xz ma asymptoty poziome o rownaniach y =01y = 7.
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4. Przyklady

W jaki sposob wyznaczamy asymptoty? Mozna zastosowaé ponizszy algorytm.
Krok 1. Wyznaczamy dziedzine funkc;ji.

Krok 2. Poszukujemy asymptot pionowych (zwracamy szczegolnag uwage na dziedzine i ciaglo$¢ rozpa-
trywanej funkcji).

Krok 3. Wyznaczamy asymptoty ukosne, nie poszukujemy osobno asymptot poziomych. Asymptota po-
zioma jest szczeg6lnym przypadkiem asymptoty ukosnej. Jesli wspotczynnik a = 0 i b jest stala,
otrzymamy asymptote pozioma y = b.

Uwaga 2. W przypadku niektorych funkeji widzimy, ze ich granica w +00 (—00) jest granica wlasciwa.
Wowczas wnioskujemy, ze krzywa ma asymptote pozioma w +oo (—oo) i nie ma koniecznosci liczenia

wspoélczynnika a, ktory i tak bedzie réwny O.

Uwaga 3. Jezeli dziedzina funkcji jest ograniczona z gory, to wykres tej funkcji na pewno nie ma asympto-
ty uko$nej/poziomej prawostronnej. Jezeli dziedzina funkcji jest ograniczona z dotu, to wykres tej funkeji

na pewno nie ma asymptoty ukosnej/poziomej lewostronnej.

2
—4
Przyklad 8. Wyznaczmy asymptoty krzywej y = 5637_“
x
. . 1 . . $2 - 4 . . . .
Rozpoczynamy od dziedziny' naszej funkcji f(z) = BT Mamy tutaj nastepujace zaltozenie:
x
23 +1#0,
xS # _1a
x# -1

Zatem Dy =R\ {-1}.
Zwroémy uwage, ze jest to ulamek nieskracalny. Z faktu 3 wnioskujemy, ze krzywa y = f(x) ma tylko
jedna asymptote pionowa, tzn. prostg o rownaniu x = —1. Rzeczywiscie granice jednostronne funkcji f

w punkcie —1 sa niewltasciwe:

. x?—4 -3
lim ——=|—| = +o0.
a——1- 23+ 1

Wykres funkcji ma asymptote pionowa o réwnaniu x = —1. Jest to jedyna asymptota pionowa wykresu

analizowanej funkcji, poniewaz w przypadku wykresu funkcji wymiernej asymptoty pionowe wystepuja
tylko w miejscach zerowych mianownika (zob. fakt 3).

1 Warto zajrze¢ np. do [5].
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Szukamy nastepnie asymptot ukosnych. W tym celu obliczamy nastepujace granice:

24

o f@) = . xi—4 . 2 (1-%) B
lim = lim = lim —— lim — %5 =

z—+00 X z—+oo I z—+oo 4 + :E—H—OO@/Q (1 + T)

o 1 . ’
= lim 7El = [} =0, wiec a; =0
=) Lo

oraz
. 2® —4 (1- )
zEIJIrloo[f(x) _&133] _mkrfoo‘f(m) :mﬁ+oo$3+1 _ZHJFOO@/@, (1+?13) =
(1- %) 1
= lim = =0, wiec by =0
Obliczmy jeszcze granice dla z — —oo:
f(z) Z =4 2 —4
lim = lim = = lim ——— =0, wiec ay=0
r——00 I r——00 I rz——o0 T* 4+ I
oraz
I = i ~ o 24y iec by =0
migloo [f(x) N CLQCE] o x;rzloof(x) o a:;rzloo 3737—}—1 - wiee 2=

Stwierdzamy, ze wykres funkcji posiada asymptote pozioma o réwnaniu y = 0 zaréwno w 400, jak i w —oo.
Wykres funkcji mozemy zobaczy¢ na rys. 18.

-1 T

2

Rysunek 18. Wykres funkcji y = z

Pl i jego asymptota pionowa o réwnaniu x = —1 oraz pozioma obustronna
x

o réwnaniu y =0

Whniosek 1. Wykresy funkcji wymiernych wtasciwych majg asymptoty pionowe w miejscach zerowych
mianownika oraz asymptote poziomgq obustronng y = 0.
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2+ 1

x—2
2

Przyklad 9. Wyznaczmy asymptoty krzywej y =

Zajmiemy sie najpierw dziedzing naszej funkcji f(z) = :c

1
5" Przyjmujemy nastepujace zalozenie:

x—2#0,
T # 2.
Otrzymujemy wiec, ze Dy = R\ {2}.

Zwroémy uwage, ze jest to funkcja wymierna. Z faktu 3 wnioskujemy, ze krzywa y = f(z) ma tylko jedna
asymptote pionows, tzn. prosta o rownaniu z = 2. Obliczamy nastepujace granice:

im
z—2+ T — 2 0t

22 +1 {5}
= | — :+007

I 22 +1 5

im =|—| =—o0.
z—2- T — 2 0—

Obie granice sg niewlasciwe, wiec wykres funkcji posiada asymptote pionowg obustronng o réwnaniu

x = 2. Jest to jedyna asymptota pionowa rozpatrywanej krzywej (zob. fakt 3).

Przechodzimy do wyznaczenia asymptot uko$nych. W tym celu obliczamy nastepujace granice:

2 ¢2 1+i
fl@) ﬂ:}li ) ?+1 ) . B
lim = lim = lim ———= lim ———% =1, wiec a=1
z—+too I z—+oo I zotoo 2 — 2 w—too 2
()
oraz
241 . 2241 —2242 . 2z + 1
xkffoo[f@)—aﬂ—zk&lm(x_gﬂ)ﬂk&loo o2 LB Lo T

Whnioskujemy, ze wykres analizowanej funkcji posiada asymptote ukosng o rownaniu y = x + 2 zaréwno
w +00, jak i w —oo. Wykres funkcji mozemy zobaczy¢ na rys. 19.

y o\

2

1
Rysunek 19. Wykres funkcji f(z) = Zj—2

i jego asymptota pionowa obustronna o réwnaniu x = 2 oraz ukos$na
o réwnaniu y = x + 2
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Przyklad 10. Znajdziemy asymptoty krzywej y = L

Inz’
Wyznaczmy dziedzine badanej funkcji f(z) = li Przyjmujemy nastepujace zalozenia:
nx
(1) x>0,

(2) Inx # 0, x # 1.

Otrzymujemy wiec, ze Dy = (0,1) U (1, +00).
7 uwagi na dziedzine stwierdzamy, ze moze istnie¢ asymptota pionowa prawostronna z = 0 oraz pionowa
x = 1, poniewaz jedynymi punktami nieciaglosci sa 01 1.

Obliczamy nastepujace granice:

0} = lim x- 1 =0-0=0,

im — = —_
z—0+ Inx —00 z—0+ Inx

T 1 . T 1
m :[]:—i—oo, lim :[]:—oo.

i
z—1+ Inx 0t z—1- Inzx

Z obliczen wynika, ze wykres funkcji nie ma asymptoty pionowej lewostronnej o rownaniu = = 0, poniewaz
granica przy x — 07 istnieje i jest skoriczona (réwna 0). Wykres analizowanej funkcji posiada asymptote
pionowg obustronng o réwnaniu z = 1.

Przechodzimy do wyznaczenia asymptot uko$nych. W tym celu obliczamy nastepujace granice:

T 1 1
im 29 g BE oy —E o L L 20 wiee a—o0
z4oo 1 r—+oo I z—too flnx  z—+4oo Inx 00
. S ) R I
oraz  lim [f(z) —ax]= lim — = lim + = lim z = +4oo.
r——+00 T—>+00 lnx H x—+oc0 P xr——+00

Obliczajgc powyzsza granice skorzystaliémy z reguty de ’'Hospitala?, co oznaczylismy literks H. Mozemy
stwierdzi¢ brak asymptoty ukos$nej. Wykres funkcji przedstawia rys. 20.

Uwaga 4. Zwr6émy uwage, ze jezeli a = 0, to nie mozemy natychmiast stwierdzi¢, ze krzywa ma asymp-
tote pozioma, poniewaz musi istnie¢ jeszcze b.

Rysunek 20. Wykres funkcji y = i jego asymptota pionowa o réwnaniu x =1 .

T
Inx

2 Regula de PHospitala omowiona zostala w literaturze, np. w pozycji [3] na s. 132-136
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Przyklad 11. Wyznaczymy asymptoty krzywej y = zew.

Dziedzing badanej funkcji f(z) = ze> jest zbior R\ {0}.

Z uwagi na dziedzine stwierdzamy, ze moze istnieé¢ tylko jedna asymptota pionowa x = 0.
Wyliczamy nastepujace granice:

. et [=] ex (1) ,
lim ze¥ =[0-00] = lim — =" lim — = lim e* = o0,
z—0t z—0+t > H z—0+ (%) z—0t
lim zer =[0-0] =0,
z—0~
poniewaz lim e* = [e+°°] =+o00, lim ex = [e OO] =0
z—0t z—0~

Z przeprowadzonych obliczert wynika, ze prosta o réwnaniu = = 0 jest asymptota pionowa prawostronng
wykresu rozpatrywanej funkcji.

Przechodzimy nastepnie do wyznaczenia asymptot ukosnych. W tym celu obliczamy kolejne granice:

1
lim M = lim 250 = lim eF = [eo] =1, wige a; =1
Tr—+00 xX r—r+00 r—r+00
oraz
I —az] = i (%_>: — o] = i (%_1): 0] =
Jm [f(z) — a1a] z_{I_il_loo1 xe , x [00 — 0] Jim (e [0o - 0]
112 ew
= lim T [é] lim (%) = lim €7 = (] =1, wiec by = 1.
T—400 > H z—+4oc0 (%) xr——+00

Asymptota uko$na prawostronna analizowanej krzywej ma réwnanie y = z 4+ 1. Czy istnieje asymptota
ukosna lewostronna? Obliczmy granice:

-

T A TR AR er =[] =1, wiec as=1,
T——00 I z——o00 4 T——00

(e = (s —3) =[xl = (1) =
. er—11[8]
= lim

1 /
T = 61(%) = [eo] =1, wiec by =1.
T——00 P H x——o00 (%) T——00

1
T

im = lim e= =

Stwierdzamy istnienie asymptoty ukosnej lewostronnej o rownaniu y = x+ 1. Ostatecznie prostay = z+1
jest asymptota uko$ng obustronng. Na rysunku 21 przedstawiono wykres badanej funkcji.

L7

Rysunek 21. Wykres funkcji f(z) = zer 1 jego asymptota pionowa prawostronna o réwnaniu = 0 oraz asymptota
ukosna o réwnaniu y =z + 1.
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T

V1—422

. Mamy tutaj nastepujace zaltozenia:

Przyklad 12. Wyznaczymy asymptoty krzywej y =
x

V1 — 422

(1) V1I—42% #£0,
(2) 1—422>0,

Okreslmy dziedzine funkcji f(z) =

wiec
1— 422 >0,
(1—-2z)-(1+2z) >0,

L1t
xr 2,2 .

Dziedzing badanej funkcji jest zbior Dy = (-3, 3).

7 uwagi na dziedzine stwierdzamy, ze moga istnie¢ dwie asymptoty pionowe: prawostronna o réwnaniu

Tr = —% oraz lewostronna o rownaniu x = %

Obliczamy nastepujace granice:

. 1
lim ——— = | 2| = —00,
w—>—%+ \/].—41'2 |:0+:|
lim * = [ % } = +4o00
w—)%7 \/174932 O+ '
Wynika stad, ze istnieja asymptoty pionowe: prawostronna o réwnaniu z = —% oraz lewostronna o row-

naniu x = % (rys. 22). Nie wyznaczamy asymptot ukosnych wykresu tej funkeji, poniewaz granice funkcji
przy & — +00 oraz £ — —oo nie maja sensu (dziedzina funkcji jest zbiorem ograniczonym).

Y

—-0,5 0,5 7

T
Rysunek 22. Wykres funkcji f(z) = ———— i jego asymptota pionowa prawostronna o réwnaniu z = —1 oraz
V1 — 4z2 2
v 1

asymptota pionowa lewostronna z = 5
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T

V1+422

jest zbior Dy = R i jest to funkcja ciaggla, wiec jej wykres nie ma

Przyklad 13. Wyznaczymy asymptoty krzywej y =

x
Dziedzing funkcji f(z) = ———
V14 422

asymptot pionowych.

Sprawdzmy, czy istnieja asymptoty ukosne. Obliczamy najpierw granice

. flx) ) x 1 ] 1 1
lim — = lim ——-—= lim =
r—+too I r—+oo 1 + 4;52 x r—Foo 1 + 4%2 +00

Wnhioskujemy, ze moga istnieé¢ tylko asymptoty poziome. Obliczamy teraz dwie (podobne) granice:

}:O, wiec ap =as = 0.

lim f(z) = lim = lim = lim

z—+00 =400 4/1 _|_41;2 :E~>+oo | | / w—)Jroo / 2 w~>+oo /wz +4

lim f(z) = lim lim = =bs.

X
= lim —— lim
T——00 T——00 \/1+4I2 w—> OO| ‘ +4 r—— OO—JI /w2 +4 T——00 /a:2 +4 2

Obie granice sa skoriczone, czyli krzywa ma asymptote pozioma prawostronng o réwnaniu y = % oraz

lewostronna o réwnaniu y = —% (rys. 23). Jesli zauwazylibySmy wczesniej, ze funkcja f jest nieparzysta,
to nie musielibySmy liczy¢ wspotczynnika be (skoro wykres funkcji jest symetryczny wzgledem punktu
(0,0), to réwniez asymptoty sa symetryczne wzgledem tego punktu).

by
0.5
"
—0.5
x
Rysunek 23. Wykres funkcji f(z) = ——— i jego asymptoty poziome: y = — (lewostronna) i y = 1 (prawo-
V14 4x2? 2 2

stronna)
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3

Przyklad 14. Wyznaczymy asymptoty krzywej y = ——.
T — arccosx

3
Okreslmy dziedzine funkeji f(z) = — . Musimy tutaj zalozy¢, ze:
7T — arccosx
(1) WS [717 1]5
(2) m — arccosx # 0,

T # arccosz,
x # —1.

Zatem dziedzina badanej funkeji jest zbior (—1,1]. Biorac pod uwage zalozenia stwierdzamy, ze moze
istnie¢ asymptota pionowa prawostronna o réwnaniu x = —1.

Obliczamy granice:

I 3 3 n

m — = |—|=+00,

z——1+ T — arccosx 0+

Whnioskujemy, ze prosta o rownaniu z = —1 jest asymptota pionowa prawostronng rozpatrywanej krzywej.

Nie istnieja asymptoty ukosne tej funkcji, poniewaz funkcja jest okreslona tylko na przedziale (—1,1]. Na

rysunku 24 przedstawiono wykres badanej funkcji.

3/
!
T T
—1 1 T
Rysunek 24. Wykres funkcji f(z) = ———— 1 jego asymptota pionowa prawostronna o rownaniu z = —1

T — arccosxr

5. Uwagi koricowe

Podsumujmy najwazniejsze fakty.

e 7 asymptota pionowa mamy do czynienia w punktach nieciggtosci II rodzaju. Tylko w tych punktach

moga (ale nie musza) istnie¢ asymptoty pionowe.



126 E. Mateja—Losa

e Jezeli funkcja jest ciggla w R, to jej wykres nie ma asymptoty pionowe;j.

e Wykres dowolnej funkcji moze mie¢ co najwyzej jedna asymptote ukosna w +o0o i co najwyzej jedna
uko$ng w —oc.

e W przypadku gdy istnieje granica wlasciwa liIJIrl f@) =b( lim f(x) =), wykres funkcji ma
Tr—r+00 r—r — 00
asymptote pozioma w 400 (—00) 1 jest to jedyna asymptota ukosna wykresu danej funkcji (nie ma
potrzeby liczenia wspolczynnika a).

e Krzywa moze przecinaé¢ swoja asymptote uko$na nieskonczenie wiele razy, np. przechodzac z jednej
jej strony na druga (rys. 13).

e Wykres funkcji moze mieé¢ co najwyzej jeden punkt wspdlny ze swoja asymptota pionowa (rys. 9).

e Krzywa y = f(z) moze mie¢ asymptote ukosna prawostronna tylko wtedy, gdy dziedzina funkcji jest
nieograniczona z gory; analogicznie krzywa moze mie¢ asymptote ukos$ng lewostronna tylko wtedy,
gdy dziedzina funkcji jest nieograniczona z dotu.

e Nadmienmy jeszcze, ze jezeli funkcja jest parzysta lub nieparzysta i jej wykres ma asymptote
pionowa = = xg, to rOwniez ma asymptote pionowa x = —xq (rys. 16, 22). Jezeli wykres funkcji
parzystej ma asymptote ukosna o réwnaniu y = ax+b, to ma réwniez asymptote ukosna o réwnaniu
y = —ax+Db (rys. 13). Jezeli wykres funkcji nieparzystej ma asymptote ukosna o réwnaniu y = ax+b,
to ma réwniez asymptote uko$ng o rownaniu y = ax — b.

6. Przyklady do samodzielnego rozwiagzania

Zadanie 1. Wyznacz asymptoty pionowe podanych krzywych:

x? 2 In(2+x) 522
_— b = e2—=z 2 = d =
gy Jy=er+" +2, c)y P )y

a)y=

Zadanie 2. Wyznacz asymptoty uko$ne (pochyle) wykresow podanych funkcji:

r—1 z+1 2z —
a)f(%‘)zm’ b) f(z) = 5— c) f(z) = we**, d) f(z) =

22+ 1Inzx

3-8’ 3z

Zadanie 3. Wyznacz asymptoty podanych krzywych:

2 1— 3 :
a)y:,/i;vﬁ7 b)y:ﬁ, c)y:2x+812x, d) y =3z arctgz.
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Odpowiedz 1. Asymptoty pionowe:

a) x =2, r= -2, b) prawostronna x = —/2, lewostronna = /2,

¢) prawostronna x = —2, pionowa z = 0, d)z =1, r=-—1.
Odpowiedz 2. Asymptoty uko$ne:

a) pozioma y = 1 dla  — %00, b) pozioma y = 0 dla x — +o0,
¢) pozioma y = 0 dla x — —o0, d) ukosna y = %x, dla z — oo.
Odpowiedz 3. Asymptoty:

a) pionowa prawostronna x = —1,
b) brak asymptot,

¢) ukosna y = 2z,

3 3
d)ukoéney:—?wx—?)dlam—)—ooorazy:?ﬂx—3dlam—>oo.
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