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Wyznaczanie asymptot wykresów funkcji

Streszczenie. Tematem artykuªu s¡ asymptoty wykresów funkcji jednej zmiennej rzeczywi-
stej. Opracowanie przeznaczone jest przede wszystkim dla studentów pierwszego roku studiów in-
»ynierskich. Artykuª wymaga znajomo±ci poj¦¢ granicy funkcji jednej zmiennej, ci¡gªo±ci funkcji,
rodzajów nieci¡gªo±ci oraz umiej¦tno±ci wyznaczania granic. W niniejszym tek±cie przedstawiono
podstawowe de�nicje i twierdzenia dotycz¡ce asymptot, które zilustrowano na przykªadach. Na
ko«cu artykuªu zamieszczono zadania do samodzielnego rozwi¡zania.

Sªowa kluczowe: asymptota pionowa, asymptota uko±na, asymptota pozioma, granica funkcji,
ci¡gªo±¢ funkcji, wykres funkcji.

1.Wst¦p

Umiej¦tno±¢ wyznaczania asymptot pomaga w sporz¡dzeniu wykresów funkcji. Wykresy sªu»¡ do

gra�cznego, pogl¡dowego przedstawienia zale»no±ci mi¦dzy ró»nymi wielko±ciami. Na podstawie wykre-

su mo»na szybko okre±li¢ wiele wªasno±ci funkcji, takich jak monotoniczno±¢, najmniejsz¡ i najwi¦ksza

warto±¢ (je±li funkcja je posiada), wypukªo±¢ ku górze, wypukªo±¢ ku doªowi.

Dla scharakteryzowania przebiegu funkcji wa»ne jest zbadanie, jak zachowuje si¦ wykres funkcji, gdy

odlegªo±ci jego punktów od pocz¡tku ukªadu wzrastaj¡ nieograniczenie. Interesuj¡ce jest równie» zacho-

wanie wykresu funkcji w s¡siedztwie punktów, które nie nale»¡ do dziedziny danej funkcji i jednocze±nie

s¡ punktami skupienia tej dziedziny.

Wyznaczanie asymptot wi¡»e si¦ z obliczaniem pewnych granic (warto przeczyta¢ np. artykuª [4]).

2. Podstawowe de�nicje i twierdzenia

2.1. Asymptota pionowa

Prosta o równaniu x = x0 mo»e by¢ asymptot¡ pionow¡ lewostronn¡ (rys. 1), prawostronn¡ (rys. 2)

lub obustronn¡ (rys. 3 i 4) krzywej y = f(x), gdzie f jest pewn¡ funkcj¡.
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De�nicja 1. Prosta o równaniu

x = x0

jest asymptot¡ pionow¡ lewostronn¡ krzywej y = f(x), je»eli granica lewostronna funkcji f w punkcie x0

jest niewªa±ciwa, czyli gdy

lim
x→x−0

f(x) = +∞ lub lim
x→x−0

f(x) = −∞. (1)

a)
b)

Rysunek 1. Przykªady asymptot pionowych lewostronnych o równaniu x = x0

De�nicja 2. Prosta o równaniu

x = x0

jest asymptot¡ pionow¡ prawostronn¡ krzywej y = f(x), je»eli granica prawostronna funkcji f w punkcie

x0 jest niewªa±ciwa, czyli gdy

lim
x→x+

0

f(x) = +∞ lub lim
x→x+

0

f(x) = −∞. (2)

a)
b)

Rysunek 2. Przykªady asymptot pionowych prawostronnych o równaniu x = x0
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De�nicja 3. Prosta x = x0 jest asymptot¡ pionow¡ obustronn¡ krzywej y = f(x), je»eli jest jednocze±nie

asymptot¡ lewostronn¡ i prawostronn¡ tej krzywej.

a)
b)

Rysunek 3. Przykªady asymptot pionowych obustronnych o równaniu x = x0

a)
b)

Rysunek 4. Przykªady asymptot pionowych obustronnych o równaniu x = x0

Fakt 1

Wykres funkcji f mo»e mie¢ asymptoty pionowe jedynie w punktach nieci¡gªo±ci II rodzaju tej

funkcji.

Fakt 2

Je»eli funkcja jest ci¡gªa w R, to jej wykres nie ma asymptot pionowych.

Je»eli funkcja jest ci¡gªa, ale jej dziedzin¡ nie jest zbiór liczb R, to wykres tej funkcji mo»e mie¢

asymptoty pionowe.
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Przykªad 1. Krzywa y = lnx (przedstawiona na rys. 5) posiada asymptot¦ pionow¡ prawostronn¡

o równaniu x = 0, poniewa»

lim
x→0+

lnx = −∞.

a)
b)

Rysunek 5. Krzywa y = lnx i jej asymptota pionowa prawostronna o równaniu x = 0

Zwró¢my uwag¦, »e je±li rysujemy wykresy za pomoc¡ programów komputerowych, to nasza krzywa

mo»e zlewa¢ si¦ z asymptot¡ i nale»y by¢ ±wiadomym faktu, »e w rzeczywisto±ci krzywa nie dotyka osi

rz¦dnych (OY ), jednak odlegªo±¢ mi¦dzy krzyw¡ a asymptot¡ jest tak maªa, »e na sporz¡dzonym wykresie

widocznym na rys. 5a styka si¦ z osi¡ OY ; przy zmianie zakresu zmiennych o± OY nie dotyka wykresu,

co ilustruje rysunek 5b.

Fakt3

Wykres funkcji wymiernej zapisanej w postaci nieskracalnego uªamka y = L(x)
M(x) , gdzie L i M s¡

wielomianami, posiada asymptoty pionowe o równaniu x = x0, gdzie M(x0) = 0.

Przykªad 2. W celu zilustrowania faktu 3 rozpatrzmy funkcj¦ wymiern¡ postaci

y =
x− 1

x+ 1
.

Funkcja wymierna jest w postaci uªamka nieskracalnego, a jej dziedzin¡ jest zbiór R \ {−1}.
Obliczmy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→−1+

x− 1

x+ 1
=

[
−2
0+

]
= −∞,

lim
x→−1−

x− 1

x+ 1
=

[
−2
0−

]
= +∞.

Wnioskujemy wi¦c, »e prosta o równaniu x = −1 jest asymptot¡ pionow¡ obustronn¡ rozpatrywanej

krzywej (krzyw¡ przedstawiono na rys. 6).

Uwaga 1. W rozpatrywanych przykªadach zamieszczono wykresy analizowanych funkcji, aby uªatwi¢

czytelnikowi zrozumienie omawianych zagadnie«. Nale»y tutaj jednak podkre±li¢, »e znajomo±¢ samych

asymptot cz¦sto bywa niewystarczaj¡ca do sporz¡dzenia poprawnego szkicu wykresu funkcji.
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Rysunek 6. Wykres krzywej y =
x− 1

x+ 1
i jej asymptota pionowa o równaniu x = −1

Przykªad 3. Rozpatrzmy nast¦puj¡c¡ funkcj¦ wymiern¡

f(x) =
x− 1

x3 − 8
.

Funkcja wymierna jest w postaci uªamka nieskracalnego, a jej dziedzin¡ jest zbiór R \ {2}.
Wyznaczymy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→2+

x− 1

x3 − 8
=

[
1

0+

]
= +∞,

lim
x→2−

x− 1

x3 − 8
=

[
1

0−

]
= −∞.

Wnioskujemy wi¦c, »e prosta o równaniu x = 2 jest asymptot¡ pionow¡ wykresu rozpatrywanej funkcji

wymiernej, co mo»emy zobaczy¢ na rysunku 7. Zwró¢my uwag¦, »e wykres badanej funkcji zlewa si¦

z asymptot¡ o równaniu x = 2.

Rysunek 7. Wykres funkcji y =
x− 1

x3 − 8
i jego asymptota pionowa o równaniu x = 2
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Przykªad 4. Znajdziemy asymptoty pionowe wykresu funkcji

f(x) =
sin 2x

x(x− 3)
.

Dziedzin¡ rozpatrywanej funkcji jest zbiór R\{0, 3}. Jej wykres mo»e mie¢ tylko dwie asymptoty pionowe

(o równaniach x = 0, x = 3), poniewa» funkcja ma tylko dwa punkty nieci¡gªo±ci: 0 i 3. Aby zbada¢

rodzaje nieci¡gªo±ci, obliczymy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→0

sin 2x

x(x− 3)
= lim
x→0

sin 2x

x2 − 3x

[ 00 ]
=
H

lim
x→0

2 cos 2x

2x− 3
=

[
2

−3

]
= −2

3
,

lim
x→3+

sin 2x

x(x− 3)
=

[
sin 6

0+

]
= −∞,

lim
x→3−

sin 2x

x(x− 3)
=

[
sin 6

0−

]
= +∞.

Wnioskujemy, »e wykres tej funkcji nie ma asymptoty pionowej x = 0, poniewa» granica funkcji przy x→ 0

jest wªa±ciwa (w punkcie 0 funkcja ma nieci¡gªo±¢ usuwaln¡). Istnieje asymptota pionowa obustronna

o równaniu x = 3 (wykres przedstawiono na rys. 8).

Rysunek 8. Wykres funkcji y =
sin 2x

x(x− 3)
i jego asymptota pionowa o równaniu x = 2

Przykªad 5. Wyznaczymy asymptoty pionowe wykresu funkcji

f(x) =

 x2 dla x ≥ 1
1

x− 1
dla x < 1.

Funkcji jest okre±lona na caªym zbiorze R. Zwró¢my uwag¦, »e funkcja mo»e by¢ nieci¡gªa tylko w punkcie

x0 = 1. Wnioskujemy wi¦c, »e mo»e istnie¢ asymptota pionowa.
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Wyznaczamy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

x2 = 1,

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

1

x− 1
=

[
1

0−

]
= −∞.

Wykres funkcji ma asymptot¦ pionow¡ lewostronn¡ o równaniu x = 1, poniewa» granica lewostronna

funkcji f w punkcie x0 = 1 jest niewªa±ciwa. Zauwa»my ponadto, »e analizowana funkcja jest w punkcie

x0 = 1 prawostronnie ci¡gªa, gdy» f(1) = 1 = lim
x→1+

f(x) (wykres przedstawiono na rys. 9).

Rysunek 9. Wykres funkcji z przykªadu 5 i jego lewostronna asymptota pionowa o równaniu x = 1

2.2. Asymptota uko±na, czyli pochyªa

De�nicja 4. Prosta o równaniu y = ax + b jest asymptot¡ uko±n¡ krzywej o równaniu y = f(x) wtedy

i tylko wtedy, gdy

lim
x→+∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0

lub

lim
x→−∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0.

Je»eli jest speªniony pierwszy z powy»szych warunków, to mówimy, »e prosta y = ax+b jest asymptot¡

uko±n¡ w +∞ (lub prawostronn¡) krzywej y = f(x).

Je»eli jest speªniony drugi warunek, to prost¡ y = ax + b nazywamy asymptot¡ uko±n¡ w −∞ (lub

lewostronn¡) krzywej y = f(x).

Warunki w de�nicji 4 oznaczaj¡, »e odlegªo±ci punktów krzywej i prostej o tej samej odci¦tej d¡»¡

do zera, gdy x d¡»y do +∞ lub −∞. Inaczej mówi¡c, prosta jest asymptot¡ uko±n¡ wykresu funkcji

w +∞ (−∞), gdy wykres tej funkcji dla argumentów le»¡cych �blisko� +∞ (−∞) praktycznie pokrywa

si¦ z t¡ prost¡. Omawian¡ sytuacj¦ przedstawiono na rysunkach 10 i 11.
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a)
b)

Rysunek 10. Przykªady asymptot uko±nych:
a) asymptota uko±na w −∞ (wykres funkcji � kolor czerwony, asymptota � kolor zielony)
b) asymptota uko±na w +∞ (wykres funkcji � kolor czerwony, asymptota � kolor zielony)

a)
b)

Rysunek 11. Przykªady asymptot uko±nych zarówno w +∞, jak i w −∞ (wykres funkcji � kolor czerwony,
asymptota � kolor zielony)

Przykªad 6. Rozwa»my funkcj¦ liniow¡ f(x) = 2x + 1, której dziedzin¡ jest zbiór liczb rzeczywistych

(Df = R). Bezpo±rednio z de�nicji zauwa»amy, »e prosta y = 2x+ 1 jest asymptot¡ uko±n¡ wykresu tej

funkcji (zarówno w +∞, jaki w −∞), poniewa»:

lim
x→±∞

[f(x)− (ax+ b)] = lim
x→±∞

[2x+ 1− (2x+ 1)] = lim
x→±∞

0 = 0.

Zatem w przypadku funkcji liniowej jej wykres i asymptota uko±na pokrywaj¡ si¦.

Fakt4

Asymptota uko±na mo»e przecina¢ wykres funkcji niesko«czenie wiele razy.

Znalezienie asymptot uko±nych nie zawsze jest tak ªatwe jak w przykªadzie 6. Cz¦sto korzystamy

z nast¦puj¡cego twierdzenia.
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Twierdzenie 1. Wykres funkcji f ma asymptot¦ uko±n¡

• w +∞ wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
x→+∞

f(x)

x
= a i lim

x→+∞
(f(x)− ax) = b,

• w −∞ wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
x→−∞

f(x)

x
= a i lim

x→−∞
(f(x)− ax) = b.

Je»eli wspóªczynnik a = 0, czyli granica lim
x→+∞

f(x)

x
= 0, za± granica lim

x→+∞
f(x) = b jest sko«czona,

to mówimy o szczególnym przypadku asymptoty uko±nej, zwanej asymptot¡ poziom¡ o równaniu y = b

w +∞. W przypadku gdy wspóªczynnik a = 0, czyli granica lim
x→−∞

f(x)

x
= 0 oraz istnieje sko«czona

granica lim
x→−∞

f(x) = b , to mówimy o szczególnym przypadku asymptoty uko±nej, czyli asymptocie

poziomej o równaniu y = b w −∞. Na rys. 12 przedstawione zostaªy asymptoty poziome.

a)
b)

Rysunek 12. Przykªady asymptot poziomych (wykres funkcji � kolor czerwony, asymptota � kolor zielony):
a) asymptota pozioma o równaniu y = 0 zarówno w +∞, jak i w −∞,
b) asymptota pozioma o równaniu y = 1 w +∞

Przykªad 7. Znajd¹my asymptoty uko±ne wykresu funkcji

f(x) = 2 +
sinx

x
.

Dziedzin¡ tej jest zbiór liczb R \ {0}. Szukamy asymptot uko±nych. W tym celu obliczamy granice:

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim
x→±∞

(
2 +

sinx

x

)
x

= lim
x→±∞

(
2

x
+

sinx

x2

)
= lim
x→±∞

(
2

x
+

sinx

x
· 1
x

)
= 0 + 1 · 0 = 0 = a,

lim
x→±∞

(f(x)− ax) = lim
x→±∞

(
2 +

sinx

x
− 0

)
= 2 = b.
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Wykres funkcji y = 2 +
sinx

x
ma asymptot¦ poziom¡ o równaniu y = 2 zarówno w +∞, jak i w −∞.

Wykres przedstawiono na rys. 13.

Rysunek 13. Wykres funkcji y = 2 + sin x
x

i jego asymptota pozioma o równaniu y = 2

3.Wybrane funkcje elementarne i ich asymptoty

W rozdziale tym omówimy wykresy wybranych funkcji elementarnych z ich asymptotami. Na pocz¡tku

przypomnimy de�nicj¦ funkcji elementarnych.

De�nicja 5. Do klasy funkcji elementarnych nale»¡ nast¦puj¡ce funkcje:

• funkcje staªe f(x) = c,

• funkcja to»samo±ciowa (identyczno±¢) f(x) = x,

• funkcje wykªadnicze,

• funkcje logarytmiczne,

• funkcje trygonometryczne

• oraz wszystkie funkcje, które mo»na uzyska¢ z powy»szych poprzez (sko«czenie wiele razy wykony-

wane) operacje: dodawania, odejmowania, mno»enia, dzielenia, odwracania i skªadania funkcji.

Funkcje wykªadnicze

Wykres funkcji wykªadniczej (f(x) = ax, gdzie a > 0 i a 6= 1) ma:

• asymptot¦ poziom¡ prawostronn¡ (w +∞) o równaniu y = 0, gdy 0 < a < 1 (rys. 14a),

• asymptot¦ poziom¡ lewostronn¡ (w −∞) o równaniu y = 0, gdy a > 1 (rys. 14b).
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a)
b)

Rysunek 14. Wykres funkcji wykªadniczej
a) o równaniu f(x) = ax dla 0 < a < 1 posiada asymptot¦ poziom¡ o równaniu y = 0 w +∞,
b) o równaniu f(x) = ax dla a > 1 posiada asymptot¦ poziom¡ o równaniu y = 0 w −∞.

Wykresy te nie maj¡ asymptot pionowych, bo wszystkie funkcje wykªadnicze s¡ ci¡gªe i okre±lone na

zbiorze R.

Funkcje logarytmiczne

Wykres funkcji logarytmicznej (f(x) = logp x, gdzie p > 0, p 6= 1 i x > 0) posiada asymptot¦

pionow¡ prawostronn¡ o równaniu x = 0. Wykresy funkcji logarytmicznych w zale»no±ci od podstawy

przedstawiaj¡ rysunki 15a oraz 15b.

a)
b)

Rysunek 15. Wykres funkcji logarytmicznej
a) o równaniu f(x) = logp x dla 0 < p < 1 ma asymptot¦ pionow¡ prawostronn¡ o równaniu x = 0,
b) o równaniu f(x) = logp x dla p > 1 ma asymptot¦ pionow¡ prawostronn¡ o równaniu x = 0.

Funkcje trygonometryczne

Wykresy funkcji f(x) = sinx oraz f(x) = cosx nie maj¡ asymptot. Wykres funkcji f(x) = tg x

ma niesko«czenie wiele asymptot pionowych obustronnych o równaniach x = π
2 + kπ, gdzie k ∈ Z

(rys. 16a). Z kolei wykres funkcji f(x) = ctg x ma niesko«czenie wiele asymptot pionowych obustronnych

o równaniach x = kπ, gdzie k ∈ Z (rys. 16b).
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a)
b)

Rysunek 16. Wykres funkcji trygonometrycznej
a) f(x) = tg x posiada asymptoty pionowe o równaniu x = π

2
+ kπ, k ∈ C,

b) f(x) = ctg x posiada asymptoty pionowe o równaniu x = kπ, gdzie k ∈ C.

Funkcje cyklometryczne

Wykresy funkcji f(x) = arc sinx oraz f(x) = arc cosx nie maj¡ asymptot. Wykres funkcji f(x) =

arc tg x ma dwie asymptoty poziome: prawostronn¡ (tzn. w +∞) o równaniu y = π
2 oraz lewostronn¡

(tzn. w −∞) o równaniu y = −π2 (rys. 17a). Wykres funkcji f(x) = arc ctgx ma równie» dwie asymptoty

poziome: prawostronn¡ o równaniu y = 0 oraz lewostronn¡ o równaniu y = π (rys. 17b).

a)
b)

Rysunek 17. Wykresy funkcji cyklometrycznych
a) f(x) = arc tg x ma asymptoty poziome o równaniach y = π

2
oraz y = −π

2
,

b) f(x) = arc ctgx ma asymptoty poziome o równaniach y = 0 i y = π.
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4. Przykªady

W jaki sposób wyznaczamy asymptoty? Mo»na zastosowa¢ poni»szy algorytm.

Krok 1. Wyznaczamy dziedzin¦ funkcji.

Krok 2. Poszukujemy asymptot pionowych (zwracamy szczególn¡ uwag¦ na dziedzin¦ i ci¡gªo±¢ rozpa-

trywanej funkcji).

Krok 3. Wyznaczamy asymptoty uko±ne, nie poszukujemy osobno asymptot poziomych. Asymptota po-

zioma jest szczególnym przypadkiem asymptoty uko±nej. Je±li wspóªczynnik a = 0 i b jest staª¡,

otrzymamy asymptot¦ poziom¡ y = b.

Uwaga 2. W przypadku niektórych funkcji widzimy, »e ich granica w +∞ (−∞) jest granic¡ wªa±ciw¡.

Wówczas wnioskujemy, »e krzywa ma asymptot¦ poziom¡ w +∞ (−∞) i nie ma konieczno±ci liczenia

wspóªczynnika a, który i tak b¦dzie równy 0.

Uwaga 3. Je»eli dziedzina funkcji jest ograniczona z góry, to wykres tej funkcji na pewno nie ma asympto-

ty uko±nej/poziomej prawostronnej. Je»eli dziedzina funkcji jest ograniczona z doªu, to wykres tej funkcji

na pewno nie ma asymptoty uko±nej/poziomej lewostronnej.

Przykªad 8. Wyznaczmy asymptoty krzywej y =
x2 − 4

x3 + 1
.

Rozpoczynamy od dziedziny1 naszej funkcji f(x) =
x2 − 4

x3 + 1
. Mamy tutaj nast¦puj¡ce zaªo»enie:

x3 + 1 6= 0,

x3 6= −1,
x 6= −1.

Zatem Df = R \ {−1}.
Zwró¢my uwag¦, »e jest to uªamek nieskracalny. Z faktu 3 wnioskujemy, »e krzywa y = f(x) ma tylko

jedn¡ asymptot¦ pionow¡, tzn. prost¡ o równaniu x = −1. Rzeczywi±cie granice jednostronne funkcji f

w punkcie −1 s¡ niewªa±ciwe:

lim
x→−1+

x2 − 4

x3 + 1
=

[
−3
0+

]
= −∞,

lim
x→−1−

x2 − 4

x3 + 1
=

[
−3
0−

]
= +∞.

Wykres funkcji ma asymptot¦ pionow¡ o równaniu x = −1. Jest to jedyna asymptota pionowa wykresu

analizowanej funkcji, poniewa» w przypadku wykresu funkcji wymiernej asymptoty pionowe wyst¦puj¡

tylko w miejscach zerowych mianownika (zob. fakt 3).

1 Warto zajrze¢ np. do [5].
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Szukamy nast¦pnie asymptot uko±nych. W tym celu obliczamy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim
x→+∞

x2−4
x3+1

x
= lim
x→+∞

x2 − 4

x4 + x
= lim
x→+∞

6x2
(
1− 4

x2

)
6x42
(
1 + 1

x3

) =

= lim
x→+∞

(
1− 4

x2

)
x2
(
1 + 1

x3

) =

[
1

∞

]
= 0, wi¦c a1 = 0

oraz

lim
x→+∞

[f(x)− a1x] = lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x2 − 4

x3 + 1
= lim
x→+∞

6x2
(
1− 4

x2

)
6x43
(
1 + 1

x3

) =

= lim
x→+∞

(
1− 4

x2

)
x
(
1 + 1

x3

) =

[
1

∞

]
= 0, wi¦c b1 = 0.

Obliczmy jeszcze granice dla x→ −∞:

lim
x→−∞

f(x)

x
= lim
x→−∞

x2−4
x3+1

x
= lim
x→−∞

x2 − 4

x4 + x
= 0, wi¦c a2 = 0

oraz

lim
x→−∞

[f(x)− a2x] = lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x2 − 4

x3 + 1
= 0, wi¦c b2 = 0.

Stwierdzamy, »e wykres funkcji posiada asymptot¦ poziom¡ o równaniu y = 0 zarówno w +∞, jak i w −∞.

Wykres funkcji mo»emy zobaczy¢ na rys. 18.

Rysunek 18. Wykres funkcji y =
x2 − 4

x3 + 1
i jego asymptota pionowa o równaniu x = −1 oraz pozioma obustronna

o równaniu y = 0

Wniosek 1. Wykresy funkcji wymiernych wªa±ciwych maj¡ asymptoty pionowe w miejscach zerowych

mianownika oraz asymptot¦ poziom¡ obustronn¡ y = 0.
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Przykªad 9. Wyznaczmy asymptoty krzywej y =
x2 + 1

x− 2
.

Zajmiemy si¦ najpierw dziedzin¡ naszej funkcji f(x) =
x2 + 1

x− 2
. Przyjmujemy nast¦puj¡ce zaªo»enie:

x− 2 6= 0,

x 6= 2.

Otrzymujemy wi¦c, »e Df = R \ {2}.
Zwró¢my uwag¦, »e jest to funkcja wymierna. Z faktu 3 wnioskujemy, »e krzywa y = f(x) ma tylko jedn¡

asymptot¦ pionow¡, tzn. prosta o równaniu x = 2. Obliczamy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→2+

x2 + 1

x− 2
=

[
5

0+

]
= +∞,

lim
x→2−

x2 + 1

x− 2
=

[
5

0−

]
= −∞.

Obie granice s¡ niewªa±ciwe, wi¦c wykres funkcji posiada asymptot¦ pionow¡ obustronn¡ o równaniu

x = 2. Jest to jedyna asymptota pionowa rozpatrywanej krzywej (zob. fakt 3).

Przechodzimy do wyznaczenia asymptot uko±nych. W tym celu obliczamy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim
x→±∞

x2+1
x−2
x

= lim
x→±∞

x2 + 1

x2 − 2x
= lim
x→±∞

6x2
(
1 +

1

x2

)
6x2
(
1− 2

x

) = 1, wi¦c a = 1

oraz

lim
x→±∞

[f(x)− ax] = lim
x→±∞

(
x2 + 1

x− 2
− x
)

= lim
x→±∞

x2 + 1− x2 + 2x

x− 2
= lim
x→±∞

2x+ 1

x− 2
=

= lim
x→±∞

6x
(
2 +

1

x

)
6x
(
1− 2

x

) = 2, wi¦c b = 2.

Wnioskujemy, »e wykres analizowanej funkcji posiada asymptot¦ uko±n¡ o równaniu y = x + 2 zarówno

w +∞, jak i w −∞. Wykres funkcji mo»emy zobaczy¢ na rys. 19.

Rysunek 19. Wykres funkcji f(x) =
x2 + 1

x− 2
i jego asymptota pionowa obustronna o równaniu x = 2 oraz uko±na

o równaniu y = x+ 2
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Przykªad 10. Znajdziemy asymptoty krzywej y =
x

lnx
.

Wyznaczmy dziedzin¦ badanej funkcji f(x) =
x

lnx
. Przyjmujemy nast¦puj¡ce zaªo»enia:

(1) x > 0,

(2) lnx 6= 0, x 6= 1.

Otrzymujemy wi¦c, »e Df = (0, 1) ∪ (1,+∞).

Z uwagi na dziedzin¦ stwierdzamy, »e mo»e istnie¢ asymptota pionowa prawostronna x = 0 oraz pionowa

x = 1, poniewa» jedynymi punktami nieci¡gªo±ci s¡ 0 i 1.

Obliczamy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→0+

x

lnx
=

[
0

−∞

]
= lim
x→0+

x · 1

lnx
= 0 · 0 = 0,

lim
x→1+

x

lnx
=

[
1

0+

]
= +∞, lim

x→1−

x

lnx
=

[
1

0−

]
= −∞.

Z oblicze« wynika, »e wykres funkcji nie ma asymptoty pionowej lewostronnej o równaniu x = 0, poniewa»

granica przy x→ 0+ istnieje i jest sko«czona (równa 0). Wykres analizowanej funkcji posiada asymptot¦

pionow¡ obustronn¡ o równaniu x = 1.

Przechodzimy do wyznaczenia asymptot uko±nych. W tym celu obliczamy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim
x→+∞

x
ln x

x
= lim
x→+∞

6x
6x lnx

= lim
x→+∞

1

lnx
=

[
1

∞

]
= 0, wi¦c a = 0

oraz lim
x→+∞

[f(x)− ax] = lim
x→+∞

x

lnx

[∞∞ ]
=
H

lim
x→+∞

1
1
x

= lim
x→+∞

x = +∞.

Obliczaj¡c powy»sz¡ granic¦ skorzystali±my z reguªy de l'Hospitala2, co oznaczyli±my literk¡ H. Mo»emy

stwierdzi¢ brak asymptoty uko±nej. Wykres funkcji przedstawia rys. 20.

Uwaga 4. Zwró¢my uwag¦, »e je»eli a = 0, to nie mo»emy natychmiast stwierdzi¢, »e krzywa ma asymp-

tot¦ poziom¡, poniewa» musi istnie¢ jeszcze b.

Rysunek 20. Wykres funkcji y =
x

lnx
i jego asymptota pionowa o równaniu x = 1 .

2 Reguªa de l'Hospitala omówiona zostaªa w literaturze, np. w pozycji [3] na s. 132�136
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Przykªad 11. Wyznaczymy asymptoty krzywej y = xe
1
x .

Dziedzin¡ badanej funkcji f(x) = xe
1
x jest zbiór R \ {0}.

Z uwagi na dziedzin¦ stwierdzamy, »e mo»e istnie¢ tylko jedna asymptota pionowa x = 0.

Wyliczamy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→0+

xe
1
x = [0 · ∞] = lim

x→0+

e
1
x

1
x

[∞∞ ]
=
H

lim
x→0+

e
1
x 6
(
1
x

)′
6
(
1
x

)′ = lim
x→0+

e
1
x = +∞,

lim
x→0−

xe
1
x = [0 · 0] = 0,

poniewa» lim
x→0+

e
1
x =

[
e+∞

]
= +∞, lim

x→0−
e

1
x =

[
e−∞

]
= 0.

Z przeprowadzonych oblicze« wynika, »e prosta o równaniu x = 0 jest asymptot¡ pionow¡ prawostronn¡

wykresu rozpatrywanej funkcji.

Przechodzimy nast¦pnie do wyznaczenia asymptot uko±nych. W tym celu obliczamy kolejne granice:

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim
x→+∞

6xe 1
x

6x
= lim
x→+∞

e
1
x =

[
e0
]
= 1, wi¦c a1 = 1

oraz
lim

x→+∞
[f(x)− a1x] = lim

x→+∞

(
xe

1
x − x

)
= [∞−∞] = lim

x→+∞
x
(
e

1
x − 1

)
= [∞ · 0] =

= lim
x→+∞

e
1
x − 1
1
x

[ 00 ]
=
H

lim
x→+∞

e
1
x 6
(
1
x

)′
6
(
1
x

)′ = lim
x→+∞

e
1
x =

[
e0
]
= 1, wi¦c b1 = 1.

Asymptota uko±na prawostronna analizowanej krzywej ma równanie y = x + 1. Czy istnieje asymptota

uko±na lewostronna? Obliczmy granice:

lim
x→−∞

f(x)

x
= lim
x→−∞

6xe 1
x

6x
= lim
x→−∞

e
1
x =

[
e0
]
= 1, wi¦c a2 = 1,

lim
x→−∞

[f(x)− a2x] = lim
x→−∞

(
xe

1
x − x

)
= [−∞+∞] = lim

x→−∞
x
(
e

1
x − 1

)
= [−∞ · 0] =

= lim
x→−∞

e
1
x − 1
1
x

[ 00 ]
=
H

lim
x→−∞

e
1
x 6
(
1
x

)′
6
(
1
x

)′ = lim
x→−∞

e
1
x =

[
e0
]
= 1, wi¦c b2 = 1.

Stwierdzamy istnienie asymptoty uko±nej lewostronnej o równaniu y = x+1. Ostatecznie prosta y = x+1

jest asymptot¡ uko±n¡ obustronn¡. Na rysunku 21 przedstawiono wykres badanej funkcji.

Rysunek 21. Wykres funkcji f(x) = xe
1
x i jego asymptota pionowa prawostronna o równaniu x = 0 oraz asymptota

uko±na o równaniu y = x+ 1 .
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Przykªad 12. Wyznaczymy asymptoty krzywej y =
x√

1− 4x2
.

Okre±lmy dziedzin¦ funkcji f(x) =
x√

1− 4x2
. Mamy tutaj nast¦puj¡ce zaªo»enia:

(1)
√
1− 4x2 6= 0,

(2) 1− 4x2 ≥ 0,

wi¦c
1− 4x2 > 0,

(1− 2x) · (1 + 2x) > 0,

x ∈
(
−1

2
,
1

2

)
.

Dziedzin¡ badanej funkcji jest zbiór Df =
(
− 1

2 ,
1
2

)
.

Z uwagi na dziedzin¦ stwierdzamy, »e mog¡ istnie¢ dwie asymptoty pionowe: prawostronna o równaniu

x = − 1
2 oraz lewostronna o równaniu x = 1

2 .

Obliczamy nast¦puj¡ce granice:

lim
x→− 1

2
+

x√
1− 4x2

=

[− 1
2

0+

]
= −∞,

lim
x→ 1

2
−

x√
1− 4x2

=

[ 1
2

0+

]
= +∞.

Wynika st¡d, »e istniej¡ asymptoty pionowe: prawostronna o równaniu x = − 1
2 oraz lewostronna o rów-

naniu x = 1
2 (rys. 22). Nie wyznaczamy asymptot uko±nych wykresu tej funkcji, poniewa» granice funkcji

przy x→ +∞ oraz x→ −∞ nie maj¡ sensu (dziedzina funkcji jest zbiorem ograniczonym).

Rysunek 22. Wykres funkcji f(x) =
x√

1− 4x2
i jego asymptota pionowa prawostronna o równaniu x = − 1

2
oraz

asymptota pionowa lewostronna x = 1
2
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Przykªad 13. Wyznaczymy asymptoty krzywej y =
x√

1 + 4x2
.

Dziedzin¡ funkcji f(x) =
x√

1 + 4x2
jest zbiór Df = R i jest to funkcja ci¡gªa, wi¦c jej wykres nie ma

asymptot pionowych.

Sprawd¹my, czy istniej¡ asymptoty uko±ne. Obliczamy najpierw granic¦

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim
x→±∞

x√
1 + 4x2

· 1
x
= lim
x→±∞

1√
1 + 4x2

=

[
1

+∞

]
= 0, wi¦c a1 = a2 = 0.

Wnioskujemy, »e mog¡ istnie¢ tylko asymptoty poziome. Obliczamy teraz dwie (podobne) granice:

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x√
1 + 4x2

= lim
x→+∞

x

|x|
√

1
x2 + 4

= lim
x→+∞

x

x
√

1
x2 + 4

= lim
x→+∞

1√
1
x2 + 4

=
1

2
= b1,

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x√
1 + 4x2

= lim
x→−∞

x

|x|
√

1
x2 + 4

= lim
x→−∞

x

−x
√

1
x2 + 4

= lim
x→−∞

−1√
1
x2 + 4

= −1

2
= b2.

Obie granice s¡ sko«czone, czyli krzywa ma asymptot¦ poziom¡ prawostronn¡ o równaniu y = 1
2 oraz

lewostronn¡ o równaniu y = − 1
2 (rys. 23). Je±li zauwa»yliby±my wcze±niej, »e funkcja f jest nieparzysta,

to nie musieliby±my liczy¢ wspóªczynnika b2 (skoro wykres funkcji jest symetryczny wzgl¦dem punktu

(0, 0), to równie» asymptoty s¡ symetryczne wzgl¦dem tego punktu).

Rysunek 23. Wykres funkcji f(x) =
x√

1 + 4x2
i jego asymptoty poziome: y = − 1

2
(lewostronna) i y = 1

2
(prawo-

stronna)
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Przykªad 14. Wyznaczymy asymptoty krzywej y =
3

π − arccosx
.

Okre±lmy dziedzin¦ funkcji f(x) =
3x

π − arccosx
. Musimy tutaj zaªo»y¢, »e:

(1) x ∈ [−1, 1],

(2) π − arccosx 6= 0,

π 6= arccosx,

x 6= −1.

Zatem dziedzin¡ badanej funkcji jest zbiór (−1, 1]. Bior¡c pod uwag¦ zaªo»enia stwierdzamy, »e mo»e

istnie¢ asymptota pionowa prawostronna o równaniu x = −1.
Obliczamy granic¦:

lim
x→−1+

3

π − arccosx
=

[
3

0+

]
= +∞,

Wnioskujemy, »e prosta o równaniu x = −1 jest asymptot¡ pionow¡ prawostronn¡ rozpatrywanej krzywej.

Nie istniej¡ asymptoty uko±ne tej funkcji, poniewa» funkcja jest okre±lona tylko na przedziale (−1, 1] . Na
rysunku 24 przedstawiono wykres badanej funkcji.

Rysunek 24. Wykres funkcji f(x) =
3

π − arccosx
i jego asymptota pionowa prawostronna o równaniu x = −1

5. Uwagi ko«cowe

Podsumujmy najwa»niejsze fakty.

• Z asymptot¡ pionow¡ mamy do czynienia w punktach nieci¡gªo±ci II rodzaju. Tylko w tych punktach

mog¡ (ale nie musz¡) istnie¢ asymptoty pionowe.
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• Je»eli funkcja jest ci¡gªa w R, to jej wykres nie ma asymptoty pionowej.

• Wykres dowolnej funkcji mo»e mie¢ co najwy»ej jedn¡ asymptot¦ uko±n¡ w +∞ i co najwy»ej jedn¡

uko±n¡ w −∞.

• W przypadku gdy istnieje granica wªa±ciwa lim
x→+∞

f(x) = b ( lim
x→−∞

f(x) = b), wykres funkcji ma

asymptot¦ poziom¡ w +∞ (−∞) i jest to jedyna asymptota uko±na wykresu danej funkcji (nie ma

potrzeby liczenia wspóªczynnika a).

• Krzywa mo»e przecina¢ swoj¡ asymptot¦ uko±n¡ niesko«czenie wiele razy, np. przechodz¡c z jednej

jej strony na drug¡ (rys. 13).

• Wykres funkcji mo»e mie¢ co najwy»ej jeden punkt wspólny ze swoj¡ asymptot¡ pionow¡ (rys. 9).

• Krzywa y = f(x) mo»e mie¢ asymptot¦ uko±n¡ prawostronn¡ tylko wtedy, gdy dziedzina funkcji jest

nieograniczona z góry; analogicznie krzywa mo»e mie¢ asymptot¦ uko±n¡ lewostronn¡ tylko wtedy,

gdy dziedzina funkcji jest nieograniczona z doªu.

• Nadmie«my jeszcze, »e je»eli funkcja jest parzysta lub nieparzysta i jej wykres ma asymptot¦

pionow¡ x = x0, to równie» ma asymptot¦ pionow¡ x = −x0 (rys. 16, 22). Je»eli wykres funkcji

parzystej ma asymptot¦ uko±n¡ o równaniu y = ax+b, to ma równie» asymptot¦ uko±n¡ o równaniu

y = −ax+b (rys. 13). Je»eli wykres funkcji nieparzystej ma asymptot¦ uko±n¡ o równaniu y = ax+b,

to ma równie» asymptot¦ uko±n¡ o równaniu y = ax− b.

6. Przykªady do samodzielnego rozwi¡zania

Zadanie 1. Wyznacz asymptoty pionowe podanych krzywych:

y =
x2

4− x2
,a) y = e

2
2−x2 + 2,b) y =

ln (2 + x)

3x
,c) y =

5x2

1− | x |
.d)

Zadanie 2. Wyznacz asymptoty uko±ne (pochyªe) wykresów podanych funkcji:

f(x) =
x− 1

x+ 1
,a) f(x) =

x+ 1

x3 − 8
,b) f(x) = xe2x,c) f(x) =

x2 + lnx

3x
.d)

Zadanie 3. Wyznacz asymptoty podanych krzywych:

y =

√
x2

x+ 1
,a) y =

1− x3

| x− 1 |
,b) y = 2x+

sinx

x
,c) y = 3x arc tg x.d)
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Odpowied¹ 1. Asymptoty pionowe:

x = 2, x = −2,a) prawostronna x = −
√
2, lewostronna x =

√
2,b)

prawostronna x = −2, pionowa x = 0,c) x = 1, x = −1.d)

Odpowied¹ 2. Asymptoty uko±ne:

pozioma y = 1 dla x→ ±∞,a) pozioma y = 0 dla x→ ±∞,b)

pozioma y = 0 dla x→ −∞,c) uko±na y = 1
3x, dla x→∞.d)

Odpowied¹ 3. Asymptoty:

pionowa prawostronna x = −1,a)

brak asymptot,b)

uko±na y = 2x,c)

uko±ne y = −3π

2
x− 3 dla x→ −∞ oraz y =

3π

2
x− 3 dla x→∞.d)
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