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Wokét brachistochrony

Streszczenie. Praca przedstawia rézne aspekty ruchu punktu materialnego w polu
grawitacyjnym. W szczegélnoéci w oparciu réwnanie FEulera-Lagrange’a wyprowadza sie
réwnanie brachistochrony tj. krzywej realizujacej najkrétszy czas ruchu oraz opisuje jej
podstawowe wtasnosci i modyfikacje. Prezentowane tresci ilustrowane sa licznymi przyktadami.

1. Wstep

Zagadnienie brachistochrony (brachistos — najkrotszy, chronos — czas) polegajace na znalezieniu krzy-
wej w przestrzeni, taczacej dwa ustalone punkty, dla ktérej czas ruchu punktu materialnego pod wplywem
sity ciezko$ci jest najkrotszy zostalo postawione przez J. Bernoulliego w 1696 r. i rozwigzane niezaleznie
przez 1. Bernoulliego, J. Bernoulliego, Newtona i de I’Hospitala. Uogoélnienia i problemy z nim zwigzane
daly poczatek rachunkowi wariacyjnemu, zajmujacemu sie szukaniem ekstremow funkcjonaléw catkowych,
ktory z czasem stal sie odrebnym dzialem analizy matematyczne;.

2. Czas ruchu

Na wstepie przedstawimy dokladniej zagadnienie ruchu punktu materialnego w polu grawitacyjnym:

Punkt materialny w przestrzeni porusza sie pod wplywem sity ciezkosci od punktu Py do punktu P;
po gladkiej lub kawaltkami gladkiej krzywej K. Zaktadamy, ze ruch odbywa sie bez strat energii (tarcia).
Uwzgledniajac charakter zagadnien (szukanie czasu najkrotszego) oraz warunki fizyczne, bez zmniejszania
ogo6lnosci, mozemy ograniczy¢ sie do krzywych ptaskich. W wiekszosci przypadkéw bedziemy ponadto
zakladac, ze predkosé poczatkowa w punkcie Py jest réwna 0.

Wprowadzajac uktad wspoétrzednych i wspotrzedne punktow koricowych, otrzymamy: Py(a, A4), P;(b, B).
Dla uproszczenia pdzniejszych obliczen przyjmujemy ponadto, ze (a, A) = (0,0) oraz ustalimy przeciwna
orientacje osi Oy.
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Rysunek 1

Korzystajac z zasady zachowania energii dostaniemy:

2

mu
=m
B) 9Y,
czyli
v = +/2gy.

Z drugiej strony przyjmujac, ze ruch odbywa sie po krzywej danej w postaci parametrycznej:
x=z(t), y = y(t), gdzie t jest czasem, otrzymamy:

v = dj 2+ @ 2—4/1+(/)2d7x
B dt ) Y
gdzie y’ oznacza pochodng y wzgledem zmiennej z. Stad:

Vi = VT

i ostatecznie, czas ruchu T po krzywej y = y(x) wyrazi si¢ wzorem:

b
1 1\2
T:/+<y> da. (1)
) V29y
Uwaga 1. W przypadku ruchu z predkoscia poczatkowa vy otrzymamy:
mv?  mud m
2 - 2 gy7

czyli

v =1/ (2) 2qy

vy +
b
T:/ VIFW)® 2)
) + 2

i podobnie jak w (1),

VUi + 29y
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Przyktad 1. Obliczymy czasy ruchu punktu materialnego bez predkosci poczatkowej od punktu (0, 0)
do punktu (b, B) po:

1. odcinku laczacym te punkty, (czas T1),

2. lamanej [(0,0), (0, B), (b, B)] (czas T5).

vY

Rysunek 2
b b
/ VITW? / 1+(%)2 Vi+(3)? 2\/52\/5_\/1)2+732
0 v29y oV 293 295 98

Czas T, przedstawimy w postaci sumy czasow ruchu po odcinku [(0,0), (0, B)] (T3) oraz po odcinku
[(0,B), (b,B)] (T4), przy czym zakladamy, ze w punkcie (0, B) nie nastepuje strata energii (predkosci).

g(Ts)?

Ruch po odcinku [(0,0), (0, B)] jest ruchem jednostajnie przyspieszonym, zatem B = 5

[2B
CZyli T3 = ? .

Ruch po odcinku [(0, B), (b, B)] jest ruchem jednostajnym z predkoscia Vg = g75 = /2¢B,

b
zatem Ty = ——.
29gB
2B b
Stad ostatecznie To =T+ Ty = | — + ——.
g  V29B
Vb? + B? 2B b
Poréwnujac czasy T3 i T otrzymamy: V2o = [ eyl
V9B g V2gB

b
V2/b2 + B2 =2 (B + 2), co po prostych przeksztatceniach prowadzi do zaleznosci: 3b = 4B.

Wynika stad, ze jesli 3b < 4B , to czas ruchu po odcinku jest krétszy, a gdy 3b > 4B,
to krétszy jest czas ruchu po tamane;j.
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Rysunek 3

Przyklad 2. Obliczymy teraz czas ruchu punktu materialnego bez predkosci poczatkowej od punktu
(0,0) do punktu (b, B) po tamanej [(0,0), (¢, B), (b, B)], gdzie 0 < ¢ < b.

c b x

Y

Rysunek 4

Podobnie jak w Przykladzie 1 podzielimy szukany czas T'(c) na dwie czesci (czasy T3 i Ty).
/14 ( \/ 5 N B2 b—

T3 */ 2\/> \[ ct Ty = ¢ .

/297 \/gB V2g9B

\[W
7m

Powstaje naturalne pytanie: dla jakiej wartosci ¢ czas ten jest najkrétszy?

Stad ostatecznie: T'(c) =

T(c) = —— (V2 02+B2+g(b—0)).

1
V9B

Przyréwnujac pochodna do zera otrzymamy:

T’(c):\@< < —1>:o.

VyB \vc2+ B2 2
1 B
Stad: S —, co po prostych przeksztalceniach prowadzi do zaleznosci: — = V3.
Ve2+ B2 2 c

Latwo sprawdzié¢, ze dla ¢ = , przy zalozeniu, ze ¢ < b czas ruchu:

B
V3
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B 1 B2 V2 B\ V2 (B 1
T“):T():m@ B +2<b_\/§)>_\/979(\/§+2b>

rzeczywiscie jest najkrotszy (w szczegolnosei krotszy od czasow z Przyktadu 1).

60 ° -

Rysunek 5

Przyklad 3. Obliczymy jeszcze czas ruchu punktu materialnego bez predkosci poczatkowej od punktu
(0,0) do punktu (b, B) w przypadku ruchu odbywajacego sie po odcinkach pionowych i poziomych tj. po
tamanej [(0,0), (0,C), (b,C), (b, B)], gdzie C' > B.

os}

Rysunek 6

Korzystajac z Przykltadu 1 otrzymamy:

2C 2B b 1 b
T<0>2\/? iy <2@\/@+m>

i analogicznie jak w Przykladzie 2:

oy L2k _
T(C)_\/E<2\@+\/§< 20\@“))_0’

b
co prowadzi do zaleznosci C' = 1

Otrzymany wynik oznacza, ze dla b < 4B najkrotszy czas ruchu otrzymamy dla tamanej [(0,0), (0, B), (b, B)]

natomiast dla b > 4B dla tamanej [(0,0), (O, Z), (b, Z), (b, B)].
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Rysunek 7

3. Réwnanie Eulera-Lagrange’a

Czasy ruchu wyrazone wzorami (1) i (2) zalezne od funkcji y(x) sa przykladami funkcjonatéw
catkowych tj. funkcjonaléw danych w postaci catki o wartosciach rzeczywistych okreslonych na
pewnym zbiorze funkcji. Badanie funkcjonatéow catkowych, w szczegolnosei szukanie ich ekstreméw, nalezy
do podstawowych zagadnien, jakimi zajmuje sie rachunek wariacyjny.

Sformutujemy najpierw zagadnienie rachunku wariacyjnego w najprostszej postaci:

Zalozmy, ze funkcja trzech zmiennych F(x,y,y’) jest ciagla wraz z pochodnymi czastkowymi do rzedu
drugiego wlacznie w zbiorze: ® = {(x,y,v'); a < x < b, y, ¢y — dowolne}.

Szukamy ekstremum (tzw. stabego ekstremum) funkcjonatu:

b
I(y) = / F(z,y,y) d, (3)

w klasie funkcji y(z) ciaglych wraz z pierwsza pochodna w przedziale [a,b], speliajacych warunki
brzegowe:

yla) = A, y(b) = B. (4)

W ogolniejszej postaci, szukamy ekstremum funkcjonatu I(y) w klasie funkcji y(x) ciagltych
w przedziale [a,b] z ciagla pochodna w przedziale (a,b), spelniajacych warunki brzegowe (4).

Rozwaza sie ponadto proste uogoélnienia nie zaktadajac spelnienia jednego lub obu warunkéw brze-
gowych (zadanie 7z koncami swobodnymi) lub zaktadajac, ze punkty (a, A) i (b, B) leza na ustalonych
krzywych (zadanie z konicami ruchomymi).

W interpretacji geometrycznej, najprostsze zadanie rachunku wariacyjnego oznacza szukanie krzywej
taczacej dwa zadane punkty, realizujacej ekstremum funkcjonatu I(y).

Rysunek 8
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Nizej podane twierdzenie(patrz np. [1],[2] lub [3]) jest kluczowe dla rozwiazania rozpatrywanego
zagadnienia:

Twierdzenie 1. Warunkiem koniecznym tego, aby funkcjonat:

okreslony w zbiorze funkcji y(x) ciggltych wraz z pierwszq pochodng w przedziale [a,b] i spetniajgcych
warunki y(a)=A, y(b)=B przyjmowat ekstremum lokalne dla danej funkcji y(z), jest spetnienie przez te
funkcje nastepujgcego réwnania, nazywanego réwnaniem Fulera-Lagrange’a:
d
F, - %Fy/ =0. (5)
Uwaga 2. Rozwiazania réwnania (5) nazywamy ekstremalami lub funkcjami stacjonarnymi
funkcjonatu (3).

Uwaga 3. Rownanie Eulera przedstawia warunek konieczny ekstremum lokalnego funkcjonalu (3).
W wielu zagadnieniach, co wynika bezposrednio z sensu fizycznego lub geometrycznego zadania, spetnie-
nie warunku koniecznego wystarcza do rozwigzania zadania, tzn. znaleziona ekstremala realizuje szukane
ekstremum lokalne bedace jednoczesnie ekstremum globalnym.

Uwaga 4. Poniewaz

a4
dx

wiec réwnanie Eulera jest rownaniem rézniczkowym rzedu drugiego postaci:

Fy =Fpy + Fyyy + Fyyy”,

Fy—Fyy —Fyyy —Fy gy =0, (6)

z warunkami brzegowymi (4): y(a) = A, y(b) = B.

Oznacza to okre§lone problemy zaréwno w znalezieniu calki ogolnej rownania (6) jak i, ze wzgledu
na warunki brzegowe (zamiast poczatkowych), mozliwosé niejednoznacznosci lub braku calki szczegolnej
spelniajacej podane warunki brzegowe.

W przypadku zadania z koricami swobodnymi lub ruchomymi warunki brzegowe zastapione sa tzw.
warunkami transwersalnosci, ktore w przypadku funkcji F(z,y,y’) postaci G(x,y) - /1 + (y')? sprowa-
dzaja sie do prostopadlosci ekstremali do ograniczenia.

b
Uwaga 5. W przypadku, gdy funkcja F' nie zalezy od z tzn. gdy I(y) = /F(y7 y') dz réwnanie Eulera-

a

Lagrange’a (5) redukuje sie do postaci:

F, - Fy,y’yl - Fy’,y’y// =0,
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co, jak tatwo sprawdzié¢, jest rownowazne nastepujacemu réwnaniu rzedu pierwszego z parametrem C':

F — y/Fy/ = C (7)

4. Brachistochrona

Na wstepie, uwzgledniajac uwagi podane w rozdziale 2, przedstawimy dokladniej zagadnienie
brachistochrony:

Punkt materialny na ptaszczyznie porusza sie pod wpltywem silty ciezkosci bez strat energii od punk-
tu Py(0,0) do punktu P;(b, B). Zakladamy, ze ruch odbywa sie po krzywej gladkiej oraz, ze predkosé
poczatkowa w punkcie Py jest rowna 0. Szukamy takiej krzywej, dla ktorej czas ruchu jest najkrotszy.

Zagadnienie brachistochrony sprowadza sie zatem do najprostszego zadania rachunku wariacyjnego
dla funkcjonatu:

b
V1+ W)’
) V29y
z warunkami brzegowymi y(0) = 0, y(b) = B.

Poniewaz czas ruchu po krzywej y = y(x);x € [0,b] nie zalezy od zmiennej x, wiec zgodnie
z Twierdzeniem 1 i Uwaga 5, znalezienie rozwiagzania sprowadza si¢ do rozwiazania réwnania:

F— y/EJ/ = Oa
ktore przyjmuje tu postac:
1+ (@y)? (v')? _c
V29y V14 ()3 29y
czyli
1+ (y)? = (¥)? = CV1+ (v)*\/29y.
Zatem:
& 1
= d Ci = 0
Y 1+(y’)2’ gazie 1 2902 >

Znajdziemy rozwiazanie ostatniego rownania w postaci parametrycznej stosujac podstawienie:

"=t (W< <7r)
y =tge 5 <P <3)

Otrzymamy wowczas:

C
y = C cos® p = 71(1 + cos2p),

d d
y' = —C}sin 24,0—(‘0 = —2(' sin p cos wi,
dx dx

d
o — cos? pdp =

1+ cos2¢p
T o,
20, 7



Brachistochrona 71

czyli:

C
T = —?1(2@ +sin2¢p) + Cs,
C
)

C C
co po podstawieniach: 2o =7 —0 (0<6<2mw), r= 71 C=0C,— %ﬂ prowadzi do postaci:

x=r(0 —sinb) + C,
y=r(1l—cosh).

Uwzgledniajac warunek brzegowy y(0) = 0 otrzymamy ostateczne rozwiazanie w postaci réwnania
cykloidy:
x=r(0 —sinb),
(8)
y=r(1—cosb),

gdzie stala r wyznaczona jest przez drugi warunek brzegowy y(b) = B.

b X
I
I
I
I
|
I

Rysunek 9

Uwaga 6. Mozna wykazaé, ze otrzymana cykloida (8) jest rozwiagzaniem zadania o brachistochronie
rowniez w szerszym zbiorze krzywych kawaltkami gladkich tj. krzywych dopuszczajacych tzw. punk-
ty katowe (jak w Przykladzie 2). Woéwczas od funkcji speliajacych réwnanie (5) na odpowiednich
podprzedziatach przedziatu [0, ] wraz z warunkami brzegowymi wymaga sie spelnienia tzw. warunkow
Weierstrassa-Erdmanna (patrz np. [1],[2],[3]), ktore w przypadku funkcjonalu (1) sprowadzaja sie do
réwnosci pochodnych jednostronnych w punktach katowych.

2

Uwaga 7. Poniewaz najnizszym punktem cykloidy jest punkt (77, 2r), wiec prosta y = —x dzieli ¢wiartke
T

plaszczyzny x,y > 0 na dwie czedci;

2
jesli punkt koncowy (b, B) spelnia warunek B > —b, to ruch po cykloidzie odbywa sie tylko w dot,
Yy

2
jesli punkt koncowy (b, B) spelnia warunek B < —b, to druga czes¢ ruchu odbywa sie w gore
s

(w szczegolnodci, gdy B = 0 rozwigzanie tworzy pelny tuk cykloidy).
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Rysunek 10

Przyklad 4. Obliczymy czas ruchu bez predkosci poczatkowej po cykloidzie (8) od punktu Py(0,0) do
punktu P (r(6; —sin6y),r(1 — cos6y)).

Zgodnie z (1) czas ruchu jest rowny:

b
VI (W)? .
To/m da.

Podstawiajac = (6 — sinf), co prowadzi do y = r(1 — cosf), dx = r(1 — cos @) df, po uwzglednieniu
odpowiedniej zmiany granic catkowania, otrzymamy:

‘ 2

b 1 ( / 601 (ljanG)

T= / W) = / (1 — cos) df =
J V2gy V/2gr(1 — cosb)

(1 —cosh)? +sin? 0 2(1 — cosb)
) do =
/\/ 2gr(1 — cos )3 r(1 = cos / 2gr17cost9

QQ

0

W szczegolnodci, z uzyskanego rozwigzania wynika, ze czas ruchu po czesci cykloidy (8) wyznaczonej

parametrami 67 i 05 jest rowny \/?(92 —61).
W przypadku » = 11 6; = 7, czas ruchu od punktu (0,0) do punktu (m,2) jest rowny \7} i, jak tatwo
g

sprawdzi¢, jest krotszy od czasu ruchu po tamanej [(0,0), (

[(0,0), (m,2)]i tamanej [(0,0), (0,2), (m,2)].

,2), (m,2)], a wiec réwniez po odcinku

=

W kolejnym przyktadzie rozpatrzymy ruch z niezerowa predkoscia poczatkows.

Przyklad 5. Znajdziemy najkrotszy czas w jakim punkt materialny przebedzie droge od punktu Py (0, 0)
do punktu P; (2 + 7,2) oraz krzywa, po ktorej ruch sie odbywa, jesli predkos¢ w punkcie Py(0,0) jest

réwna /4g.
Zgodnie z (2), czas ruchu wynosi:
247

_ViRwe
T_/\/4g+2gyd

0
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Podstawiajac ¥ = y + 2 otrzymamy:

co prowadzi do rozwigzania:

przy czym y(0) =2, y(2+m) = 4.

Uwzgledniajac warunki brzegowe otrzymamy uktad réwnan:

0 = r(0; —sinby) + C,
2471 = (03 —sinby) +C
2 = r(1—-cosb),

4 = r(1—-cosby),

ktorego rozwiazaniami sg liczby: r =2, C =2 -7, 6; = g, Oy = .

Zatem szukana krzywa jest czescia cykloidy:

{f2(981n9)+2ﬂ, GG[W
y=2 2

]

Rysunek 11
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Czas ruchu obliczamy podobnie jak w Przykladzie 4:

2
247 — T 1+( sin 6 )
1 7)2 1—cos 6
T= / +('7i) dx:/ 2(1 — cos ) B
) 297y J 4g(1 — cosf) V29
3

Przyklad 6. Rozwazmy nastepujace uogdlnienie zagadnienia brachistochrony, w ktérym drugi koniec
jest dowolnym punktem ustalonej prostej L, tzn. szukamy krzywej, dla ktorej czas ruchu od punktu (0, 0)
do prostej L jest najkrotszy.

Rozwazymy dwa przypadki:

1.L: z=0b

2.L: x+y=0b
Poniewaz y(0) = 0, wiec, jak w podstawowym zagadnieniu brachistochrony, rozwiazaniem réwnania

Eulera w obu przypadkach jest cykloida postaci (8):
x=r(0 —sind),

y =r(l—cosh),

gdzie, zgodnie 2z Uwaga 5, parametr r wymaga wyznaczenia z warunku prostopadtosci

rozwigzania do rozpatrywanej prostej.

Przypadek 1.

d b
y'(b) =0, czyli d—z =rsinf =0, astad: =7 1 r=—.
™
Ostatecznie otrzymamy:
b
= —(0 —sinf
x 77( sin @),
b
= —(1 — cos¥b).
y=2(1-cost)

2b
Oznacza to, 7e najkrotszy czas ruchu uzyskamy dla punktu koricowego (b, —), ktory jest najnizszym
™

punktem cykloidy.

Rysunek 12
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Przypadek 2.
dy _d

g~ do
Stad, uwzgledniajac warunek z + y = b, otrzymamy nastepujacy uktad réwnan:

y'(z) =1, czyli

rsinf; = r(1 — cosby),
r(0; —sinfy) + (1 — cosby) = b,

2b
ktory prowadzi do rozwigzania: 6; = g, r=—.
™

Ostatecznie rozwigzaniem zadania jest cykloida:

2b 2b
a punktem koncowym jest punkt <b - —, >

T
2
b- — b X
o )
| o
D
2b O F
7T
y
Rysunek 13

Wykazemy, na koniec, nastepujaca istotng wtasno$¢ brachistochrony:

Twierdzenie 2. Brachistochrona jest tautochrong tzn. czas ruchu po brachistochronie, bez predkosci
poczgtkowej, z dowolnego jej punktu do punktu najnizszego jest staly.

Dowdd.
Rozwazmy brachistochrone:

x=r(0 —sinb),
y=r(1—cosb).
oraz dowolny jej punkt wyznaczony parametrem « tj. punkt P, (r(a —sina), r(1 — cos@)).

Pokazemy, ze czas ruchu od tego punktu do punktu Pj(r(m —sinn), (1 — cos7)) jest rowny czasowi

ruchu od punktu Py(0,0) do punktu P; tzn. (Przyklad 4) jest rowny \/?W.
g
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Przyjmijmy:

8])

=z —r(a—sina),
y=y—r(l—cosa).

Wowczas (o) =0 i y(a) =0 oraz Z(w) =rm —r(a—sina) i y(r) =2r —r(1 — cos ).

r (1-cosof----- -
2r----------==
yv y

Rysunek 14

Zatem, zgodnie z (1) czas ruchu wyrazi sie wzorem:

2
rr—r(a—sin «) T n 6
/1_|_ 7) 1+(1 cos@) 1 —cosf
T = r(1 — cosb)
v/ 29y \/Zgr (cosa — cosf) cosa — cos@

0

Po wykonaniu podstawienia cosf = z (6 = arccosz) i odpowiedniej zmianie granic catkowania
otrzymamy:

COos « Ccos
\/7/ 1-=z \/7/ d
= — Z,
g J Veosa—z \/l—z2 \/cosa—z )1+ 2)

co po sprowadzeniu trojmianu (cos o — z)(1 + z) do postaci kanonicznej prowadzi do postaci:

Cos &

1 \/7 / dz.
T cosa \/ 2z41—cosa 2

1+cos )

. L. 224+ 1—cosa ) .
Po kolejnym naturalnym podstawieniu: w = T1reosa otrzymujemy ostatecznie:
cos o

1
_\/7/dwdw_\fﬁ
B 9J V1-w? Ve
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