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Zasada odbicia w zadaniach geometrii analitycznej

Streszczenie. Artykul zawiera trzy zadania z geometrii analitycznej wraz z ich rozwigzaniami
zwigzane z rozchodzeniem sie fali §wietlnej. Cato$é poprzedzona jest niezbednym wstepem opisu-
jacym reguty rzadzace zjawiskiem odbicia $wiatta od ptaskich powierzchni oraz przypomnieniem
podstawowych obiektéw geometrii analitycznej przestrzeni R3. Material jest przeznaczony dla stu-
dentéw posiadajacych niezbedna wiedze z zakresu geometrii analitycznej i rachunku wektorowego.

Slowa kluczowe: geometria analityczna, zasada odbicia.

1. Wstep

Zasada odbicia jest jednym z najstarszych praw fizyki opisanym juz w czasach starozytnych. Prawo
odbicia mozna uzna¢ za najwczesniej poznane prawo fizyki. Prawdopodobnie znali je Platon i Arystoteles,
lecz dopiero Euklides systematycznie je stosowal. Heron z Aleksandrii uzasadnit to prawo, zauwazajac, ze
prowadzi ono do najkrotszej drogi $wiatta. W ten sposob odkryt szczegolny przypadek zasady Fermata [7].

Wspomniany wyzej Pierre de Fermat oraz rownolegle Kartezjusz, zwani sa ojcami geometrii analitycz-
nej — geometrii, ktorej obiekty mozna opisa¢ réwnaniami w przyjetym przez nich prostokatnym ukladzie
wspolrzednych. Obecng postaé geometrii analitycznej zawdzieczamy Leonardowi Eulerowi, ktéry wpro-
wadzit jednolity jezyk opisu obiektéw. Geometria analityczna pozwala na odejscie od klasycznej geometrii
euklidesowej, wymagajacej stosownych ilustracji graficznych rozwazanych wywoddow.

Autor niniejszego artykutu, z peilng Swiadomoscig nie umieszczajac rysunkéw, odwotuje sie do wy-
obrazni czytelnika, ktérego zmusza do nalezytego odczytania problemu ze zawartego, wystarczajacego
jego zdaniem, literackiego opisu. Ma to stanowi¢ dodatkowo odpowiednie ¢wiczenie, gdyz kazdy moze
dokona¢ wlasnego indywidualnego autorskiego szkicu. Gléwny problem zadan z geometrii analitycznej
wlasnie polega na umiejetnosci zobrazowania sobie zadania. Dalsze etapy rozwiazania to tylko pokazanie
bieglo$ci w postugiwaniu sie odpowiednim rzemiostem obliczeniowym.

Autor korespondencyjny: M. Balcer (Marek.Balcer@polsl.pl).
Data wplyniecia: 18.02.2021.
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2. Zasada odbicia

W celu zobrazowania zasady odbicia koniecznym jest wprowadzenie ponizszych definicji. Mozna je
znalez¢ np. w [1], [6].

Normalna padania to prosta prostopadta do powierzchni odbijajgcej w punkcie padania promienia.

Kqt padania to kqt miedzy promieniem padajgcym a normalng do powierzchni w punkcie padania.

Kaqt odbicia to kgt miedzy promieniem odbitym a normalng do powierzchni w punkcie padania.

Zasade odbicia mozna rozdzieli¢ na dwie proste reguty.

Zasada 1.
Kaqt odbicia jest rowny kqgtowi padania.

Zasada 2.

Promien swiatta padajgcy, jak i promieri odbity oraz normalna padania lezg w jednej pltaszczyinie.

Do rozwiazywania zadan cytowanych w dalszej czedci artykutu bardziej przydatne jednak beda naste-
pujace wlasnodci wynikajace z podanych zasad.

Wtlasnosé 1.

Ptaszczyzna, w ktorej lezg promien padania @ promien odbity, jest prostopadta do ptaszczyzny odbicia.

Wtasnosé 2.

Promien swietlny skierowany z punktu P w strone plaszczyzny, odbijajgc sie w punkcie O zwanym
punktem odbicia, biegnie dalej wzdtuz prostej do ktdrej nalezg punkt O oraz punkt P’, ktory jest punktem
symetrycznym do P wzgledem plaszczyzny odbicia (lezgcym po drugiej stronie ,lustra”).

3. Podstawowe obiekty geometrii analitycznej w przestrzeni R?

Obiekty pierwotne

Podstawowym obiektem geometrii analitycznej w R? jest punkt P(x,y, 2), gdzie z,y, z sa dowolnymi
liczbami rzeczywistymi nazywane jego wspélrzednymi. Drugim pierwotnym obiektem, ktéry w ,dzisiej-
szych czasach” mozemy nazwaé obiektem wirtualnym, jest wektor swobodny oznaczony jako

ﬁ = [u:muyauzL

gdzie ug, uy, u, 53 wspotrzednymi wektora.

Autor zaklada, iz czytelnik zna podstawowe pojecia i wlasnodci rzadzace algebra wektorow, stad dla
przejrzystosci opracowania sg one tutaj pominiete. Zalecane jest korzystanie z wielu opracowan zawieraja-
cych powyzszy temat, jak np. prace [5], [4], [2], [3]. Skupimy sie jednak na przypomnieniu podstawowych
obiektow geometrii analitycznej, ktore sa wykorzystywane przy rozwigzywaniu interesujacych nas zadan.
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Obiekty zlozone

Obiektem O, nazywamy zbiér punktéw

O, = {P: ¢(P)},
gdzie ¢ jest dowolng forma zdaniows o dziedzinie nalezacej do R3.

Prosta

H
Niech dane beda: punkt Po(zo, yo, 20) oraz niezerowy wektor k = [a,b, ¢], zwany wektorem kierun-
kowym. Zbiér

12 (P (PoP)|[K) v (P = Po)}
nazywamy prosta. Wykorzystujac warunek réwnolegtosci wektoréw, otrzymujemy:
ﬁ
Poﬁ =t-k,czyli [x — 2o,y —yo,2 — 20] =1 [a,b,¢],dla t € R,

a stad
1={P(z,y,2): x = at + xo,y = bt + yo,z = ct + 29, t € R}.

Posta¢ te nazywamy postacia parametryczng prostej.
W przypadku, gdy a, b, ¢ sa niezerowe, prosta mozemy przedstawi¢ w postaci proporcji

T—Zo Y—Y 22— 20

a b c

zwanej postacia kanoniczna prostej.

Odcinek

Czes¢ prostej, lezaca pomiedzy dwoma réznymi punktami nazywamy odcinkiem. Jezeli dane s dwa
punkty P1(z1, 41, 21), Pa(x2,y2, 22), to odcinek mozemy zdefiniowaé nastepujaco:

P, (P. PP =P Ps,0<t<1).

Plaszczyzna

Niech dane beda: punkt Po(zg, yo, 20) oraz niezerowy wektor = [A, B, C], zwany wektorem nor-

7Y (P (PoBP L W)V (P =P}

nazywamy plaszczyzna. Wykorzystujac warunek prostopadlosci wektoréw, otrzymujemy

malnym. Zbiér

o PoP = [A, B,C) o [z — 20, — Yo,z — 7] = 0,

czyli rownanie
A(r — o) + By — yo) + C(z — 20) =0,

zwane rOwnaniem kanonicznym plaszczyzny.
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Przyjmujac D = —(Axg + Byo + Czp), otrzymujemy rownanie
Axr+By+Cz+D =0
zwane roOwnaniem ogélnym plaszczyzny.

Strona plaszczyzny

Plaszczyzna dzieli nam przestrzen R na trzy rozlaczne zbiory. Niech dane beda dwa punkty, Py (21, y1, 21)
i Pa(o, yo, 22), nienalezace do plaszczyzny w. Punkty te naleza do tej samej strony plaszczyzny wtedy,
gdy odcinek P, P2 taczacy te punkty nie przecina plaszczyzny, tzn.

P1P2 nmT = @

Twierdzenie 1. Niech dana bedzie ptaszczyzna w : Ax + By + Cz + D = 0. Dwa punkty P1(x1,y1,21),
P2(xa,y2, 22) nalezq do tej samej strony plaszczyzny, gdy

F.(P1)F,(P2) >0,
gdzie F.(P) = Fr(x,y,2) = Av + By + Cz + D.

Postaé krawedziowa prostej

Dwie nieréwnolegte plaszczyzny posiadaja cze$¢ wspolna zwana krawedzia. Krawedz ta jest prosta,
czyli zbiér wszystkich punktéw bedacych rozwigzaniem uktadu réwnan

m: Az +Biy+Ciz+ D1 =0
e : Asx + Boy + Coz + Dy =0
jest zbiorem punktéw tworzacych prosta 1 = m; N e,

Pek plaszczyzn

Niech dana bedzie prosta 1 zadana krawedziowo przez dwie nieréwnolegle plaszczyzny my i ma

7T1:A133+B1y+012—|—D1:O
o : Asx + Boy + Coz + Dy = 0.

Niech « i 8 beda dwoma liczbami rzeczywistymi. Utwérzmy nowe rOwnanie postaci
a(Ar1x + Biy + Ci1z 4+ D1) + B(Asx + Bay + Coz 4+ Do) = 0.
Przeksztatcajac, otrzymujemy
(A1 + BAz)z + (aB1 + BB2)y + (aC1 + BC2)z + (aD1 + BD2) = 0.
Jest to réwnanie nowej plaszczyzny
Az + By+Cz+ D =0,

gdzie A = (aAy + fAs), B = (aBy + Bs), C = (aCy + Cs), D = (aDy + D3).
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Kazda plaszczyzna peku zawiera prosta 1, bedaca czesSciag wspolng plaszczyzn m i me. W przypadku
gdy a # 0, podstawiajac A = g, otrzymujemy prostsza wersje réwnania peku

(All' + Bly + Clz + Dl) + )\(AQ.’E + BQy + CQZ + Dz) =0.

Rownanie to opisuje (generuje) wszystkie plaszczyzny peku za wyjatkiem plaszczyzny ma.

4. Zasada odbicia w zadaniach

Zadanie 1. Dane sa dwa punkty A(3,2,4) i B(1, 3,2) oraz plaszczyzna
m:2x+y—10=0.

Wyznacz wektor kierunku, wzdluz ktérego nalezy skierowaé strumien §wiatta z punktu A tak, aby po
odbiciu od plaszczyzny w trafil do punktu B.

Jako pierwsze sprawdz, jakie warunki zwigzane z potozeniem zadanych obiektéw powinny by¢ spetnione,
aby zadanie to posiadalo rozwiazanie.

Rozwiagzanie

Latwo zauwazy¢, ze oba punkty A i B powinny znajdowaé sie po jednej stronie ptaszczyzny. Zgodnie
z twierdzeniem dotyczacym stron plaszczyzny (patrz wyzej) wartosci funkcji F(z,y,2) = 2¢ +y — 10
w punktach A i B musza spelnia¢ warunek

F(A)F(B) > 0.

Dla danych naszego zadania F(A) = —2 oraz F(B) = —5, a wiec punkty leza po tej samej stronie
plaszczyzny .

Oznaczmy przez O punkt plaszczyzny w, w ktorym promien §wiatta skierowany z punktu A powinien
sie odbi¢ od niej, aby trafi¢ do punktu B. Zgodnie z zasada odbicia katy zawarte pomiedzy odcinkiem OA
i prosta prostopadta do ptaszczyzny w punkcie O oraz odcinkiem OB i ta prosta musza by¢ réwne, a cala
plaszczyzna trojkata AOB utworzonego przez promien §wietlny musi byé prostopadta do ptaszczyzny .

Zauwazmy jeszcze jedna ciekawa wlasno$é wynikajaca z codziennych obserwacji. Jezeli dwie osoby
stang przed lustrem jedna w punkcie A, a druga w punkcie B, to osoba A widzi siebie w lustrze prosto-
padle w punkcie A’, pozornie za plaszczyzng lustra w tej samej odlegltosci w jakiej stoi przed lustrem,
a takze widzi osobe B za plaszczyzng lustra w punkcie B’ symetrycznym do B wzgledem lustra. Aby ja
zobaczy¢, musi skierowaé wzrok w kierunku pozornego punktu B’. Te obserwacje potwierdza wlasnos$é 2
cytowana we wstepie. .

Wykorzystujac te obserwacje, stwierdzamy, ze kierunek AB' jest szukanym kierunkiem, w jakim nalezy
skierowa¢ promien $wietlny, by z punktu A trafit do punktu B, gdyz prosta wyznaczona przez niego,
przecinajac plaszczyzne 7, wyznacza jednoznacznie punkt odbicia O, dla ktérego wszystkie katy pomiedzy
prostymi OA, OB i OB’ a prostg prostopadla do plaszczyzny « w punkcie O sy takie same.

Dokonajmy obliczen. Szukamy wspotrzednych punktu B’. Poniewaz jest on punktem symetrycznym
do B wzgledem m musi nalezeé¢ do prostej prostopadtej do m, czyli do prostej o wektorze kierunkowym
rownym wektorowi normalnemu plaszczyzny, ktory wynosi [2, 1, 0] oraz zawierajacej punkt B(1,3,2).
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Stad B’ jest postaci (2t + 1, + 3,2), gdzie ¢ jest pewnym parametrem. Poniewaz jest on symetryczny do

2t+2 t+6 2) .

B(1,3,2) wzgledem 7, §rodek odcinka BB’ € w. Wspolrzedne $rodka tego odcinka wynosza (=5=, “52,

Wstawiajac je do réwnania naszej plaszczyzny, otrzymujemy réwnanie

(250 + (5 =

a stad otrzymujemy ¢ = 2, czyli B/(5,5, 2).

Odpowied7z
Szukanym kierunkiem, w jakim z punktu A powinien zosta¢ skierowany promien §wietlny, jest kierunek
wektora AB’, czyli wektor [2,3, —2].

Zadanie 2. Dane sg dwie nieréwnolegle plaszczyzny

m: 3rx+y—22—-18 =0
me: —2x+2y4+z—6 =0

oraz punkt P(2,0,1).

Znajdz wektor, wzdluz jakiego nalezy skierowaé¢ promient §wietlny z punktu P w strone plaszczyzny m,
aby po odbiciu od niej, a dalej od ptaszczyzny me powrdcit on do punktu P.

Okresl warunki, jakie musza by¢ spetnione, aby zadanie to byto wykonalne.

Rozwiazanie

Zalézmy wstepnie, ze zadanie to przy naszych danych jest rozwigzywalne. Oznacza to, ze istnieja dwa
punkty O; € m; oraz Oy € mg, ktoére sa punktami odbicia naszego promienia na odpowiednich ptasz-
czyznach. Wraz z punktem P tworza one trojkat PO1 02, ktory musi leze¢ w plaszczyznie prostopadlej
do obydwu plaszczyzn mp i wg. W przeciwnym przypadku promien §wietlny nie powrécitby do punktu
wyjscia.

Mozemy zauwazy¢é, ze zadanie jest ,tak jakby” symetryczne, tzn. promienn Swietlny musi przeby¢ te
sama droge, gdy skierujemy go wpierw w kierunku plaszczyzny m;, a potem me, jak i odwrotnie, tzn.
wpierw w strone g, a potem w strone 7y, by powrécit do punktu P.

Wektor kierunku, wyznaczajacy prosta wzdluz ktorej nalezy skierowaé¢ promien Swietlny jest zgodny
z wektorem POq, gdzie punkt O; jest punktem wspélnym tej prostej i ptaszczyzny m; . Zauwazmy ponad-
to, ze punkty odbicia Oy i Oz oraz punkty Py’ i P5’, symetryczne do punktu P odpowiednio wzgledem
plaszczyzn my i me, musza lezeé na jednej proste;j.

Zatem nasze zadanie sprowadza sie do znalezienia punktéw symetrycznych do P wzgledem zadanych
plaszczyzn, ktore tworza prosta (nazwijmy ja 1), a nastepnie punktu przebicia tej prostej przez plaszczy-
zne my, co pozwala obliczy¢ poszukiwany wektor.

Przystapmy do obliczern. Wektor normalny ni plaszczyzny m to [3,1, —2]. Stad punkt symetryczny
wzgledem punktu P(2,0,1) musi mie¢ postac

Pi'(z,y,2) = (3t +2,t,—2t + 1), gdziet € R.
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Srodkiem odcinka PPy’ jest wiec punkt

<3t+4 E —2t+2)
2 2’ 2

nalezacy do plaszczyzny my, czyli

3t+4 t —2t+2
) -+(2%) o
3(5) + () —2(—5—) =0
co daje t = 2, dalej P1/(8,2,—3).
Podobnie obliczamy Pa’(x,y, z) = (—2t + 2,2t,t + 1) jako punkt symetryczny do P wzgledem plaszczy-

—2t+4 2t t42
() +a(3) () 00
2 + 2 + 2

z ktorego otrzymujemy ¢ = 2, czyli Pa'(—2,4, 3).

zny g, otrzymujac rownanie

R
Wektor P1'Py’ = [-10,2,6] jest wektorem kierunkowym szukanej prostej, ktora przecinajac sie
7 plaszczyznami, wyznacza punkty odbicia. Punkty odcinka P;'P2’ daja sie wiec opisa¢ jako punkty
postaci
/ / / .
St = P1 P2 t+ P1 = (—10t + 8, 2t + 2, 6t — 3), gdme te <O, 1>

Latwo zauwazy¢é, ze Sg = Py’ 1 S1 = P5’, natomiast szukane punkty Oy i O3 lezgce pomiedzy nimi muszg
odpowiada¢ parametrom nalezacym do (0, 1).
Rozwiazujac nasze zadanie, poszukujemy punktu O, aby znalezé kierunek PO1, bedacy poszukiwanym
kierunkiem strumienia §wiatta. Podstawiajac Sy do rownania plaszczyzny my, otrzymujemy wspoltrzedne
punktu Oq, czyli

3(—10t +8) + (2t +2) — 2(6t — 3) — 18 = 0,

10710 10
Wektor PO; ma wiec wspolrzedne

co daje t = = i dalej O (42,27 —2).

FPR N [ B
10 7107 10 10710° 10l
Pozbywajac sie utamkoéw, w odpowiedzi mozemy umiesci¢, iz wektor zgodnie z ktérym nalezy skierowaé
promieri $wietlny wymagany warunkami zadania jest rowny [25,27,—19].

W zadaniu zostalo zawarte dodatkowe pytanie dotyczace warunkéw, jakie musza by¢ spelnione, aby
promieri powrocit do punktu P, czyli aby zadanie byto wykonalne.
Analiza odcinka P1'Py’ wskazuje, iz punkty odbicia Oy i Oz musza wystepowaé w odpowiedniej hie-
rarchii, tzn. punkt O; musi leze¢ blizej punktu Py’ niz punkt Os. Oznacza to, ze parametry ti, to
odpowiadajace odpowiednio punktom Oj; i O2 parametryzowanego odcinka P1/P2’ muszg speliaé wa-
runek t1 < tq.

Powyzej obliczyliémy parametr odpowiadajacy punktowi Oy, otrzymujac ¢t; = %. Poszukujac para-
metru odpowiadajacemu punktowi Og (co pozostawiam czytelnikowi), uzyskujemy to = %, czyli zadana
hierarchia punktéw O7 i Og jest zachowana, potwierdzajac wykonywalnosé zadania.

Odpowiedz
Zadanie jest wykonalne, a kierunek biegu promienia $§wietlnego wyznacza wektor [25,27, —19].
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Zadanie 3. Niech dane beda dwa punkty A(1,—1,2) 1 B(1,0,5). Z punktu A promieni $wietlny podaza
zgodnie z wektorem [1, 2, 1]. W punkcie P (1,0, —2) zaczepiono plaskie lustro. Jakie powinno by¢ réwnanie
plaszczyzny lustra, by promien §wietlny odbity od niego trafit do punktu B.

Wiekszo$¢ z mas pamieta, jok w dziecinistwie puszczato sie ,zajgczki”, czyli jok ustawié lusterko trzyma-
ne w dtoni, by skierowaé odbite od niego promienie stoneczne w upatrzone miejsce. Powyzsze zadanie
nawigzuje do tej zabawy.

Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze zgodnie z zasadami odbicia wektor kierunku promienia padajacego jak i odbitego lezy
w plaszczyZnie zwanej plaszczyzng rozchodzenia sie Swiatta, ktora jest prostopadla do ptaszczyzny lustra.
Poniewaz szukana plaszczyzna lustra zawiera punkt P, musi ona naleze¢ do peku plaszczyzn tworzonych
przez prosta 1 prostopadta do plaszczyzny rozchodzenia $wiatta i zawierajaca ten punkt.
Wektor kierunkowy k tworzymy mnozac wektorowo wektor kierunku padania [1,2,1] i wektor
AB=[1-1,0—(-1),5-2 =[0,1,3]:

_>
k =[1,2,1] x [0,1,3] = [5,-3,1]
Roéwnanie kanoniczne prostej 1 ma postaé

z—1 y z+2

5 -3 17

co pozwala nam utworzy¢ posta¢ krawedziowa

2=l — 242

5
L =242

i dalej
r—52—11=0
y+324+6=0.

Stad pek plaszczyzn prostej 1 moze mieé postac
wx: (@ —5z—11)+ Ay + 32+ 6) =0, gdzie A € R.

Sposrod plaszczyzn tego peku nalezy wybraé te, ktore beda odbija¢ promient z punktu A do B.

Podobnie jak w zadaniu nr 1 zauwazamy, ze prosta, wzdtuz ktorej podazaé¢ musi promien z punktu A,
musi przechodzi¢ przez punkt B’ symetryczny do punktu B wzgledem plaszczyzny zawierajacej lustro.
Znajdzmy wiec punkt B’y symetryczny do B wzgledem plaszczyzny m) w zaleznodci od parametru A.
Plaszczyzna w) ma postaé¢ ogdlna

Ty T+ Ay + (BA=5)z+ (6A—11) =0,
stad wektorem normalnym tej ptaszczyzny jest wektor

oy =[1,A3)—5].
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Punkt B’,, symetryczny do B, nalezy wi¢c do prostej o rownaniu parametrycznym

r=t+1
y=At
z2=BX—=5)t+5, teR.

Jednoczes$nie punkt ten musi naleze¢ do prostej wyznaczajacej bieg promienia z punktu A, czyli wektor
AB’) musi by¢ rownolegly do zadanego kierunku wektora promienia $wiatla.

Poniewaz AB'\ = [t, At + 1,(3X\ —5)t + 3] i T = [1,2,1], zachodzi¢ musi proporcja

t  M+1  (3A—-5)+3

1 2 1 ’

skad otrzymujemy zalezno$é pomiedzy t i A

ktora podstawiamy do wzoru na B’y i otrzymujemy, ze

By =

e )

Srodek O odcinka BB’

o_! 3—>\+1 A 5—2/\+5 [ 5-2x A 15— 17\
20 2-2 0 72X 2 S \22-0)72(2-)0)"2(2-))

musi naleze¢ do plaszczyzny my, czyli

5—2) A 15— 7A
2(2 - ) +A2(2—A) +(3/\_5)2(2—)\) *

(6X —11) = 0.

Sprowadzajac utamki do wspélnego mianownika, otrzymujemy réwnanie

—32)% + 124\ — 114

0,
2(2-2)
ktorego rozwiazaniami sg A\; = % oraz Ao = %, a wiec dwie plaszczyzny analizowanego peku spelniaja

kryteria zadania. Sg nimi:

e plaszczyzna 2z + 3y — 2 —4 =0 (dla Ay = 3),

e plaszczyzna 8z + 19y + 172+ 26 =0 (dla A2 = 18—9).

Czytelnik zapewne zapyta: dlaczego otrzymujemy dwa wyniki? Wynika to z tego, iz nie okreglilismy,
ktora strona plaszczyzny jest strong lustrzana, a ktéra jest tytem lustra. W naszym zadaniu przyjeliSmy,
ze obie strony plaszczyzny sa lustrzane, stad dwie mozliwo$ci ustawienia.

Odpowied7z

Aby skierowa¢ promien $wiatla z punktu A do B, nasze lustro nalezy ustawi¢ w plaszczyznie o wzorze
20 +3y — 2z —4 = 0 lub 8z + 19y + 17z 4+ 26 = 0, strona lustrzana skierowana w kierunku zadanych
punktow.
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5. Zakonczenie

Powyzej rozwiazywane zadania sa oryginalnymi zadaniami utozonymi przez autora artykutu. Zache-
cam wszystkich zainteresowanych do konstrukeji podobnych zadan wykorzystujacych aparat geometrii

analitycznej do rozwigzywania probleméw z réznych innych dziedzin.
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