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Równania macierzowe I

Streszczenie. Celem tego artykuªu jest prezentacja metod rozwi¡zywania równa« wielomia-
nowych postaci f(X) = A, gdzie X jest niewiadom¡ macierz¡, A macierz¡ kwadratow¡ stopnia 2,
a f(x) wielomianem o wspóªczynnikach zespolonych.
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1.Wst¦p

Praca zostaªa napisana z my±l¡ o studentach kierunku matematyka, ale mo»e by¢ te» materiaªem uzu-

peªniaj¡cym dla studentów innych kierunków. Zaprezentowane zostan¡ metody znajdowania rozwi¡za«

równa« macierzowych postaci f(X) = A, gdzie X jest poszukiwan¡ macierz¡ kwadratow¡, A macierz¡

kwadratow¡ stopnia 2, a f(x) wielomianem o wspóªczynnikach zespolonych. Przez I oznaczamy macierz

jednostkow¡. �ladem tr(X)macierzyX nazywamy sum¦ wspóªczynników le»¡cych na gªównej przek¡tnej

tej macierzy. Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian:

WA(x) = det(A− xI).

Wiadomo, »e pierwiastki wielomianu charakterystycznego s¡ warto±ciami wªasnymi macierzy A [2].

Je±li A ma stopie« 2, to WA(x) = x2 − tr(A)x+ detA [2].

Je±li f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 jest wielomianem o wspóªczynnikach zespolonych, a

X jest macierz¡ kwadratow¡ o wspóªczynnikach zespolonych, to

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0I.

B¦dziemy korzysta¢ z nast¦puj¡cych faktów.

Twierdzenie 1 (Zasadnicze Twierdzenie Algebry, [1]). Je±li f(x) = anx
n+an−1x

n−1+. . .+a1x+a0

jest wielomianem o wspóªczynnikach zespolonych stopnia dodatniego, to istniej¡ liczby zespolone z1, . . . , zk
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oraz dodatnie liczby caªkowite d1, . . . , dk, »e

f(x) = an(x− z1)d1(x− z2)d2 · · · (x− zk)dk .

Je±li w powy»szym rozkªadzie di > 1, to pierwiastek zi wielomianu f(x) nazywamy pierwiastkiem
wielokrotnym.

Twierdzenie 2. Je±li f(x) jest wielomianem o wspóªczynnikach zespolonych i z0 jest dowoln¡ liczb¡

zespolon¡, to:

f(x) = bn(x− z0)n + bn−1(x− z0)n−1 + . . .+ b1(x− z0) + b0,

gdzie bk = f(k)(z0)
k! dla k = 1, . . . , n, a f (k)(z0) jest pochodn¡ k-tego rz¦du wielomianu f(x) w punkcie z0.

Dowód. Rozkªad ten jest konsekwencj¡ wzoru Taylora zastosowanego do funkcji wielomianowych [3]. �

Twierdzenie 3 (Hamilton-Cayley, [2]). Je±li WA(x) = det(A − xI) jest wielomianem charaktery-

stycznym macierzy A, to WA(A) = 0.

Twierdzenie 4 (Twierdzenie o dzieleniu z reszt¡). Dla ka»dej pary wielomianów f(x), g(x) o wspóª-

czynnikach zespolonych takich, »e st(g(x)) > 0 istnieje dokªadnie jedna para wielomianów q(x), r(x) taka,

»e

f(x) = q(x)g(x) + r(x),

przy czym st(r(x)) < st(g(x)).1 Wielomian r(x) nazywamy reszt¡ z dzielenia f(x) przez g(x).

2. Równania postaci f(X) = 0

Naszym celem w tym rozdziale jest wyznaczenie macierzy kwadratowych stopnia 2 speªniaj¡cych

równanie macierzowe:

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0I = 0.2 (1)

Zgodnie z twierdzeniem 1 istniej¡ liczby zespolone z1, . . . , zk takie, »e f(x) = an(x− z1)d1 . . . (x− zk)dk .
Niech macierz A b¦dzie rozwi¡zaniem równania f(X) = 0. Podzielmy z reszt¡ wielomian f(x) przez

wielomian charakterystyczny macierzy A:

f(x) = q(x)WA(x) + ax+ b.

Wstawmy A za x:

f(A) = q(A)WA(A) + aA+ bI.

Poniewa» f(A) = 0 i WA(A) = 0, to aA + bI = 0. St¡d albo A = − b
aI albo a = b = 0. W pierwszym

przypadku − b
a musi by¢ jednym z pierwiastków wielomianu f(x) (bo w przeciwnym razie A = − b

aI

1przyjmujemy, »e wielomian zerowy ma stopie« −∞.
20 oznacza tu macierz zerow¡ stopnia 2.
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nie byªoby rozwi¡zaniem równania f(X) = 0), a w drugim A jest pierwiastkiem wielomianu stopnia

2 dziel¡cego wielomian f(x). Podsumowuj¡c ka»de rozwi¡zanie równania f(X) = 0 jest albo postaci

A = ziI, gdzie zi jest pierwiastkiem wielomianu f(x) albo speªnia równanie (X − ziI)(X − zjI) = 0,

gdzie zi, zj s¡ ró»nymi pierwiastkami wielomianu f(x) oraz det(X − ziI) = det(X − zjI) = 0. Mo»e si¦

zdarzy¢, »e zi = zj je±li zi jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu f(x).

Zajmijmy si¦ teraz równaniem (X − ziI)(X − zjI) = 0 takim, »e det(X − ziI) = det(X − zjI) = 0.

Równanie to mo»emy zapisa¢ w postaci:

(X − ziI)(X − ziI + (zi − zj)I) = 0,

które po wymno»eniu i przeniesieniu na drug¡ stron¦ daje:

(X − ziI)2 = (zj − zi)(X − ziI).

Po podstawieniach Y = X − ziI, α = zj − zi otrzymujemy

Y 2 = αY,

przy czym detY = 0, bo zaªo»yli±my, »e det(X − ziI) = det(X − zjI) = 0.

Teraz opiszemy jak rozwi¡za¢ równanie Y 2 = αY przy zaªo»eniu, »e detY = 0.

Twierdzenie 5. Je±li Y =

[
x y

z t

]
jest macierz¡ o wspóªczynnikach zespolonych i o wyznaczniku

równym zero, to Y n = (x+ t)n−1Y .

Dowód. Zastosujemy metod¦ indukcji matematycznej ze wzgl¦du na warto±¢ wykªadnika n. Wzór jest

oczywi±cie prawdziwy dla n = 1. Zaªó»my teraz, »e wzór jest prawdziwy dla warto±ci n. Wyka»emy jego

prawdziwo±¢ dla n + 1. Mamy Y n+1 = Y nY. Z zaªo»enia indukcji Y n = (x + t)n−1Y , wi¦c Y n+1 =

(x+ t)n−1Y Y = (x+ t)n−1Y 2. Obliczmy

Y 2 =

[
x y

z t

][
x y

z t

]
=

[
x2 + yz xy + yt

xz + zt yz + t2

]
.

Poniewa» wyznacznik macierzy Y jest równy 0, to xt = yz, a to nam daje

Y 2 =

[
x2 + xt xy + yt

xz + zt xt+ t2

]
=

[
(x+ t)x (x+ t)y

(x+ t)z (x+ t)t

]
=

(x+ t)

[
x y

z t

]
= (x+ t)Y.

Wracaj¡c teraz do macierzy Y n+1 otrzymujemy:

Y n+1 = (x+ t)n−1Y 2 = (x+ t)n−1(x+ t)Y = (x+ t)nY,

a to ko«czy dowód. �

Przykªad 1. Opisa¢ macierze kwadratowe stopnia 2 speªniaj¡ce równo±¢ Y 2 = 0 (zadanie 246 w [4]).
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Rozwi¡zanie.
Je±li macierz speªnia równanie Y 2 = 0, to detY = 0. Zatem na podstawie Twierdzenia 5 dla macierzy

Y =

[
x −y
z t

]
otrzymujemy Y 2 = (x+ t)Y = 0. To daje nam x+ t = 0 lub Y = 0, wi¦c rozwi¡zaniami

tego równania s¡ macierze:

Y =

[
x −y
z −x

]
,

dla których −x2 + yz = 0. Po podstawieniu x =
√
yz otrzymujemy:

Y =

[ √
yz −y
z −√yz

]
, 3

dla dowolnych y, z ∈ C.

Przykªad 2. Wyznaczy¢ macierze kwadratowe stopnia 2 speªniaj¡ce równo±¢ Y 2 = αY , gdzie α 6= 0 jest

dowoln¡ niezerow¡ staª¡.

Rozwi¡zanie.
Mamy dwie mo»liwo±ci: detY 6= 0 lub detY = 0. Je±li detY 6= 0, to macierz Y jest odwracalna i mo»emy

równanie Y 2 = αY przemno»y¢ obustronnie przez Y −1 otrzymuj¡c Y = αI.

Je±li detY = 0, to korzystaj¡c z Twierdzenia 5 otrzymujemy Y 2 = (x+ t)Y = αY , co daje nam dwie

mo»liwo±ci x + t = α lub Y = 0. Zatem rozwi¡zaniami równo±ci Y 2 = αY s¡ macierze Y = αI, Y = 0

oraz macierze postaci:

Y =

[
x −y
z α− x

]
,

dla których αx− x2 + yz = 0. Rozwi¡zuj¡c równanie −x2 + αx+ yz = 0 otrzymamy:

x1 =
α+

√
α2 + 4yz

2
, x2 =

α−
√
α2 + 4yz

2

i macierze te mo»emy zapisa¢ w postaci:

Y =

 α+
√
α2+4yz

2 −y

z
α−
√
α2+4yz

2

 ,
dla dowolnych y, z ∈ C.

Wracamy do równania (1). Jego rozwi¡zaniami s¡ macierze X speªniaj¡ce równanie (X − ziI)
2 =

(zj−zi)(X−ziI) (lub (X−ziI)2 = 0 je±li zi jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu f(x)). Mo»emy

wi¦c zastosowa¢ przykªady 1 i 2 dla Y = X − ziI i α = zj − zi.

3symbol
√
nic rozumiemy w sensie zespolonym, a wi¦c jest zbiorem dwóch wzajemnie przeciwnych liczb zespolonych.
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Rozwi¡zania równania f(X) = 0

Niech f(x) = an(x− z1)d1(x− z2)d2 . . . (x− zk)dk b¦dzie wielomianem o wspóªczynnikach zespo-

lonych. Wtedy rozwi¡zaniami równania macierzowego f(X) = 0 s¡ macierze:

• X = ziI dla i = 1, . . . , k,

• X =

 zj+zi+
√

(zj−zi)2+4yz

2 −y

z
zj+zi−

√
(zj−zi)2+4yz

2

 dla i, j = 1, . . . , k, i > j, y, z ∈ C,

• X =

[
zi +

√
yz −y

z zi −
√
yz

]
dla i = 1, . . . , k, pod warunkiem, »e zi jest pierwiastkiem

wielokrotnym wielomianu f(x), y, z ∈ C.

3. Przykªady

Przykªad 3. Rozwi¡za¢ równanie X3 − 2X2 + 2X = 0.

Rozwi¡zanie.
Poniewa» f(x) = x3 − 2x2 + 2x = x(x − 1)(x − 2), to ka»de rozwi¡zanie równania X3 − 2X2 + 2X = 0

speªnia jedno z poni»szych równa«:

• X = 0, X − I = 0, X − 2I = 0,

• X(X − I) = 0,

• X(X − 2I) = 0,

• (X − I)(X − 2I) = 0.

Na podstawie powy»szej tabeli, rozwi¡zaniami równania X3 − 2X2 + 2X = 0 s¡ macierze:

• X = 0, X = I, X = 2I,

• X =

[
1+
√
1+4yz
2 −y
z 1−

√
1+4yz
2

]
,

• X =

[
1 +
√
1 + yz −y
z 1−

√
1 + yz

]
,

• X =

[
3+
√
1+4yz
2 −y
z 3−

√
1+4yz
2

]
,

gdzie y, z s¡ dowolnymi liczbami zespolonymi.

Przykªad 4. Udowodni¢, »e je±li macierz kwadratowa stopnia 2 speªnia równanie Xk = 0 dla pewnego

k, to X2 = 0 (zadanie 244 w [4]).
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Rozwi¡zanie.
Korzystamy z Twierdzenia 5. Je±li Xk = 0, to

Xk = (x+ t)k−1X = 0.

To jest mo»liwe tylko wtedy, gdy (x + t)k−1 = 0 lub X = 0. Otrzymujemy zatem x + t = 0 lub X = 0.

W obu przypadkach mamy:

X2 = (x+ t)X = 0.

4. Równania Xn = αI

W tym rozdziale poka»emy metody rozwi¡zywania równa« Xn = αI dla α 6= 0. Zaczniemy od

przypomnienia opisu rozwi¡za« równania xn = 1.

Twierdzenie 6. Zespolonymi rozwi¡zaniami równania xn = 1 s¡ liczby 1, ε, ε2, . . . , εn−1, gdzie ε =

cos 2π
n + i sin 2π

n . Ponadto liczba ε speªnia równanie:

εn−1 + . . .+ ε+ 1 = 0.

Dowód. Dowód mo»na znale¹¢ mi¦dzy innymi w [1]. �

Wniosek 1. Je±li liczba w jest pewnym rozwi¡zaniem równania xn = α, to wszystkie rozwi¡zania równa-

nia xn = α s¡ postaci wi = wεi, gdzie ε = cos 2π
n + i sin 2π

n , i = 1, . . . , n− 1.

Dowód. Poniewa» εn = 1, to wni = (wεi)n = wn(εn)i = α. Zatem liczby wi s¡ ró»nymi rozwi¡zaniami

równania xn = α. �

Z poprzedniego rozdziaªu wynika opis rozwi¡za« równania Xn = αI.

Rozwi¡zania równania Xn = αI

Rozwi¡zaniami równania Xn = αI s¡ macierze:

X =

 w(εi+εj)+
√

(wεi−wεj)2+4yz

2 −y

z
w(εi+εj)−

√
(wεi−wεj)2+4yz

2

 , i > j, i, j ∈ {0, . . . , n−1}, y, z ∈ C,

ε = cos 2π
n + i sin 2π

n , a w jest dowolnym rozwi¡zaniem równania xn = α.

Przykªad 5. Rozwi¡za¢ równanie X3 = I.

Rozwi¡zanie.
Rozwi¡zaniami równania x3 = 1 s¡ liczby 1, ε, ε2, gdzie ε = cos 2π

3 + i sin 2π
3 = − 1

2 + i
√
3
2 . Zatem na
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podstawie powy»szego opisu rozwi¡zaniami tego równania s¡ macierze:

X =

 (εi+εj)+
√

(εi−εj)2+4yz

2 −y

z
(εi+εj)−

√
(εi−εj)2+4yz

2

 , i > j, i, j ∈ {0, 1, 2}, y, z ∈ C.

5. Równania f(X) = A

Niech A b¦dzie macierz¡ kwadratow¡, a f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0 b¦dzie wielomianem

o wspóªczynnikach zespolonych. W tym rozdziale rozwa»amy równanie:

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0I = A. (2)

Niech λ b¦dzie dowoln¡ warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A oraz niech w1, . . . , wn b¦d¡ pierwiastkami równania

f(x) = λ. Teraz wybierzmy jeden z pierwiastków w = wi i korzystaj¡c z Twierdzenia 2 zapiszemy

wielomian f(x) w postaci:

f(x) = bn(x− w)n + bn−1(x− w)n−1 + . . .+ b1(x− w) + b0,

gdzie bk = f(k)(w)
k! dla k = 0, . . . , n. W szczególno±ci b0 = f(w) = λ. Zatem równanie (2) mo»emy

przeksztaªci¢ do postaci:

bn(X − wI)n + bn−1(X − wI)n−1 + . . .+ b1(X − wI) = A− λI.

Macierz A− λI ma wyznacznik równy zero. Po podstawieniu Y = X − wI, B = A− λI nasze równanie

przybiera posta¢

bnY
n + bn−1Y

n−1 + . . .+ b1Y = B,

gdzie detB = 0. Z Twierdzenia 2 wynika, »e istniej¡ liczby zespolone z1 = 0, z2, . . . , zk i dodatnie liczby

caªkowite c1, . . . , ck, »e

bnY
c1(Y − z2I)c2 · · · (Y − zkI)ck = B

i poniewa» detB = 0, to przynajmniej jeden z wyznaczników det(Y − ziI) jest równy zero. Korzystaj¡c

ponownie z Twierdzenia 2 otrzymujemy równanie

sn(Y − ziI)n + sn−1(Y − ziI)n−1 + . . .+ s1(Y − ziI) = B.

Teraz korzystamy z Twierdzenia 5 i otrzymujemy:

(sntr(Y − ziI)n−1 + sn−1tr(Y − ziI)n−2 + . . .+ s1)(Y − ziI) = B,

co po podstawieniu Y − ziI =

[
x y

z t

]
, B =

[
a b

c d

]
daje nam ukªad równa«:


(sn(x+ t)n−1 + sn−1(x+ t)n−1 + . . .+ s1)x = a

(sn(x+ t)n−1 + sn−1(x+ t)n−1 + . . .+ s1)y = b

(sn(x+ t)n−1 + sn−1(x+ t)n−1 + . . .+ s1)z = c

(sn(x+ t)n−1 + sn−1(x+ t)n−1 + . . .+ s1)t = d.
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Mo»na dalej kontynuowa¢ opis rozwi¡zywania takich równa«, ale wolimy to zobrazowa¢ na przykªadach.

Uwaga 1. W metodzie opisanej powy»ej mo»emy wybra¢ dowoln¡ warto±¢ wªasn¡ macierzy A. W prak-

tyce wybieramy warto±¢, która jest najkorzystniejsza w dalszym toku rozwi¡zywania równania. Musimy

natomiast przeanalizowa¢ rozwi¡zania dla wszystkich warto±ci wi, speªniaj¡cych równanie f(wi) = λ,

gdy» dla ka»dej z tych warto±ci macierz, która jest rozwi¡zaniem ma warto±¢ wªasn¡ wi.

Przykªad 6. Rozwi¡za¢ równanie X100 =

[
0 1

0 1

]
.

Rozwi¡zanie.

Poniewa» wyznacznik macierzy

[
0 1

0 1

]
jest równy 0, to detX = 0 i mo»emy zastosowa¢ twierdzenie 5.

Je±li X =

[
x y

z t

]
, to

X100 = (x+ t)99X = (x+ t)99

[
x y

z t

]
=

[
0 1

0 1

]
,

co daje nam ukªad równa«: 
(x+ t)99x = 0,

(x+ t)99y = 1,

(x+ t)99z = 0,

(x+ t)99t = 1.

Z równania drugiego wynika, »e (x+t)99 6= 0, wi¦c z równa« pierwszego i trzeciego otrzymujemy x = z = 0,

a z równa« drugiego i czwartego y = t. Podstawiaj¡c x = 0 do równania czwartego otrzymujemy t100 = 1.

To ostanie równanie ma w ciele liczb zespolonych sto rozwi¡za« o postaci:

tk = cos
2kπ

100
+ i sin

2kπ

100
= cos

kπ

50
+ i sin

kπ

50
,

dla k = 0, 1, . . . , 99. Zatem wyj±ciowe równanie ma dokªadnie sto ró»nych rozwi¡za«:

Xk =

[
0 cos kπ50 + i sin kπ

50

0 cos kπ50 + i sin kπ
50

]
,

dla k = 0, 1, . . . , 99.

Przykªad 7. Rozwi¡za¢ równanie X2 − 2X + 2I =

[
−1 3

−2 4

]
.

Rozwi¡zanie.

Wprowad¹my oznaczenie f(x) = x2 − 2x + 2 (jest to wielomian po lewej stronie równania). Wielo-

mianem charakterystycznym macierzy A =

[
−1 3

−2 4

]
jest WA(x) = x2 − 3x + 2. Jego pierwiastkami

s¡ warto±ci wªasne macierzy A: λ1 = 1, λ2 = 2. Musimy teraz wybra¢ jedn¡ z tych warto±ci. Korzyst-
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niejszym wyborem jest λ = 1 gdy» równanie f(x) = x2 − 2x + 2 = 1 ma jedno rozwi¡zanie x = 1. My

jednak wybierzemy λ = 2, »eby w peªni zaprezentowa¢ sposób rozwi¡zywania takich równa«. Musimy

teraz rozwi¡za¢ równanie x2 − 2x+ 2 = 2. Po odj¦ciu stronami 2 otrzymujemy x2 − 2x = x(x− 2) = 0,

wi¦c rozwi¡zaniami tego równania s¡ liczby w1 = 2 i w2 = 0. B¦dziemy poszukiwa¢ rozwi¡za« w obu

przypadkach. W pierwszym det(X − 2I) = 0, a w drugim detX = 0.

(a) Najpierw zajmiemy si¦ przypadkiem det(X − 2I) = 0, czyli wybieramy w = w1 = 2.

• Zapisujemy wielomian f(x) = x2 − 2x + 2 jako kombinacj¦ pot¦g x − w = x − 2. W tym celu

u»ywamy wzoru Taylora (twierdzenie 2):

-obliczamy kolejne pochodne wielomianu f(x): f (0)(x) = f(x), f (1)(x) = f ′(x) = 2x− 2, f (2)(x) =

f ′′(x) = 2,

-obliczamy warto±ci pochodnych w punkcie 2: f (0)(2) = 2, f(1)(2) = 2, f (2)(2) = 2,

-f(x) = 2
2! (x− 2)2 + 2

1! (x− 2) + 2
0! = (x− 2)2 + 2(x− 2) + 2.

• Nasze równanie przybiera posta¢ (X − 2I)2 + 2(X − 2I) + 2I = A, któr¡ mo»emy przeksztaªci¢ do

(X − 2I)2 + 2(X − 2I) = A− 2I =

[
−3 3

−2 2

]
.

• Poniewa» det(X − 2I) = 0, to otrzymujemy tr(X − 2I)(X − 2I) + 2(X − 2I) =

[
−3 3

−2 2

]
. A st¡d

(tr(X − 2I) + 2)(X − 2I) =

[
−3 3

−2 2

]
.

• Niech X − 2I =

[
x y

z t

]
. Wtedy powy»sze równanie daje nam ukªad równa«:


(x+ t+ 2)x = −3,
(x+ t+ 2)y = 3,

(x+ t+ 2)z = −2,
(x+ t+ 2)t = 2.

Poniewa» (x + t + 2) 6= 0, to x = −y, z = −t, 2x + 3t = 0. St¡d x = − 3
2 t i mo»emy t¡ zale»no±¢

podstawi¢ do ostatniego równania. Otrzymamy wtedy
(
− 3

2 t+ t+ 2
)
t = 2. Po przeksztaªceniu

otrzymujemy t2−4t+4 = (t−2)2 = 0. St¡d t = 2. To daje nam rozwi¡zanie X =

[
−3 3

−2 2

]
+2I =[

−1 3

−2 4

]
.

(b) Teraz rozwa»my przypadek detX = 0, czyli przyjmujemy w = 0.

• Zapisujemy wielomian f(x) = x2 − 2x+ 2 jako kombinacj¦ pot¦g x− 0: f(x) = x2 − 2x+ 2.

• Nasze równanie przybiera posta¢ X2 − 2X = A− 2I =

[
−3 3

−2 2

]
.
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• Poniewa» detX = 0, to otrzymujemy (tr(X)− 2)X =

[
−3 3

−2 2

]
.

• Dla X =

[
x y

z t

]
otrzymujemy ukªad równa«:


(x+ t− 2)x = −3,
(x+ t− 2)y = 3,

(x+ t− 2)z = −2,
(x+ t− 2)t = 2.

• Rozwi¡zuj¡c ten ukªad podobnie jak poprzednio otrzymamy x = 3, y = −3, z = 2, t = −2. Zatem
w tym przypadku rozwi¡zaniem jest macierz:

X =

[
3 −3
2 −2

]
.

Rozwi¡zaniami równania X2 − 2X + 2I =

[
−1 3

−2 4

]
s¡ macierze X1 =

[
−1 3

−2 4

]
, X2 =[

3 −3
2 −2

]
.

6. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania.

Zadanie 1. Znale¹¢ wszystkie macierze X speªniaj¡ce równanie.

X30 =

[
0 1

0 0

]
.a) X40 =

[
1 0

0 0

]
.b) X50 =

[
−1 1

1 −1

]
.c)

X10 =

[
1 1

1 1

]10
.d) X18 =

[
1 −1
−1 1

]18
.e) X14 =

[
−1 1

1 −1

]14
.f)

Zadanie 2. Rozwi¡za¢ równanie X3 − 2X2 −X − 2I = 0.

Zadanie 3. Rozwi¡za¢ równanie X7 = 64X.

Zadanie 4. Rozwi¡za¢ równania

X3 = −I.a) X4 = I.b) X6 = I.c)

Zadanie 5. Rozwi¡za¢ równania

X2 + 6X + 8I =

[
7 8

2 7

]
.a) X2 − 2X − I =

[
40 −14
−21 5

]
.b)

X3 − 4X2 + 3X + I =

[
3 −4
2 −3

]
.c) X3 + 3X2 + 3X + 3I =

[
0 2

−1 3

]
.d)
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Zadanie 6. Udowodni¢, »e je±li X jest macierz¡ 2 × 2 o wspóªczynnikach rzeczywistych i wyznaczniku

0, speªniaj¡c¡ równanie Xk = X dla pewnej liczby naturalnej k, to X3 = X.

7. Odpowiedzi do zada«

Zadanie 1.

Brak rozwi¡za«.a)

X =

[
cos kπ20 + i sin kπ

20 0

0 0

]
, k ∈ {0, 1, 2, . . . , 39}.b)

X =
50√2
2

[
a −a
−a a

]
, gdzie a = cos (2k+1)π

50 + i sin (2k+1)π
50 , k ∈ {0, 1, 2, . . . , 49}.c)

[
1 1

1 1

]10
=

[
29 29

29 29

]
, X =

[
a a

a a

]
, gdzie a = cos kπ5 + i sin kπ

5 , k ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}.d)

[
1 −1
−1 1

]18
=

[
218 −218

−218 218

]
, X =

[
a −a
−a a

]
, a = cos kπ9 + i sin kπ

9 , k ∈ {0, . . . , 17}.e)

[
−1 1

1 −1

]14
=

[
213 −213

−213 213

]
, X =

[
a −a
−a a

]
, a = cos kπ7 + i sin kπ

7 , k ∈ {0, . . . , 13}.f)

Zadanie 2. I, −I, −2I, X =

[ √
1− yz y

z −
√
1− yz

]
, X =

[
−3+

√
1−4yz
2 y

z −3−
√
1−4yz
2

]
, X =[

−1+
√
9−4yz
2 y

z −1−
√
9−4yz
2

]
.

Zadanie 3. Dla detX = 0: X =

[
εk +

√
ε2k + yz −y
z εk −

√
ε2k + yz

]
gdzie ε = cos π3 + i sin π

3 , k =

0, 1, 2, 3, 4, 5 lub X = 0.

Dla detX 6= 0: X = 2

 εi+εj+
√

(εi−εj)2+4yz

2 −y

z
εi+εj−

√
(εi−εj)2+4yz

2

 gdzie ε = cos π3 + i sin π
3 ,

i, j = 0, 1, 2, 3, 4, 5, i > j.

Zadanie 4.

X = −

 εi+εj+
√

(εi−εj)2+4yz

2 −y

z
εi+εj−

√
(εi−εj)2+4yz

2

 gdzie ε = cos 2π
3 + i sin 2π

3 dla i, j = 0, 1, 2,

i > j.

a)

X =

 ik+ij+
√

(ik−ij)2+4yz

2 −y

z
ik+ij−

√
(ik−ij)2+4yz

2

 dla k, j = 0, 1, 2, 3, k > j.b)

X =

 εi+εj+
√

(εi−εj)2+4yz

2 −y

z
εi+εj−

√
(εi−εj)2+4yz

2

 gdzie ε = cos 2π
6 + i sin 2π

6 , i, j = 0, 1, 2, 3, 4, 5,

i > j.

c)
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Zadanie 5.

X =

[
−2±

√
3 −2± 2

√
3

−1±
√
3

2 −2±
√
3

]
, X =

[
−4±

√
3 2± 2

√
3

1±
√
3

2 −4±
√
3

]
.a)

X =

[
7 −2
−3 2

]
, X =

[
−5 2

3 0

]
.b)

X =

[
0 2

−1 3

]
,X =

[
4 −2
1 1

]
,X =

[
−2 4

−2 4

]
,X =

[
1− 2i 2i

−i 1 + i

]
,X =

[
1 + 2i −2i
i 1− i

]
.c)

X =

[
−2ε− 1 2ε

−ε ε− 1

]
gdzie ε jest dowolnym rozwi¡zaniem równania x3 = 1.d)

Zadanie 6. Je±li detX = 0, to równanie Xk = X przybiera posta¢ (tr(X))k−1X = X. St¡d (tr(X))k−1 =

1 lub X = 0. Poniewa» X ma wspóªczynniki rzeczywiste, to równanie (tr(X))k−1 = 1 ma rozwi¡zanie 1

lub −1. Wtedy X3 = (tr(X))2X = X.
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