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Rownania macierzowe I

Streszczenie. Celem tego artykutu jest prezentacja metod rozwigzywania réwnan wielomia-
nowych postaci f(X) = A, gdzie X jest niewiadoma macierza, A macierza kwadratowa stopnia 2,
a f(x) wielomianem o wspotczynnikach zespolonych.

Stowa kluczowe: macierze, wielomiany, rownania macierzowe.

1. Wstep

Praca zostalta napisana z my$la o studentach kierunku matematyka, ale moze by¢ tez materiatlem uzu-
pelniajacym dla studentéw innych kierunkéw. Zaprezentowane zostang metody znajdowania rozwigzan
rownan macierzowych postaci f(X) = A, gdzie X jest poszukiwang macierza kwadratows, A macierza
kwadratowga stopnia 2, a f(x) wielomianem o wspotczynnikach zespolonych. Przez I oznaczamy macierz
jednostkowa. Sladem tr(X) macierzy X nazywamy sume wspoltczynnikéw lezacych na gléwnej przekatnej

tej macierzy. Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian:
Wa(z) = det(A — zI).

Wiadomo, ze pierwiastki wielomianu charakterystycznego sa wartosciami wlasnymi macierzy A [2].
Jeli A ma stopien 2, to Wa(z) = 22 — tr(A)x + det A [2].
Jedli f(z) = apa™ + an_12" 1 + ...+ a1z + ag jest wielomianem o wspotczynnikach zespolonych, a

X jest macierza kwadratowa o wspoélczynnikach zespolonych, to
fX)=an X" +ap 1 X" '+ ... a1 X +aol.
Bedziemy korzysta¢ z nastepujacych faktow.

Twierdzenie 1 (Zasadnicze Twierdzenie Algebry, [1]). Jesli f(z) = a,2™+a, 12" ' +.. .+arz+ag
jest wielomianem o wspotczynnikach zespolonych stopnia dodatniego, to istniejq liczby zespolone z1, ..., zx
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oraz dodatnie liczby catkowite dy, ..., dy, Ze

f@) = an(z —20)0 (x — 20)% - (z — 23,)%.

Jesli w powyzszym rozktadzie d; > 1, to pierwiastek z; wielomianu f(x) nazywamy pierwiastkiem

wielokrotnym.

Twierdzenie 2. Jesli f(x) jest wielomianem o wspdtczynnikach zespolonych i zy jest dowolng liczbg
zespolong, to:
f(:]f) = bn(l’ — Zo)n —+ bn_l(l’ — Zo)nil + ...+ bl(l’ — Zo) —+ bo,

gdzie by, = % dlak=1,...,n, a f%) () jest pochodng k-tego rzedu wielomianu f(z) w punkcie zo.

Dowdd. Rozktad ten jest konsekwencja wzoru Taylora zastosowanego do funkcji wielomianowych [3]. O

Twierdzenie 3 (Hamilton-Cayley, [2]). Jesli Wa(z) = det(A — zI) jest wielomianem charaktery-
stycznym macierzy A, to W4 (A) = 0.

Twierdzenie 4 (Twierdzenie o dzieleniu z reszta). Dla kazdej pary wielomianéw f(z), g(x) o wspdt-
czynnikach zespolonych takich, ze st(g(x)) > 0 istnieje doktadnie jedna para wielomiandw g(x),r(z) taka,
ze

przy czym st(r(x)) < st(g(z)).! Wielomian r(x) nazywamy resztag z dzielenia f(x) przez g(z).

2. Réwnania postaci f(X) =0

Naszym celem w tym rozdziale jest wyznaczenie macierzy kwadratowych stopnia 2 spelniajacych
réwnanie macierzowe:

f(X)=a, X" +a, 1 X" "+ . +a1 X +apl =0 (1)

di dy

coi(T—2)
Niech macierz A bedzie rozwiazaniem réownania f(X) = 0. Podzielmy z reszta wielomian f(z) przez

Zgodnie z twierdzeniem 1 istnieja liczby zespolone z1, ...,z takie, ze f(x) = a,(x — 21)

wielomian charakterystyczny macierzy A:
f(@) = q(x)Wa(z) + ax +b.

Wstawmy A za x:
f(A) = q(A)W4(A) + aA + bl.

Poniewaz f(A) = 01 Wa(A) =0, to aA + bl = 0. Stad albo A = —27 albo a = b = 0. W pierwszym
przypadku —g musi by¢ jednym z pierwiastkow wielomianu f(z) (bo w przeciwnym razie A = —Z[

Iprzyjmujemy, ze wielomian zerowy ma stopiei —oo.
20 oznacza tu macierz zerowa stopnia 2.
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nie byloby rozwiazaniem réwnania f(X) = 0), a w drugim A jest pierwiastkiem wielomianu stopnia
2 dzielacego wielomian f(x). Podsumowujac kazde rozwigzanie réwnania f(X) = 0 jest albo postaci
A = zI, gdzie z; jest pierwiastkiem wielomianu f(z) albo spelnia réwnanie (X — zI)(X — 2,I) = 0,
gdzie z;, z; s3 réznymi pierwiastkami wielomianu f(z) oraz det(X — z;I) = det(X — z;I) = 0. Moze sie¢
zdarzy¢, ze z; = z; jeSli z; jest plerwiastkiem wielokrotnym wielomianu f(zx).

Zajmijmy si¢ teraz rownaniem (X — z,I1)(X — z;I) = 0 takim, ze det(X — zI) = det(X — z;1) = 0.
Roéwnanie to mozemy zapisa¢ w postaci:

(X —z)(X — 21+ (2 — z))I) =0,
ktoére po wymnozeniu i przeniesieniu na druga strone daje:
(X — ) = (2 — z:)(X — %1).
Po podstawieniach Y = X — 21, a = z; — z; otrzymujemy
Y? = ay,

przy czym detY = 0, bo zatozylismy, ze det(X — z;I) = det(X — z;1) = 0.
Teraz opiszemy jak rozwigza¢ réownanie Y2 = oY przy zalozeniu, ze detY = 0.

Twierdzenie 5. Jesli ¥ =

x

Zt} ] jest macierzq o wspdtczynnikach zespolonych i o wyznaczniku
z
réwnym zero, to Y™ = (z +t)" Y.
Dowdd. Zastosujemy metode indukcji matematycznej ze wzgledu na warto$é¢ wyktadnika n. Wzoér jest
oczywiscie prawdziwy dla n = 1. Zalézmy teraz, ze wzor jest prawdziwy dla wartosci n. Wykazemy jego

prawdziwos¢ dla n + 1. Mamy Y™+t = Y"Y. Z zalozenia indukcji Y™ = (z + ¢)"71Y, wigc Y"1 =
(x+t)""YY = (z + t)"1Y2. Obliczmy

e

Poniewaz wyznacznik macierzy Y jest réwny 0, to 2t = yz, a to nam daje

Y2 =

m2+yz xy + yt
Tz + 2t yz+t2 '

22 +at ay+yt (x+t)r (x+t)y

Y2 = = =
xz+ 2t at+t2 (x+t)z (z+)t
+t)| * @Z = (z + )Y,

Wracajac teraz do macierzy Y1 otrzymujemy:
Y = (x4 )" Y2 = (z+ )"z + )Y = (z + )",

a to konczy dowod. O

Przyklad 1. Opisa¢ macierze kwadratowe stopnia 2 speliajace réwnosé Y2 = 0 (zadanie 246 w [4]).
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Rozwigzanie.
Jedli macierz spetnia réwnanie Y2 = 0, to detY = 0. Zatem na podstawie Twierdzenia 5 dla macierzy

y=1|"7"

72;’ 1 otrzymujemy Y2 = (z+t)Y = 0. To daje nam 2+t = 0 lub Y = 0, wiec rozwigzaniami

r -y
z —x |’

dla ktoérych —22 + yz = 0. Po podstawieniu z = ,/yz otrzymujemy:

z
tego réwnania sa macierze:

Y =

VYz =Y 3
z —VYz ’

dla dowolnych y, z € C.

Przyklad 2. Wyznaczyé macierze kwadratowe stopnia 2 spelniajace réownosé Y? = oY, gdzie o # 0 jest
dowolng niezerowa stala.

Rozwigzanie.
Mamy dwie mozliwosci: det Y # 0 lub det Y = 0. Jesli det Y # 0, to macierz Y jest odwracalna i mozemy
réwnanie Y2 = oY przemnozy¢ obustronnie przez Y ~! otrzymujac Y = al.

Jedli det Y = 0, to korzystajac z Twierdzenia 5 otrzymujemy Y? = (z +t)Y = Y, co daje nam dwie
mozliwosci x +t = o lub Y = 0. Zatem rozwigzaniami rownoéci Y? = oY sa macierze Y = al, Y = 0
oraz macierze postaci:

-y
Z a—x

Y =

dla ktoérych ax — 22 + yz = 0. Rozwiazujac réwnanie —x? + ax + yz = 0 otrzymamy:

a+ /a2 +4yz 2y — a— /a2 + dyz
2 ’ 2

xr1 =

i macierze te mozemy zapisa¢ w postaci:

at+v/a2+4yz y
Y = 2
a—y/a2+4yz ’

< 2

dla dowolnych y, z € C.

Wracamy do réwnania (1). Jego rozwiazaniami sa macierze X spelniajace rownanie (X — z;1)? =
(z; —2i) (X —zI) (lub (X — 2;1)* = 0 jesli z; jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu f(x)). Mozemy
wiec zastosowaé przyklady 1i2dlaY =X -zl ia=z; — 2.

3symbol +/ rozumiemy w sensie zespolonym, a wiec jest zbiorem dwdch wzajemnie przeciwnych liczb zespolonych.
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Rozwiazania réwnania f(X) =0

Niech f(z) = an(z — 21)" (z — 22)% ... (z — 2;,)% bedzie wielomianem o wspétczynnikach zespo-

lonych. Wtedy rozwiazaniami réwnania macierzowego f(X) = 0 sa macierze:

e X =zldlai=1,...,k,

zj+zi+ (zj—zq;)2+4yz

—Y

_ 2 — L
e X = Y o T dlad,j7=1,...k,i>j,y,2z€C,
c 2
o X = ZitVYe Y dla i = 1,...,k, pod warunkiem, ze z; jest pierwiastkiem
z zi — Yz

wielokrotnym wielomianu f(x), y,z € C.

3. Przyklady

Przyklad 3. Rozwigza¢ rownanie X3 —2X? 4+ 2X = 0.

Rozwigzanie.
Poniewaz f(r) = 2% — 22% + 22 = x(x — 1)(x — 2), to kazde rozwiazanie réwnania X3 — 2X? + 2X = 0
spetnia jedno z ponizszych réwnan:

e X=0,X—-1=0,X-2I=0,

e X(X-1)=0,

e X(X —2I)=0,

o (X -—I)(X-2I)=0.

Na podstawie powyzszej tabeli, rozwigzaniami réwnania X3 — 2X2 + 2X = 0 s3 macierze:

e X=0X=1,X=2I,

[ 1+v/T+ayz —y
_ 2
e X = > 1-TTdyz |»
L 2

.X_-1+\/1+yz -y
z 1—-+v1+yz

I 3+V1+4yz —y
2
2 3—V14+4yz
2

)

gdzie y, z s dowolnymi liczbami zespolonymi.

Przyktad 4. Udowodnié, ze jesli macierz kwadratowa stopnia 2 spetnia réwnanie X* = 0 dla pewnego
k, to X? = 0 (zadanie 244 w [4]).
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Rozwigzanie.
Korzystamy z Twierdzenia 5. Jesli X* = 0, to

Xt=(@+t) X =0.

To jest mozliwe tylko wtedy, gdy (z +#)*~! = 0 lub X = 0. Otrzymujemy zatem z +¢ = 0 lub X = 0.
W obu przypadkach mamy:
X?=(r+t)X =0.

4. Réwnania X" = ol

W tym rozdziale pokazemy metody rozwigzywania rownan X" = ol dla a # 0. Zaczniemy od
przypomnienia opisu rozwigzan rOwnania "™ = 1.

Twierdzenie 6. Zespolonymi rozwigzaniami réwnania ™ = 1 sq liczby 1,e,€2,...,e"7Y, gdzie ¢ =
cos 27” + ¢sin 27” Ponadto liczba € spetnia rownanie:

el 4 4e4+1=0.

Dowdd. Dow6d mozna znalezé miedzy innymi w [1]. O

Whiosek 1. Jesli liczba w jest pewnym rozwigzaniem réwnania x™ = «, to wszystkie rozwigzania réwna-

2
n

nia " = a sqg postaci w; = we*, gdzie Ezcos%7r + 4 sin 1=1,...,n—1.

Dowdd. Poniewaz e = 1, to w? = (we)" = w"(e")" = . Zatem liczby w; sa réznymi rozwiagzaniami

réwnania z" = . O

Z poprzedniego rozdzialu wynika opis rozwiagzan réwnania X" = «ol.

Rozwigzania ré6wnania X" = al

Rozwigzaniami rownania X" = a/ sa macierze:

w(et+ed)+1/(wet —wed )2 +4yz

) . .o
X = 2 RN e el B i>74,4,5€{0,...,n—1},y,2 € C,
2

z

€ = cos 27” + isin 27”, a w jest dowolnym rozwigzaniem réwnania z" = a.

Przyklad 5. Rozwigza¢ rownanie X2 = I.

Rozwigzanie.

Rozwiazaniami réwnania z® = 1 sg liczby 1,¢,e?, gdzie € = cos &F + isin2F = —1 +

V3

> - Zatem na
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podstawie powyzszego opisu rozwiazaniami tego rownania sa macierze:

(4-e7) 41/ (i —e7)2+4yz _

X = 2 (e red) /T T , 1>, 1,7 € {07 1,2},y,z eC.
z 5 -

5. Rownania f(X) = A

Niech A bedzie macierza kwadratowa, a f(z) = a,2" +an_12" "1 +... +a17+ ag bedzie wielomianem
o wspoélczynnikach zespolonych. W tym rozdziale rozwazamy réwnanie:

fX)=an X" +ap 1 X" '+ + a1 X +aol = A. (2)

Niech A bedzie dowolng warto$cia wlasna macierzy A oraz niech wy,. .., w, beda pierwiastkami réwnania
f(z) = X. Teraz wybierzmy jeden 7z pierwiastkow w = w; i korzystajac z Twierdzenia 2 zapiszemy
wielomian f(x) w postaci:

f@)=bp(x —w)" + byp_1(x — w)"_l + ...+ bi(x —w) + by,

gdzie by = % dla k = 0,...,n. W szczegolnosci by = f(w) = A\ Zatem réwnanie (2) mozemy
przeksztalci¢ do postaci:

b(X —wD)™ +bp 1 (X —wl)" '+ by (X —wl) = A— .

Macierz A — A\l ma wyznacznik réwny zero. Po podstawieniu Y = X — wl, B = A — A\ nasze rOwnanie
przybiera postaé
b Y™ + b, Y™ '+ . +0Y =B,

gdzie det B = 0. Z Twierdzenia 2 wynika, ze istnieja liczby zespolone z; = 0, z2, ..., 2z i dodatnie liczby
catkowite cq,...,ck, ze
bp,YUY — 20)2 - (Y — 2, ])** =B

i poniewaz det B = 0, to przynajmniej jeden z wyznacznikow det(Y — z;I) jest réwny zero. Korzystajac
ponownie z Twierdzenia 2 otrzymujemy réwnanie

oY = 2" + 8, (Y —zD)" '+ ... +5(Y — 21) = B.
Teraz korzystamy z Twierdzenia 5 i otrzymujemy:

(sptr(Y — 2,1)" V4 s, 1tr(Y — 21" 2 4 ...+ 5)(Y — %]) = B,

x
co po podstawieniu Y — z;I = l 3; 1 , B=
z

b
d 1 daje nam uktad réwnan:

(sp(x+ )" P+ s 1(x+t)" ... +5)
(Sp(x+)" P+ s, (x+t)" L+ ... +51)
(sp(x+t)" P+ s, 1(x+t)" L +... +5)
(sp(x+ )" P+ s, 1(x+t)" 4. +5)
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Mozna dalej kontynuowaé opis rozwiazywania takich réwnan, ale wolimy to zobrazowaé¢ na przyktadach.

Uwaga 1. W metodzie opisanej powyzej mozemy wybraé¢ dowolng wartos¢ wlasng macierzy A. W prak-
tyce wybieramy wartosé, ktoéra jest najkorzystniejsza w dalszym toku rozwigzywania réwnania. Musimy
natomiast przeanalizowaé rozwiazania dla wszystkich wartosci w;, speliajacych rownanie f(w;) = A,
gdyz dla kazdej z tych wartosci macierz, ktora jest rozwigzaniem ma warto$¢ wlasng w;.

1
Przyklad 6. Rozwigzaé¢ rownanie X100 = [ 8 1 ]

Rozwigzanie.

0 1]. . . . .
Poniewaz wyznacznik macierzy 01 jest rowny 0, to det X = 0 i mozemy zastosowaé twierdzenie 5.

Jesli X = [ o i ],to

z

X100 = (2 + )X = (z + )%

co daje nam uktad réwnan:

(x + )%z =0,
(x+)%y =1,
(x+1)%2 =0,
(x +)%t = 1.

Z réwnania drugiego wynika, ze (z+t)% # 0, wiec z réwnan pierwszego i trzeciego otrzymujemy z = z = 0,
a z réwnan drugiego i czwartego y = t. Podstawiajac = 0 do réwnania czwartego otrzymujemy #'°0 = 1.
To ostanie réwnanie ma w ciele liczb zespolonych sto rozwiazan o postaci:

; 2k7r+‘,2k7r k7r+,_k7r
=cos—— +isin — = cos — + isin —

¥ 100 100 50 50

dla k=0,1,...,99. Zatem wyjsciowe réwnanie ma dokladnie sto réznych rozwigzan:

0 cos’;—g + isin k7

0 cos® T 4 iginkz

_ 50 50
X = ,
50

dla k=0,1,...,99.
S . w2 -1 3
Przyklad 7. Rozwigza¢ réwnanie X* — 2X + 2] = o 4|

Rozwigzanie.

Wprowadzmy oznaczenie f(z) = x? — 2z + 2 (jest to wielomian po lewej stronie réwnania). Wielo-

-1 3
mianem charakterystycznym macierzy A = 9 4 jest Wa(x) = 22 — 3z + 2. Jego pierwiastkami

sg wartosci wlasne macierzy A: Ay = 1, A2 = 2. Musimy teraz wybraé¢ jedng z tych wartosci. Korzyst-
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niejszym wyborem jest A\ = 1 gdyz rownanie f(r) = 22 — 2x + 2 = 1 ma jedno rozwigzanie x = 1. My
jednak wybierzemy A = 2, zeby w pelni zaprezentowaé sposéb rozwiazywania takich réwnan. Musimy
teraz rozwiaza¢ réwnanie x2 — 2z + 2 = 2. Po odjeciu stronami 2 otrzymujemy 22 — 2z = z(z — 2) = 0,
wiec rozwigzaniami tego réwnania sg liczby w; = 2 1 we = 0. Bedziemy poszukiwaé rozwiazan w obu
przypadkach. W pierwszym det(X — 2I) =0, a w drugim det X = 0.

(a) Najpierw zajmiemy sie przypadkiem det(X — 2I) = 0, czyli wybieramy w = wy = 2.

e Zapisujemy wielomian f(z) = 22 — 2z + 2 jako kombinacje poteg * — w = x — 2. W tym celu
uzywamy wzoru Taylora (twierdzenie 2):
-obliczamy kolejne pochodne wielomianu f(x): f(O(z) = f(z), fV(z) = f'(z) =22 — 2, fP(2) =
[ (@) =2
-obliczamy wartosci pochodnych w punkcie 2: f(9(2) =2, f(1)(2) =2, f@(2) =2,
f@)=2@-2%+2(@-2)+ & =(z-2)2+2x—2)+2

e Nasze réwnanie przybiera posta¢ (X — 2I)% +2(X — 2I) + 21 = A, ktérg mozemy przeksztatci¢ do
(X —20)?+2(X —2)=A—2] = l _2 2 ]

e Poniewaz det(X — 2I) = 0, to otrzymujemy tr(X —2I)(X —2I) +2(X —2I) = . A stad

(tr(X —2I) +2)(X —2I) = [ :‘;’ g ]

e Niech X — 2] = [ ‘ ‘:{ ] . Wtedy powyzsze rownanie daje nam uktad réwnan:
z

Poniewaz (z +t+2) # 0, to = —y, z = —t, 2z + 3t = 0. Stad & = —3t i mozemy tg zaleznosé
podstawi¢ do ostatniego réwnania. Otrzymamy wtedy (—%t—i—t—i— 2)t = 2. Po przeksztatceniu
-3 3

oI =
—2 2

otrzymujemy t> —4t+4 = (t—2)? = 0. Stad t = 2. To daje nam rozwigzanie X = l

!

(b) Teraz rozwazmy przypadek det X = 0, czyli przyjmujemy w = 0.

e Zapisujemy wielomian f(z) = 22 — 2x + 2 jako kombinacje poteg x — 0: f(z) = 22 — 2z + 2.

e Nasze réwnanie przybiera posta¢ X? —2X = A — 2] = [ _z 2 1 )
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Rozwigzaniami réwnania X2 — 2X + 2] = [

E

6.

-3

e Poniewaz det X = 0, to otrzymujemy (tr(X) —2)X = [ 5

e Dla X = l . ZZ ] otrzymujemy uktad réwnan:
z

(r+t—2)x = -3,
(x+t—2)y=3,
(x+t—2)z=-2,
(x+t—2)t=2

e Rozwiazujac ten uklad podobnie jak poprzednio otrzymamy z = 3,y = —3,2z = 2,t = —2. Zatem

w tym przypadku rozwiazaniem jest macierz:
3 -3
X = .
2 =2

-1 3
-2 4

)

Zadania do samodzielnego rozwigzania.

Zadanie 1. Znalez¢ wszystkie macierze X spelniajace réwnanie.

] sa macierze X; = l

-1 3
, Xo =
—92 4] 2

14
-1 1
1 -1 '

ayxo—| YL pyxo— |t O c) X0 =|
0 0 00
L1 10 _ 18
d) X0 = . e) X8 = I f) X1 =
11 -1 1
Zadanie 2. Rozwigza¢ rownanie X3 —2X2 — X — 2] = 0.
Zadanie 3. Rozwiagza¢ rownanie X' = 64X .
Zadanie 4. Rozwigza¢ rownania
a) X3 = 1. b) X4 =1. c) X6 =1.
Zadanie 5. Rozwigza¢ rownania
7 8 40 -14
X2 46X +8I= . b) X2 -2X —-1= .
a) + 9 7 ] ) —21 5 ]
3 2 3 —4 3 2 0 2
c) X° —4X*+3X +1= 5 3| d) X°+3X°+3X +3I= L 3

] |
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Zadanie 6. Udowodni¢, ze jesli X jest macierza 2 x 2 o wspotczynnikach rzeczywistych i wyznaczniku
0, spetniajacg réwnanie X* = X dla pewnej liczby naturalnej k, to X3 = X.

7. Odpowiedzi do zadan

Zadanie 1.

a) Brak rozwigzan.

km - sk
cos 55 +¢sin 55 0

b)X:[ 0 0

],ke{O,l,Q,...,:&Q}.

c)Xzs‘;/ilZ _Z],gdziea:cos%wr—i— smw ke{0,1,2,...,49}.

- 0
11 29 29
d) . 1] :[29 291,X:[Z Z],gdziea:cos—l—zsmk€{0,1,2 ,9}.
. 18
1 -1 218 _9l8 a —a
e) g 1 = [ o188 , X = v ,a=cos KT 4+ isin &% ke {0,...,17}.
r 14
-1 1 213 213 a —a
f) L 1 ] = [ o138 o13 , X = [ v ,a=cos 4+ isin &% ke {0,...,13}.
— 54yT=T5z
Zadanie 2. I, —I, —21, X = | V' Y% N g 2 v |0 X =
z —y/1—yz z fyz
—1+v9—4yz y
’ Sy |-
z 2
ek + /e + yz —y

Zadanie 3. Dla det X = 0: X = gdzie ¢ = cos § +ising, k =

z ek — \/e?k +yz

eldel 4y /(ei—ei)2+4yz _y
. _ 2 —
Dla det X # 0: X = 2 : RN s crwews gdzie ¢ = cos § + isin g
2

0,1,2,3,4,5 lub X = 0.

3

,7=0,1,2,3,4,5,i > j.
Zadanie 4.

eltel + (e?—ed)24+4yz

a) X = — z ciped_ (;'7{6],)2+4yz gdzie € = COS%’T + isin%7T dla i,5 = 0,1, 2,
1> 7. :
i 4iT 4/ (iF—id)2 4y
b) X = 2 o (:k?{mwyz dlak,j=0,1,2,3, k> j.
< 2
eltel 41 /(ei—ei)2+4yz .
c) X = 2 €i+€j_\/(€iy_€jm gdziegzcos—+251n6,zyf0,1,2345

z

. . 2
1> 7.
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Zadanie 5.
) X [ —2+v3 —2+2V3 —4++3 2423
a = , X = .
V5 943 Y8 443
[ —2 —5 2
byx=| x=| 2
-3 2 3 0
[ 2 4 =2 -2 4 1—2 21 14+20 -2
gx=| ! 2| x= X = D N '
-1 3 1 1 -2 4 —1 1+ i 1—1
[ —2e—1 2
d) X = © c ] gdzie ¢ jest dowolnym rozwigzaniem réwnania 2% = 1.

Zadanie 6. Jegli det X = 0, to réwnanie X* = X przybiera postaé (tr(X))*~1X = X. Stad (tr(X))*~! =
1 lub X = 0. Poniewaz X ma wspotczynniki rzeczywiste, to réwnanie (tr(X))*~! = 1 ma rozwiazanie 1
lub —1. Wtedy X? = (tr(X))?X = X.
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