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Obliczanie granic funkcji rzeczywistych jednej zmiennej
rzeczywistej

Streszczenie. Artykut jest kontynuacja artykutu ,Obliczanie granic ciagéw o wyrazach rzeczy-
wistych”. Przedstawiono typowe przyklady obliczania granic funkcji rzeczywistych jednej zmiennej
rzeczywistej. W zwiazku z tym prezentowane przyklady sa bardzo typowe, zawieraja dokladne
wyjasnienia, co i dlaczego robimy. Na poczatku znajduje sie lista twierdzen oraz podstawowych
granic, z ktorych bedziemy korzysta¢. Po kazdym przykladzie znajduja sie dwa bardzo podobne
zadania do samodzielnego rozwiazania, na koncu kilka dodatkowych zadan.

Stowa kluczowe: granica funkcji, symbol nieoznaczony.

1. Podstawowe twierdzenia i granice

Dowody podanych twierdzen wynikaja bezposrednio z definicji granicy funkcji w sensie Heinego oraz
z analogicznych twierdzen dotyczacych granic ciagéow (mozna je znalezé w [3] 1 [4]).

Twierdzenie 1. Niech f,g : D — R (D C R) majg skoriczone granice w punkcie xqg, przy czym
lim f(z)=a, lim g(x) =b. Wtedy
T—To T—Ig

1) Jim (f(z) £ g(z) =atd,

2) lim (f(z)-g(x)) =a-b,

Tr—xo

9 1 flx) a . ) . .

) lim ——= = —, jezeli g(x) # 0 dla wszystkich x z pewnego sgsiedztwa xo i b # 0.
e=ao g(z) b

Twierdzenie 2. Niech f,g: D — R (D C R) magjg skoriczone granice w punkcie xo, przy czym f(z) >0
dla wszystkich x z pewnego sqsiedztwa xo oraz lim f(x) =a >0, lim g(z) =b. Wowczas
T—Tg T—To

lim f(z)9® = ab.
T—xT0
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Twierdzenie 3. Niech dane bedg funkcje f,g: D — R (D C R). Wowczas:

.. . . 1 1
1) jeseli lim |F(@)] = +oo, to lim <o =0,

1
2) jezeli f(x) > 0 dla wszystkich x z pewnego sgsiedztwa xo ¢ lim f(z) =0, to lim ﬁ = 400,
x

rT—rT0o T—rT0 f

1
3) jezeli f(x) < 0 dla wszystkich x z pewnego sgsiedztwa xo ¢ lim f(z) =0, to lim o) —00,
x

r—rx0o T—rT0

4) jezeli lim f(z) =+oc0 i lim g(x) =05, to
xr—rXo

T—T0

« lim (f(z) + g(z)) = +oo,

T—To
400, gdyb>0

« lim f(2) - g(x) =
L= To —o00, gdyb <0,

5) jezeli lim f(x) = —o0 i lim g(z) =0, to

r—rx0o T—T0o

« lim (f(z) +g(z)) = —o0,

T—To
—00, gdyb>0
w lim f@) g =4 Y
o 400, gdyb <0,

6) jezeli lim f(x)= lim g(z) = £oo, to lim f(x)- g(z) = +oo,
r—rxo

r—rxo Tr—T0o

7) jezeli im f(x) = +o0 i lim g(x) = —o0, to lim f(x)- g(x) = —o0,
r—rx0o

T—T0 T—rT0o

8) jezeli ILm f(z) = lim g(x) = oo, to lim (f(x)+ g(x)) = £oo.

r—rx0o Tr—T0o

Uwaga 1. Najczesciej korzystamy z nastepujacych granic!:

G1 lim 22¢

a—0

:]_,

G2 lim (1 —l—oz)é =e,

a—0

o«
G3 lim a4
a—0 o

=lIna, a > 0.

Uwaga 2. Obliczanie granic funkeji jest bardzo podobne do obliczania granic ciagow (ciag to tez funkcja).
Tutaj tez bedziemy napotykali symbole nieoznaczone i, podobnie jak w przypadku ciagéw, bedziemy
bardziej skomplikowane wyrazenie powodujace symbol nieoznaczony przedstawiali w postaci iloczynu
najprostszego wyrazenia i bardziej skomplikowanego, ktérego granica bedzie liczba r6zna od zera. Musimy

tylko pamietaé¢ do czego dazy x. Jezeli

1 Wyprowadzenia mozna znalezé w [3] i [4].
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e z dazy do +o0, to (podobnie, jak to byto w przypadku ciagoéw) najprostszym wyrazeniem powodu-
jacym symbol nieoznaczony jest z*, gdzie k > 0,

e = dazy do zera, to takim najprostszym wyrazeniem jest z*, gdzie k > 0,
e 1 dazy do a, to takim wyrazeniem jest (x — a)¥, gdzie k > 0.

Na przyktad, jezeli x dazy do zera i sinx powoduje symbol nieoznaczony, to mozemy sinz zapisaé¢
sin &
x

w postaci iloczynu x - i juz symbol nieoznaczony bedzie spowodowany przez x. Podobnie, gdy symbol

nieoznaczony bedzie spowodowany przez a® — 1, wyrazenie to zapiszemy jako x - % Ale, gdy x dazy
. . . .. sin(z+3)
do liczby —3, to sin(x + 3) zapiszemy w postaci iloczynu (x + 3) - o

2. Przyktlady obliczania granic

W ponizszych przykladach pokazemy, w jaki sposéb obliczaé typowe granice. Jezeli zrozumiemy dla-
czego dane przeksztalcenie dziata, poradzimy sobie z innymi, nawet bardziej skomplikowanymi granicami.
Po kazdym przyktadzie znajduja sie dwa zadania do samodzielnego rozwiazania, podobne do omawianego
przyktadu. Czasami trzeba bedzie zastosowaé¢ pomysty przedstawione we wczesniejszych przyktadach. Na
koricu artykulu mozna znalezé wskazowki do niektérych zadaii.

Rozpoczniemy od czego§ znanego, czyli granic przy x dazacym do plus lub minus nieskoriczonosci.
Granice te liczy sie tak, jak granice ciggow.

345224+ 6
Przyktad 1. Obliczymy granice liril W
r—+o00 xTré —

Poniewaz x — +00, postepujemy tak, jak przy liczeniu granic ciagdéw. Zaréwno licznik, jak i mianownik

daza do 400, mamy wiec do czynienia z symbolem nieoznaczonym [%} W celu pozbycia sie symbolu

nieoznaczonego wylaczamy przed nawias w liczniku i w mianowniku wyrazenia, ktére najszybciej daza

do +o0, czyli 23 w liczniku i 22

w mianowniku. Dzieki temu przeksztalceniu symbol nieoznaczony bedzie
spowodowany przez proste wyrazenia postaci ¥ (k > 0) w liczniku i w mianowniku (i—;), a wyrazenia,
ktore pojawia sie¢ w nawiasach, beda juz dazyty do skonczonych, réznych od zera granic.
. 4?46 (2] . P (1+24+5) ) 1434+ 5
lim —————— = lim —(—F—7%>= lim » ——F—*.
T—+00 ;Uz —4 T— 400 xr2 (1 — xj) T— 400 1—
Otrzymalismy granice iloczynu dwoch funkcji, pierwsza dazy do +00, a druga (na podstawie twierdzenia 1)
do liczby 1. Z punktu 4 twierdzenia 3 wynika, ze
. 3 + 522 + 6x
lim — =
T—r—+00 2 —4

Zadanie 1. Policz teraz samodzielnie granice

) i 23— 222 +6 b) I 27 — 322+ 1
a zdoo ot —dz om0 2T+ —1
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% 4+ 522 + 6z

Przyktad 2. Obliczymy granice lim 5
T——2 €T — 4

Liczymy granice tej samej funkcji wymiernej, ale teraz © — —2, a wiec mamy symbol [%] (liczba —2
jest pierwiastkiem zaréowno licznika, jak i mianownika). Tym razem wylaczenie przed nawias w liczniku
i w mianowniku wyrazeni postaci ¥ (k > 0) nic nie da, dalej bedziemy mieli symbol nieoznaczony [%].

Symbol nieoznaczony jest teraz spowodowany przez wyrazenia postaci (z 4+ 2)* (k > 0). Nagla-
dujac rozumowanie z poprzedniego zadania, przedstawimy licznik i mianownik w postaci iloczynéw
(z+2)* - P().

. a3 4+522+62 (8] .. (x+2)(2? + 32)
lim ——— = lim ———————~
z——2 x? —4 z——-2 (x4 2)(x—2)
Zauwazmy, ze teraz symbol nieoznaczony jest spowodowany przez iloraz %, a wyrazenie to, podobnie
jak ;—Z w poprzednim zadaniu, mozna juz uprosci¢. Otrzymujemy
. w3 +5x2 462 [8] . (x+2)(2? + 32) . 2?4+ 3
lim ——— = lim ——~FY——— 2 = lim ———.
-2 2 —4 a—-2 (z+2)(z—2) -2 T — 2

Pozbylismy sie juz symbolu nieoznaczonego i teraz mozemy zastosowaé twierdzenie 1. Otrzymujemy

. 234522 +6x . 22+ 3z 4—6 1
im ——— = lim = —_—
z——2 2 —4 =2 x—2 —-2-2 2

Zadanie 2. Policz teraz samodzielnie granice

) i -z —z+1 b) I 3 + 322 — 9z — 27
a) m 51 ) ey P L a4 32 -9

2T _ 39:+1
Przyklad 3. Obliczymy granice lim el
Tr—r—00

Zaczniemy od przeksztalcenia funkcji tak, zeby pojawity sie tylko wyrazenia postaci a”.

lim ——— = lim +—F——.
e——o0 5771 + 37 am—co 1.57 437

Przypomnijmy sobie wykres funkcji wykladniczej, zeby okresli¢ lim a” dla a > 1:
T——00

Poniewaz lim 2* = lim 3% = lim 5" =0, mamy symbol nieoznaczony [%]. Wylaczymy teraz
r——00 r——00 T——00

przed nawias takie wyrazenie, zeby to, co pozostanie w nawiasie nie dazyto ani do 0, ani do 4o0. Jezeli
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wyltaczymy przed nawias w liczniku 3%, otrzymamy

(27
v (2 s)
W nawiasie pojawi sie wyrazenie g—:, a wiec bedziemy mieli symbol nieoznaczony [%]. Wykorzystujac

wlasnosci funkcji wykladniczej otrzymamy

(594

Spojrzmy znowu na wykres funkcji wyktadniczej, tym razem dla 0 < a < 1:

0<a<1

Przekonujemy sie, ze
2 x
lim () = +00.
z——o0 \ 3

W ten sposob nie pozbedziemy sie symbolu nieoznaczonego (mamy teraz [0 - oo]). Jak sie wiec tatwo do-
myslié, w nawiasie musi pozosta¢ wyrazenie postaci a”, gdzie a > 1. W takim razie w liczniku wylgczamy
przed nawias 2%, natomiast w mianowniku 3%:

. 2x731+1 [%} ) 2T _3.3% ) 21(1_3;7:) ) 2z 1_337:

lim —— = = T T

lm —m—— lim ——kn>% im — — .
a=—00 571437 oo—oo L.50 437 om0 3o (L. 4 1) am-se 30 LB 4

Pojawily sie teraz ilorazy g—j, 3%7 g—z, a wiec symbole nieoznaczone [%]. Sytuacja jest jednak lepsza niz

na poczatku, bo mozemy teraz zastosowaé jedna z wtasnosci funkcji wyktadnicze;j:

27 2\*
lim — = lim () = +o00,

r——o00 3% T——00
lim 3 = lim <3> =0,
r——o00 2T rz——o00 \ 2

lim 5—: lim (5> =0.
z——00 3% z——o0 \ 3

Otrzymujemy zatem

%
+o0 p——
3 T
» —~ _ e
) 2I_3.’L'+1 [%] ] 2T _3.3% ) 2:1:(17337) ) 9 ) 1 3(2>
lim ——b0 = lim +—— = lim ———F—<= lim - .
z——oco Hr—1 4 3z T——00 g517—|—3m z——00 3T (5374—1) T——00 )
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Mamy wiec granice iloczynu funkcji, granica pierwszej jest rowna +o0o, a drugiej jest réwna liczbie do-
datniej 1 (twierdzenie 1). Mozemy wiec na podstawie twierdzenia 3 (punkt 4) wywnioskowac, ze
2m _ 3z+1
A BTy T
Uwaga 3. Mozna bylto policzyé powyzsza granice nieco inaczej, mianowicie rozpocza¢ od wykonania

podstawienia x = —y. Wtedy

Yy Yy
R S S O (I 1 B IR B I
1m m = lim T 1, 1 - lim 1 1 3NY = lim 5 T 3Ny L —+00.
v==o0 5T A yokeo ghgr gy wobee g [50 ()T 1] wobee 5 (3)+1
Zadanie 3. Policz teraz samodzielnie granice
2T _ 9= 221 _ 92z
a) :cgr-‘,r-loo 2% 4 92—’ b) wgriﬂoo 3z+l 4 gz°

RS
NG

Mamy tutaj symbol nieoznaczony [%] . Zauwazamy podobienistwo tej granicy i np. lim
n—oo

Przyklad 4. Obliczymy granice lim
z—0t

vVn+1l—y/n+2
vn ’

a wiec przeksztalcenia beda podobne. Pomnozymy licznik i mianownik przez sume pierwiastkow:
(0]

2
—
lim Va?+1 -z +1 [§] i 22+ 1—(v+1) ~ lim 22—z
20t Ve 20t /z (Va2 + 1+ Vo +1) a0t \/E(\/x2+1+\/x+l).
—~
5 !
2

Dalej mamy symbol nieoznaczony, ale teraz jest on spowodowany przez wyrazenie prostsze zf/_; Gdy-
byémy dalej postepowali tak, jak przy liczeniu granic ciagéw, wylaczylibySmy w liczniku przed nawias
2?2 (i tak studenci czesto robia), ale zauwazmy, ze to by nam nic nie dato. Otrzymaliby$my w liczniku
x? (1 — %) i mieliby§my znowu symbol nieoznaczony, tym razem [0 - co]. Musimy wylaczy¢ przed nawias

x w takiej potedze, zeby wyrazenie w nawiasie nie dazylo do +oo ani do —oo.

-1
4
—
) 22— ) z(x —1)
lim = lim .
2=07 \/E(\/:EQ—i-l—i—\/x—i—l) 2=07 \/E(\/Q:Q—l—l—&—\/x—i—l)
4 4
2 2

Widzimy, ze teraz symbol nieoznaczony jest spowodowany przez iloraz —=, a to wyrazenie da si¢ uproscic.

Ostatecznie mamy
-1

1
——

VAR FI-Varily . P2 . z(z — 1)
R N U V(R L VaET) o VE (VT V)

1
2
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-1

3
—
. Va(z—1) 0-(-1) 0
= lim = =0.
z—0t vViz+1+Vr+1 2
il
2
Zadanie 4. Policz teraz samodzielnie granice
vV 2-3
a) lim (x—l— x? + 1), b) lim vrite-s
T——00 =7 \/m -2

sin 3x

Przyklad 5. Obliczymy granice lim .
z—0 tgdx
Zauwazamy, ze znowu mamy symbol nieoznaczony [%], ale tym razem pojawila sie funkcja sinus. Jak
zawsze, staramy sie tak przeksztalci¢ funkcje, zeby wyrazenia powodujace symbol nieoznaczony mialy jak
najprostsza posta¢. Najpierw skorzystamy wiec z definicji funkcji tangens i oddzielimy wyrazenia, ktore
powoduja symbol nieoznaczony, od tych, ktore daza do granicy skoiiczonej, réznej od zera.

. sin3z [§] .. sindxz . sindx
lim = lim —— = lim — - COS 5.
z—0 tgdx z—0 SBOT 50 ginHr S—~—
cos 5x 1

! sin 3z
sin 5 *
bardziej skomplikowane wyrazenia powodujace symbol nieoznaczony, staramy sie zastapié¢ tymi najprost-

Widzimy, ze teraz symbol nieoznaczony jest spowodowany przez iloraz Pamietamy zasade, ze

szymi. Skoro lim 52¢ — 1 (G1), mozemy wykorzysta¢ te granice dla o = 3z, a nastepnie dla a = 5.
a—r

0 [e3%

Zastapimy wiec sin 3z przez iloczyn 3z - %%7 a sin 5z przez iloczyn 5z - 3“5‘%
1
3
—~
sin 3x
sin 3z . 3z
im — -cos bz = lim .3;10 - — - CcOosbx.
2—0 sinbr “~—~— -0 SIndTr Jr “——
{ 5 1
1 P 1
——
t

Zobaczmy, co sie stalo. Teraz wyrazeniem, ktore powoduje symbol nieoznaczony [%] jest iloraz 3i. Otrzy-

5

malismy wiec

1
H
ebe
s sin 3z
sin 3z L =L 3 . 3 3
im — ccoshr = lim =32 . == . cos bz = lim .3x - —-coSHr = —
z—0 sin 5x s—0 ST Sy z—0 Sindxr § ~—~— §
5% f
1
1

Zadanie 5. Policz teraz samodzielnie granice
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. sin(2? — ) . sin(z? - 1)
lim ———— b) 1 —_—_.
R P U

in3
Przyktad 6. Obliczymy granice lir% w.

Zauwazamy, ze znowu mamy symbol nieoznaczony [%} , ale tym razem pojawila sie funkcja arcussinus.
Pamietamy, ze jest to funkcja odwrotna do funkcji sinus z zawezona dziedzina, a wiec, zgodnie z definicja,
dla kazdego z € (—1,1)

. . ™ T
y = arcsinz < (:L':smy ANyée <7§,§>) )

Mozemy wiec zrobi¢ podstawienie y = arcsin 3z, wtedy = = % siny i mamy

arcsin 3x . y . 3y
= lim +—; = lim Sy 3.
x—0 €T y—0 3 sy y—0 Y- T

Zadanie 6. Policz teraz samodzielnie granice

t _ .
a) lim arc gl‘7 b) lim x arcsimx

50 T =0 x +arctgx

. Lo z+2\ 72
Przyktad 7. Obliczymy granice lim .
x—2 \ 3x — 2

Tym razem mamy symbol nieoznaczony [1°°], warto wiec pomysle¢ o granicy (G2)

Q=

lim (14 o)

a—0

= €.

Podobnie, jak postepowaliSmy w przypadku ciagdéw, musimy wyrazenie w nawiasie przedstawié¢ w po-
staci sumy jedynki i wyrazenia, ktére bedzie dazyto do zera. Mozemy na przyklad doda¢ do wyrazenia
w nawiasie liczbe 11 odjaé ja:

2 112 _2 4 miZ
lim Tt =lim (1+ L .
z—2 \ 3x — 2 z—2 3r—2

Mamy juz w nawiasie wyrazenie 1 + «, gdzie a = 3?:;4. Warto w tym miejscu sprawdzié, czy nie

pomyliliémy sie w rachunkach i czy faktycznie « — 0, gdy * — 2. Teraz zajmiemy sie¢ wykladnikiem,

3r—2
—2x+4"°

jego wartosci, a tylko zapisa¢ go w innej postaci:

w ktérym musi sie pojawié é, czyli Przeksztatcajac wykltadnik musimy pamietac, zeby nie zmieniaé¢

—2x+4 1

1 3z—2
—2x + 4\ =2 — 97 + 4\ —2zF4 Brx—2 ‘-2
14— =(1+— :
( + 3x—2 ) ( * 3x — 2 >
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Mamy juz wlasciwie (1 4+ )é ale w wykladniku oprécz - L jest jeszcze ,co8”. Skorzystamy z jednej z wla-
snosci potegowania (a’ = (ab)®):

1+*2$+4 —2z+4%'ﬁ7 1+*2$+4 E;T_fél
3z — 2 a 3z — 2

. Lo P —2x44 .
i teraz pozostaje juz tylko policzyé 2101_>mz Gi=2) (2=3)"

) —2x+4 . —2(x —2) 1
hm = ]lilm = ——
P Grm0) (-2 B2 @-2 2
Otrzymalismy -1
§
1 1 Zetd 1
2 T—2 _2 4 T—2 _2 4 —2m+4
lim (2 —im (14 20T S [ (14
z—2 \ 3x — 2 T—2 3x — 2 T—2 3z —2
t
3;724
Mozemy teraz zastosowaé twierdzenie 2 dla funkcji f(z) = (1 + _32;”24) T gle) = %

Czyli ostatecznie
z+2 1

. _ 1
Ly (3x2> T

Uwaga 4. Czesto sie zdarza, ze studenci w granicy

3z—2
14 —2x +4\ 2=t
3r—2

1

e

—2z44 1
3z-2 x-2

lim
r—2

przeksztalcaja jeszcze wykltadnik, a poniewaz nie chee im sie przepisywaé tego skomplikowanego wyrazenia

w nawiasie kwadratowym, pisza:
—2x+44 1
lim e3z-2 z-2,
T2

Czyli przechodza do granicy tylko z czescia x-6w. Czasami takie nieuprawnione przejscie (przyjrzyj sie
doktadnie twierdzeniom) nie wplywa na wynik, ale nie zmienia to faktu, ze zostal popeliony blad.
Gdybysmy w tym przypadku, wykonali takie ,,czesciowe przejscie do granicy” na samym poczatku, otrzy-
maliby$my
1
242 \72
lim (3+> — lim 172 = lim 1=1,

r—2 . 2 — 2 r—2 r—2

a mysmy przed chwilg policzyli granice tej funkcji i jest ona réwna f OtrzymaliSmy wiec sprzecznosé,
bo, jak pamietamy, jezeli funkcja ma granice, to tylko jedna.
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Pamietaj!

Liczac granice funkcji, musisz z wszystkimi x-ami przejs¢ do granicy w tym samym momencie.

Jezeli komus$ nie chce sie przepisywac¢ skomplikowanego fragmentu wyrazenia, ktérego juz nie bedziemy
przeksztalcaé¢, moze zrobié tak:

o 4N s T
_ —2z+4 _a
lim 1+x—+ = lim (f(z))™ 2 =e 2.

r—2 3x—2 r—2 ——

!
flo
Zadanie 7. Policz teraz samodzielnie granice
. 142e7\% "
a) lim (34 22)71, b) lim ( +2e )
z——1 z——oo \ 1+ e*

2
27 —1
Przyklad 8. Obliczymy granice lim ———.
z—0 1 —cosx

Mamy tutaj symbol nieoznaczony [g] . Poniewaz pojawilo sie wyrazenie 22 1, postaramy sie zastoso-

. .o . . . . 2 . 12 p—
waé granice G3. Zacznijmy od przedstawienia wyrazenia 2° — 1 w postaci z2 - 2 — 1

, a potem oddzielimy
wyrazenia, ktore powoduja symbol nieoznaczony od tych, ktorych granice juz mozemy obliczyé (to sie
zawsze oplaca, bo im prostsze wyrazenie, ktore sprawia ktopot, tym latwiej sobie z nim poradzié):

2
2 r= 2
I B a2 27" —1
lim — = lim 5
z—0 1 —cosx 2—01—cosx

im .
z—0 1 —cosx T

Granica drugiego czynnika jest rowna In 2, zatem symbol nieoznaczony jest teraz spowodowany przez nieco

prostsze wyrazenie % Policzymy wiec lir% % Mamy tutaj symbol nieoznaczony [%] i funkcje
T—

trygonometryczna, nalezy wiec zastanowié sie nad zastosowaniem granicy G1. Co prawda nie ma sinusa,

2

ale pamietamy jedynke trygonometryczng. Skoro sin® x = 1—cos? z, wystarczy iloraz w granicy pomnozy¢

i podzieli¢ przez 1 + cosz:

i x? i x? 1+ cosx 2 (1 + cos )
im ——— = lim . = lim ———- ) =
=0 1—cosx =z—0 1—cosz 14+cosx z—01—cos?zx
2 1
= lim — -(I14cosz) = lim ———— - (1 +cosz) =2.
z—0 sIin“ x—0 sin N
- b
—_———
i
1
Ostatecznie mamy
2 2
27" _ 1 2
lim ——— =lim —— . =~ =2In2.
z—0 1 —cosx =0 1—cosx T
—_————

{ +
2

In2
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J. Macura

Zadanie 8. Policz teraz samodzielnie granice

. 3* -3 ) Nt
a) lim — =75 b) Jim, (2= 27)~.
Zadanie 9. Oblicz granice
a) mEIPoo (\/x2+2x—\/x2+1), b) :}:gml tg‘(/fi_js),
c) lim 2%ctge®, d) lim Y¥——~—- 1+Sin2m§_\/m,

T——00 x—0

e) }% (cos ) , f) qlrlﬂ% (" +x)=,

. -2 . . z 1
g) xl_l}r& P h) il_r)r}) (1+4sin(3* —1))=.

Odpowiedzi

Zadanie 1. Zadanie 2. Zadanie 3. Zadanie 4.
a) 0, a) 0, a) 1, a) 0,
b) 2. b) % b) —oc. b) %
Zadanie 5. Zadanie 6. Zadanie 7. Zadanie 8.
a) —1, a) 1, a) e 4, a) 6v/21n3,
b) —4. b) 0. b) 2. b) 1.
Zadanie 9.
a) —1, b) —¢, c) +oo, d) 3,
e) —3, f) e, g) —In2, h) 3.

Wskazéwki do zadan:

Zadanie 4 a) mozesz wykonaé¢ podstawienie x = —y i liczy¢ granice przy y — 400,
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Zadanie 4 b) zastosuj przeksztalcenie, od ktorego rozpoczelismy liczenie granicy w przyktadzie 4 i do
licznika, i do mianownika,

2

Zadanie 5 a) zastosuj granice G1 dla a = z* — z, a nastepnie dla a = 4z,

Zadanie 5 b) zastosuj granice G1 dla a = 22 — 1, a nastepnie przyjrzyj sie przyktadowi 4,

Zadanie 6 a) przypomnij sobie definicje funkeji arcus tangens, wykonaj odpowiednie podstawienie, a na-
stepnie zastosuj granice G1,

Zadanie 6 b) wylacz przed nawias & w liczniku i w mianowniku zastosuj obliczone wezesniej granice,

Zadanie 8 a) mozesz w liczniku wylaczy¢ 3 przed nawias i zastosowaé granice G3 dla « = 2 — 1, albo,
jesli wolisz, mozesz zrobié¢ najpierw podstawienie z — 1 = y, a potem zastosowaé granice G3. Jezeli nie
wiesz, co zrobi¢ z mianownikiem, sp6jrz na przyktad 4,

Zadanie 8 b) jezeli Twoj wynik to e~ "2, to przypomnij sobie definicje i wtasnosci logarytmow,

Zadanie 9 a) pamietaj, ze Va2 = |z|, mozesz tez wykonaé podstawienie x = —y i liczy¢é granice przy
Yy — +0o0,

Zadanie 9 b) zastosuj: granice G1 (dla o = 1 — 23), przeksztalcenie, od ktérego rozpoczeliémy liczenie
granicy w przykladzie 4, wzor a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?),

Zadanie 9 c) zastosuj granice G1 dla o = €7,

Zadanie 9d) zacznij od przeksztalcenia, od ktorego rozpoczeliSmy liczenie granicy w przyktadzie 4,
zastosuj granice G1 (patrz przyklad 8),

Zadanie 9 e) zastosuj granice G2, cosz = 1+ (cosz — 1),
Zadanie 9 f) poniewaz (e”)% = e, najlepiej bedzie wylaczy¢ e” przed nawias, a potem zastosowaé granice
G2,

Zadanie 9g) zacznij od przeksztalcenia, od ktorego rozpoczelismy liczenie granicy w przykladzie 4,

w liczniku wylacz przed nawias %, zapisz w innej postaci iloczyn 2- 27, zastosuj granice G3 dla o« = x + 1,

Zadanie 9 h) zastosuj granice G2 dla o =sin(3* — 1), Gl dlaa =3* — 1, G2 dla a = z.
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