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Dynamic analysis  
of passively damped bar  

structures using visco-elastic  
layers embedded in nodes

Analiza dynamiczna konstrukcji prętowych tłumionych pasywnie  
z wykorzystaniem warstw lepko-sprężystych wbudowanych w węzły

Streszczenie. Materiały lepko-sprężyste są stosowane w syste-
mach tłumienia pasywnego budynków wysokich, obciążonych 
wiatrem lub na terenach sejsmicznych w celu redukcji nadmier-
nych drgań. W artykule analizowane są konstrukcje ramowe, 
w węzłach których zastosowano warstwy z materiału lepko-sprę-
żystego. Proponowane podejście umożliwia przyjęcie dowolne-
go modelu reologicznego do opisu więzów w połączeniu oraz 
uwzględnienie w obliczeniach więzów działających tylko w wy-
branych kierunkach.
Słowa kluczowe: węzły konstrukcyjne; tłumienie pasywne; war-
stwy lepko-sprężyste; modele reologiczne.

Abstract. Visco-elastic materials are used to reduce excessive 
vibrations, in passive damping systems for tall buildings loaded 
with wind or in seismic areas. This paper considers frame 
structures at the nodes of which layers of visco-elastic material 
are used. The proposed approach makes it possible to adopt 
any rheological model to describe the bonds in the connection 
and to include in the calculations bonds acting only in selected 
directions.
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Nawet niewielkie obciążenia dynamiczne, działają-
ce na obiekty budowlane, mogą wywołać groźne 
w skutkach efekty. W zakresie częstotliwości rezo-
nansowych, niebezpieczne deformacje konstrukcji 

powstają nawet przy małej amplitudzie wymuszenia. W przy-
padku budowli nietypowych, o nieregularnych kształtach, 
modele normowe obciążenia wiatrem są niewystarczające. 
Potrzebne są indywidualne badania rozkładu obciążeń [1], 
a analizy statyczne muszą być uzupełnione analizami dy-
namicznymi. Dynamiczne działanie wiatru jest szczególnie 
istotne w przypadku smukłych i wysokich konstrukcji, dlate-
go w takich obiektach, w celu złagodzenia efektów dynamicz-
nych, stosuje się specjalne systemy do redukcji drgań.

Na terenach sejsmicznych dodatkowym obciążeniem kon-
strukcji są siły bezwładności generowane ruchem podłoża. 
W celu ograniczenia niekorzystnych efektów związanych 
z trzęsieniem ziemi stosuje się systemy aktywnej lub pasywnej 
redukcji drgań albo systemy hybrydowe (aktywno-pasywne) 
[2]. Systemy aktywnej redukcji drgań są rozwiązaniami sku-
tecznymi, ale bardzo drogimi. Muszą zawierać układ pomiaro-
wy rejestrujący drgania konstrukcji oraz oprogramowanie, któ-
re analizuje zebrane dane i steruje urządzeniami generującymi 
odpowiednio duże siły w konstrukcji. Zdecydowanie prostsze 
w działaniu i tańsze w wykonaniu oraz eksploatacji są systemy 
pasywnej redukcji drgań [3], wśród których można wyróżnić 
trzy zasadnicze grupy. Są to systemy, w których izolowana jest 
podstawa budynku, systemy z dołożonymi urządzeniami roz-
praszającymi energię (tzw. tłumikami drgań) oraz systemy ze 
strojonymi tłumikami masowymi [4]. Urządzenia rozprasza-

Even small dynamic loads acting on building structu-
res can cause undesirable effects that are dangerous 
in their consequences. In the range of resonant frequ-
encies, dangerous deformations of structures can ari-

se even at a small force amplitudes. In the case of non-typical, 
irregularly shaped structures, standard wind load models are 
insufficient, individual load distribution studies are needed 
[1], and static analyses must be supplemented with dynamic 
analyses. The dynamic effect of wind is particularly important 
for slender and tall structures. Therefore, in such structures, 
special systems for vibration reduction are used to reduce the 
dynamic effects.

In seismic areas, inertial forces generated by ground 
motion are an additional load on structure. In order to re-
duce the unfavorable effects associated with earthquakes, 
active or passive vibration reduction systems or hybrid (ac-
tive-passive) systems are used [2]. In general, active vibra-
tion reduction systems are effective but very expensive so-
lutions. They must include a measuring system that records 
the vibrations of the structure and software that analyzes the 
collected data and controls devices that generate sufficiently 
high forces in the structure. Passive damping systems are 
definitely simpler to operate and cheaper to make and use 
[3]. Among passive damping systems, three main groups 
can be distinguished. These are systems in which the base 
of the building is isolated, systems with added energy dis-
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sipation devices (so-called vibration dampers) and systems 
with tuned mass dampers [4]. Energy dissipation devices in 
buildings are usually mounted on structural bracing rods in 
the vertical plane of the walls. The energy dissipating me-
dium can be a viscous liquid or a visco-elastic polymer 
layer [5]. Visco-elastic polymer layers can be used to iso-
late the support of a selected structural element or the base 
of an entire building. To reduce vibrations, such layers can 
also be used at the nodes of the structure, at the beam-to-co-
lumn connection [6]. Another way to reduce vibrations in 
a structure is to use friction dampers [7] or shape memo-
ry materials [8] at its nodes. In all these cases, the ability 
of the modified node to dissipate energy, that is, its dam-
ping capacity, is studied. Usually, dynamic analyses involve 
a specific design solution, where the node as a whole is stu-
died [9]. In some works [10], a finite element is created with 
visco-elastic (V-E) bonds at the nodes, but this approach is 
limited to rotational degrees of freedom only [11].

This paper presents a dynamic analysis of a planar bar 
structure with damping elements located at its nodes. An ori-
ginal way of including V-E bonds in the equations of motion 
of the structure is proposed, which allows the use of arbitrary 
rheological models to describe them. Three ways of embed-
ding visco-elastic layers in a node, differing in the direction 
of the damping and elastic force in the connection, are discus-
sed. To the authors’ knowledge, such cases are not studied in 
the literature. The problem of damping of the frame struc-
ture was treated comprehensively, starting with a method of 
determining the parameters of the V-E material, describing 
the original structural nodes with polymer layers, the author’s 
method of dynamic analysis of the structure with V-E bonds, 
and ending with a method of evaluating the effectiveness of 
vibration reduction.

Bar structure with V-E bonds
In the global equation of motion of a planar bar structure 

with V-E nodes, it is assumed that the joints are made of three 
independent bonds and that viscous or elastic properties can 
be considered in only one selected direction or in all three 
directions simultaneously.

Visco-elastic node. It is assumed in the study that the V-E 
bonds at the node act independently: along the axis of the atta-
ched bar transferring only the normal force, perpendicular to 
its axis transferring only the 
transverse force, and as rota-
tional transferring only the 
bending moment (Figure 1).

The elastic forces acting 
in each bond are functions 
of the elastic coefficients kr 
(Figure 1a) and the diffe-
rences of the corresponding 
generalized displacements 
(Figure 2b), while the dam-
ping forces in viscous bonds 
depend on the damping coef-

jące energię w budynkach montuje się zwykle na prętach stę-
żających konstrukcję w płaszczyźnie ścian pionowych. Czyn-
nikiem rozpraszającym energię może być lepka ciecz lub 
warstwa polimeru o właściwościach lepko-sprężystych [5]. 
Lepko-sprężyste warstwy polimerowe wykorzystywane są do 
izolacji podpory wybranego elementu konstrukcyjnego lub pod-
stawy całego budynku. W celu redukcji drgań, warstwy takie 
można również zastosować w węzłach konstrukcji, w połącze-
niu belki ze słupem [6]. Innym sposobem ograniczenia drgań 
w konstrukcji jest stosowanie tłumików ciernych w jej wę-
złach [7] lub materiałów z pamięcią kształtu [8]. We wszyst-
kich tych przypadkach bada się możliwość rozpraszania energii 
przez zmodyfikowany węzeł, czyli jego zdolności tłumiące. 
Analizy dynamiczne dotyczą zwykle konkretnego rozwiązania 
konstrukcyjnego, gdzie bada się węzeł jako całość [9]. W nie-
których pracach [10] tworzony jest element skończony, w wę-
złach którego są więzy lepko-sprężyste (L-S). Takie podejście 
ogranicza się jednak tylko do rotacyjnych stopni swobody [11].

W artykule przedstawiono analizę dynamiczną płaskiej kon-
strukcji prętowej z elementami tłumiącymi zlokalizowanymi 
w jej węzłach. Zaproponowano oryginalny sposób uwzględ-
niania więzów L-S w równaniach ruchu konstrukcji, który 
pozwala na stosowanie dowolnych modeli reologicznych do 
ich opisu. Omówiono trzy sposoby wbudowania warstw lep-
ko-sprężystych w węzeł, różniące się kierunkiem działania 
siły tłumiącej i sprężystej w połączeniu. Z naszej wiedzy wy-
nika, że takie przypadki nie były prezentowane w literaturze. 
Problem tłumienia konstrukcji ramowej potraktowano kom-
pleksowo, zaczynając od podania sposobu wyznaczenia para-
metrów materiału L-S, przez opisanie oryginalnych węzłów 
konstrukcyjnych z warstwami polimerowymi, autorską meto-
dę analizy dynamicznej konstrukcji z więzami L-S, a kończąc 
na sposobie oceny efektywności redukcji drgań.

Konstrukcja prętowa z więzami L-S
W globalnym równaniu ruchu płaskiej konstrukcji prętowej 

z węzłami L-S przyjęto, że połączenia są zbudowane z trzech 
niezależnych więzów oraz że właściwości lepkie lub spręży-
ste mogą być uwzględnione tylko w jednym wybranym kie-
runku lub we wszystkich trzech kierunkach jednocześnie.

Węzeł lepko-sprężysty. W rozważaniach przyjęto, że wię-
zy L-S w węźle działają niezależnie: wzdłuż osi dołączanego 
pręta, przenosząc tylko siłę normalną; prostopadle do jego 

osi, przenosząc tylko siłę 
poprzeczną oraz jako rota-
cyjne, przenosząc tylko mo-
ment zginający (rysunek 1).

Siły sprężyste działają-
ce w poszczególnych wię-
zach są funkcjami współ-
czynników sprężystości kr 
(rysunek 1a) i różnicy od-
powiednich uogólnionych 
przemieszczeń (rysunek 2b), 
a siły tłumienia w więzach 
lepkich zależą od współ-

a) b)

c  

cx 
cy 

k  

kx 
ky 

ϕ ϕ

Fig. 1. Symbols of bonds with the properties: a) elastic; b) viscous 
(damping) 
Rys. 1. Symbole więzów o właściwościach: a) sprężystych; b) lepkich 
(tłumiących)
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ficients cr (Figure 1b) and the 
velocity differences of these 
displacements.

The bonds presented in this 
way correspond to the defi-
nition of the Kelvin model 
(Figure 3a) often used to de-
scribe the rheological proper-
ties of visco-elastic materials, 
for which the equation of 
motion is of the form:

 Δ( ) ( ) (Δ )r r r r rt tf k q c q t= +   (1)

where: ( )Δ ; Δ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r jr ir r jr ir
dq q q qt q q
dt

t t t t t= − = −

This approach makes 
it possible to use any 
rheological model to 
describe the bond, inc-
luding a more exten-
ded one (Figure 3b) or 
a more advanced one 
(Figure 3c) that uses 
non-integral order deri-
vatives (0 < α ≤ 1) [5, 
11, 12]. Figure 3 shows 
the orientations of the force vectors that arise at the nodes  
of the model with a positive displacement increment (i.e.  
Δq = (qj – qi) > 0). In addition, each of the three bonds in 
the joint can be described by a different rheological model.

The V-E bonds are replaced by forces that are functions of 
nodal displacements of the structure and are applied, as an ex-
ternal load acting in the corresponding directions (Figure 4). 
Instead of a system of three bonds, one can assume that the 
two nodes are connected by a two-node finite element of ne-
gligible length (l  0), with six degrees of freedom (Figure 4), 
in which the vectors of the nodal forces are taken according 
to the notation of the finite element method. This means that 
when the increments of displacement are positive (e.g., when 
the finite element is extended), the forces at the left node are 
negative and those at the right node are positive. In addition, it 
must be noted that when these forces are applied to the struc-
ture as an external load, their directions must be reversed, that 
is, they will be opposite to 
the directions of the degrees 
of freedom (Figure 4). After 
applying the Kelvin model 
for all three directions, the 
stiffness matrix of such a fi-
nite element takes the form:

1 1

1 1
K

− 
=  − 

K K
K

K K

(2)

1

0 0
0 0
0 0

x

y

k
k

kφ

 
 =  
  

K

czynników tłumienia cr (ry-
sunek 1b) i różnicy prędkości 
tych przemieszczeń.

Więzy przedstawione w ta- 
ki sposób odpowiadają defi-
nicji modelu Kelvina (rysu-
nek 3a), stosowanego często 
do opisu właściwości reolo-
gicznych materiałów lepko-
sprężystych, dla którego rów-
nanie ruchu ma postać:

 Δ( ) ( ) (Δ )r r r r rt tf k q c q t= +   (1)

gdzie: ( )Δ ; Δ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r jr ir r jr ir
dq q q qt q q
dt

t t t t t= − = −

Takie podejście umo- 
żliwia zastosowanie do- 
wolnego modelu reolo-
gicznego do opisu wię-
zu, także bardziej rozbu-
dowanego (rysunek 3b) 
lub bardziej zaawanso-
wanego (rysunek 3c), 
w którym stosuje się po-
chodne niecałkowitego 
rzędu (0 < α ≤ 1) [5, 11, 

12]. Na rysunku 3 pokazane są też zwroty sił, które powstają 
w węzłach modelu, przy dodatnim przyroście przemieszczenia, 
tj. Δq = (qj – qi) > 0. Ponadto, każdy z trzech więzów w złączu 
może być opisany innym modelem reologicznym.

Więzy L-S są zastępowane przez siły, które są funkcjami 
przemieszczeń węzłowych konstrukcji i przykładane jako ob-
ciążenie zewnętrzne działające w odpowiednich kierunkach 
(rysunek 4). Zamiast układu trzech więzów można przyjąć, że 
dwa węzły są połączone dwuwęzłowym elementem skończo-
nym o pomijalnie małej długości (l  0) i sześciu stopniach swo-
body (rysunek 4), w którym zwroty sił węzłowych są przyjęte 
zgodnie z notacją metody elementów skończonych. Oznacza to, 
że gdy przyrosty przemieszczeń są dodatnie (np. gdy element 
skończony jest rozciągany), to siły w lewym węźle są ujemne, 
a w prawym dodatnie. Ponadto trzeba pamiętać, że gdy siły te 
zostaną przyłożone do konstrukcji jako obciążenie zewnętrz-
ne, ich zwroty muszą być odwrócone, czyli będą przeciwne 

do zwrotów stopni swobody 
(rysunek 4). Po zastosowaniu 
modelu Kelvina, w przypad-
ku wszystkich trzech kierun-
ków, macierz sztywności ta-
kiego elementu skończonego 
przyjmuje postać:

1 1

1 1
K

− 
=  − 

K K
K

K K

(2)

1

0 0
0 0
0 0

x

y

k
k

kφ

 
 =  
  

K

a) b)

i j 

kx ϕ , ky , k  , 
cx ϕ , cy , c   

 qix

qiy 
q  

qjx 

qjy 
q  jϕiϕ

Fig. 2. V-E connection between bars: a) contact of nodes;  
b) independent displacements
Rys. 2. Połączenie L-S pomiędzy prętami: a) styk węzłów; b) nieza-
leżne przemieszczenia

Fig. 3. Examples of rheological models: a) Kelvin; b) Standard; c) Fractional
Rys. 3. Przykładowe modele reologiczne: a) Kelvina; b) Standardowy; c) Ułam-
kowy

a)     b)    c) 
 

 

qj 
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qj 
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fr 

k0 

qi 

fr 
c0 

k1 

Fig. 4. The system of forces generated in the visco-elastic connec-
tion that act on the structure 
Rys. 4. Układ sił generowanych w złączu lepko-sprężystym, które  
działają na konstrukcję
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However, for more advanced rheological models, the stif-
fness matrix becomes very complicated, and in the case of 
models with internal displacements, it cannot be given ex-
plicitly.

The equation of motion of the bar structure was written in 
a matrix form, and visco-elastic connections were taken into 
account in an additional force vector:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t+ + = +Mq Cq Kq p f  (3)

The symbols M, C and K denote, respectively, the inertia, 
damping, and stiffness matrices determined for the structure 
itself without V-E bonds, q(t) is the displacement vector, p(t) 
is the vector of external dynamic forces, and f(t) is the vector 
of forces which are generated in V-E bonds:

 
1

( ) ( )m
rr

t t
=

=∑f f  (4)

where: m is the total number of V-E bonds. 

It should be noted that the forces are passive forces f(t)  that 
occur when displacements increase in the V-E bonds. Their 
action is identical to that of the damping and elastic resistance 
forces occurring on the left side of the equation. These forces 
depend on the physical parameters of the V-E bonds, which 
means that taking them into account must change the dynamic 
characteristics of the entire structure. After applying the La-
place transformation with zero initial conditions, the equation 
of motion (3) takes the following form:

 2( ) ( ) ( ) ( )s s s s s+ + = +M C K q p f  (5)
where: s is the Laplace variable,  is the Laplace transform of the 
displacement vector q(t),  is the transform of the vector p(t), and  

1
( ) ( )m

rr
s s

=
=∑f f  is the transform of the vector f(t).

For the selected V-E bond, with the number r, the Laplace 
transform of the vector of additional forces has the form:

 ( )( ) ( ) ( )r r r rK Gs s s= − +f L q  (6)

The minus sign in formula (6) is a consequence of treating 
internal forces as an external load applied to the nodes of the 
structure (Figure 4). The matrix Lr determines the position 
of the V-E (finite element) bond, and has dimension (n × n), 
where n specifies the total number of degrees of freedom 
of the structure. If the bond with the number r is embedded 
between the i-th and j-th degrees of freedom of the struc-
ture (Figure 5), the position matrix is calculated based on 
the allocation vector er = col(0, ..., ei = 1, ..., ej = –1, ..., 0), 
from the formula: T

r r r=L e e .  
The functions Kr and Gr(s) 
are selected according to the 
adopted rheological model 
of the bond, for the Kelvin 
model (Figure 3a), Kr = kr, 
Gr(s) = scr, for the Standard  
model (Figure 3b), Kr = k0, 
Gr(s) = sc0 + sk1/(v1 + s), 
where v1 = k1/c1, and for the  
Fractional model (Figure 3c),  
Kr = k0, Gr(s) = sαc0. The  

Natomiast w  bardziej zaawansowanych modelach reolo-
gicznych macierz sztywności bardzo się komplikuje, 
a w przypadku modeli z przemieszczeniami wewnętrznymi 
nie można jej podać w sposób jawny.

Równanie ruchu konstrukcji prętowej zapisano w postaci 
macierzowej, a połączenia lepko-sprężyste zostały uwzględ-
nione w dodatkowym wektorze sił:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t+ + = +Mq Cq Kq p f  (3)

Symbole M, C i K oznaczają odpowiednio: macierze bez-
władności: tłumienie i sztywność wyznaczone dla samej kon-
strukcji bez więzów L-S, q(t) jest wektorem przemieszczeń, 
p(t) – wektorem zewnętrznych sił dynamicznych, a f(t) – 
wektorem sił generowanych w więzach L-S:

 
1

( ) ( )m
rr

t t
=

=∑f f  (4)

gdzie: m – całkowita liczba więzów L-S. 

Należy podkreślić, że siły f(t) są siłami biernymi, które po-
jawiają się, gdy w więzach L-S zwiększają się przemieszcze-
nia. Ich działanie jest identyczne jak sił tłumienia i sił oporu 
sprężystego, występujących po lewej stronie równości. Siły te 
zależą od parametrów fizycznych więzów L-S, co oznacza, że 
ich uwzględnienie zmienia charakterystyki dynamiczne całej 
konstrukcji. Po zastosowaniu transformacji Laplace’a, z ze-
rowymi warunkami początkowymi, równanie ruchu (3) przyj-
muje postać:

 2( ) ( ) ( ) ( )s s s s s+ + = +M C K q p f  (5)
gdzie: s – zmienna Laplace’a;  – transformata Laplace’a wektora 
przemieszczeń q(t);  – transformata wektora p(t), a 

1
( ) ( )m

rr
s s

=
=∑f f  

– transformata wektora f(t).
W przypadku wybranego więzu L-S, o numerze r, transfor-

mata Laplace’a wektora dodatkowych sił ma postać:

 ( )( ) ( ) ( )r r r rK Gs s s= − +f L q  (6)

Znak minus we wzorze (6) jest konsekwencją potraktowa-
nia sił wewnętrznych jako obciążenia zewnętrznego przykła-
danego do węzłów konstrukcji (rysunek 4). Macierz Lr okre-
śla położenie więzu L-S (elementu skończonego), ma wymiar 
(n × n), gdzie n określa całkowitą liczbę stopni swobody 
konstrukcji. Jeżeli więź o numerze r jest wbudowana pomię-
dzy i-tym i j-tym stopniem swobody konstrukcji (rysunek 5), 
to macierz położenia jest wyliczana na podstawie wektora 
alokacji er = col(0, ..., ei = 1, ..., ej = –1, ..., 0) ze wzoru: 

T
r r r=L e e . Funkcje Kr i Gr(s) 

są dobierane wg przyjętego 
modelu reologicznego wię-
zu. W przypadku modelu: 
Kelvina (rysunek 3a) Kr = 
kr, Gr(s) = scr; modelu Stan-
dardowego (rysunek 3b) Kr 
= k0, Gr(s) = sc0 + sk1/(v1 + 
s), gdzie v1 = k1/c1, a mo-
delu Ułamkowego (rysu-
nek 3c) Kr = k0, Gr(s) = sαc0.  
Całkowity wektor transfor-

 

 

 

 

 

 

kr 

cr qi 
qj 

fr fr 

Fig. 5. Additional forces acting on the structure at the V-E bond 
with the number r 
Rys. 5. Dodatkowe siły działające na konstrukcję w miejscu więzu 
L-S o numerze r
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total vector of transforms of interaction forces acting be-
tween the V-E bonds and the structure can be written as:

 ( )
1

( ) ( ) ( )
m

r r r
r

s K G s s
=

= − +∑f L q  (7)

Finally, the equation of motion for a structure with V-E 
bonds, written in the frequency domain, takes the form:

 ( )2 ( ) ( ) ( )d ds s s s s+ + + + =M C G K K q p  (8)

where: 1 1; ( ) ( ) ;m m
d r r r d r r rs sK G= == Σ = ΣK L G L  while Kr and Gr(s) are func-

tions describing elastic and viscous properties, respectively, in the adopted 
rheological models for each bond. It is worth noting that a completely 
different model may be adopted for each bond.

After assuming that no external dynamic forces act on 
the structure ( ( )sp  = 0) equation (8) becomes a nonlinear 
eigenproblem. Its solutions are the eigenvectors Xi and the 
eigenvalues si, from which the dynamic characteristics of the 
structure, i.e. the natural frequencies ωi and the nondimensio-
nal damping ratios can be determined γi:

 2 2 2; /i i i i i iω µ η γ µ ω= + = −  (9)

where: μi = Re(si); ηi = Im(si). 

For classical rheological models (e.g., the Kelvin model), 
the eigenproblem (8) can be linearized and solved by standard 
methods.

Nodes with visco-elastic layers. The visco-elastic layer 
(polymer) should be incorporated into the structural node in 
such a way that shear occurs in the plane of the layer during 
vibration of the structure (Figures 6 and 8). The shear defor-
mation of the entire layer in its thickness makes the energy 
dissipation by the 
polymer the most 
effective. Figure 6 
shows an example 
of nodes with vi-
sco-elastic layers, 
which have been 
designed so that 
two degrees of fre-
edom are blocked 
and the third degree 
is restrained by the 
V-E layer. In view 
of this, the shear of 
the polymer layer 
generates resistan-
ce to motion (damping and 
elastic forces) along the axis 
of the attached rod (Figure 
6a), perpendicular to it (Fi-
gure 6b) or generates rota-
tional resistance (Figure 6c), 
respectively. The connec-
tions shown in Figure 6 in 
the calculations can be mo-
deled with the static schemes 
shown in Figure 7.

mat sił interakcji, działających pomiędzy więzami L-S a kon-
strukcją, można zapisać jako:

 ( )
1

( ) ( ) ( )
m

r r r
r

s K G s s
=

= − +∑f L q  (7)

Ostatecznie równanie ruchu w przypadku konstrukcji z więza-
mi L-S, zapisane w dziedzinie częstotliwości, przyjmuje postać:

 ( )2 ( ) ( ) ( )d ds s s s s+ + + + =M C G K K q p  (8)

gdzie: 1 1; ( ) ( ) ;m m
d r r r d r r rs sK G= == Σ = ΣK L G L  a Kr i Gr(s) są funkcjami 

opisującymi, odpowiednio właściwości sprężyste i lepkie w przyjętych 
modelach reologicznych dla poszczególnych więzów. Warto zauważyć, 
że w każdym więzie może być przyjęty inny model.

Po przyjęciu, że na konstrukcję nie działają czynne siły dyna-
miczne ( ( )sp  = 0), równanie (8) przekształca się w nieliniowy 
problem własny. Jego rozwiązaniem są wektory własne Xi oraz 
wartości własne si, na podstawie których można wyznaczyć 
charakterystyki dynamiczne konstrukcji, tj. częstości drgań 
własnych ωi i bezwymiarowe współczynniki tłumienia γi:

 2 2 2; /i i i i i iω µ η γ µ ω= + = −  (9)

gdzie: μi = Re(si); ηi = Im(si). 

W przypadku klasycznych modeli reologicznych (np. mo-
del Kelvina), problem własny (8) można zlinearyzować i roz-
wiązać standardowymi metodami.

Węzły z warstwami lepko-sprężystymi. Warstwa lepko-
sprężysta (polimer) powinna być wbudowana w węzeł kon-
strukcyjny w taki sposób, aby podczas drgań konstrukcji na-
stępowało ścinanie w płaszczyźnie tej warstwy (rysunki 6 i 8). 
Odkształcenie postaciowe całej warstwy w jej grubości spra-

wia, że rozpraszanie 
energii przez poli-
mer jest najefektyw-
niejsze. Na rysunku 
6 przedstawiono 
przykładowe węzły 
z warstwami lepko-
sprężystymi, które 
zostały tak ukształ-
towane, że dwa 
stopnie swobody są 
zablokowane, a trze-
ci krępuje warstwa 
L-S. Wobec tego, 
ścinanie warstwy 
polimeru generuje 

opory ruchu (siły tłumiące 
i siły sprężyste) odpowiednio: 
wzdłuż osi dołączanego pręta 
(rysunek 6a), prostopadle do 
niego (rysunek 6b) lub gene-
ruje opory rotacyjne (rysu-
nek 6c). Połączenia pokazane 
na rysunku 6 mogą być mode-
lowane w obliczeniach sche-
matami statycznymi przedsta-
wionymi na rysunku 7.

Fig. 6. Nodes with visco-elastic layers restricting motion in only one selected direc-
tion: a) axial; b) transverse; c) rotational 
Rys. 6. Węzły z warstwami lepko-sprężystymi ograniczającymi ruch tylko w jednym, wy-
branym kierunku: a) osiowym; b) poprzecznym; c) rotacyjnym
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Fig. 7. Models of nodes with elastic bonds in one selected direc-
tion: a) axial; b) transverse; c) rotational
Rys. 7. Modele węzłów ze sprężystymi więzami w jednym, wybranym 
kierunku: a) osiowym; b) poprzecznym; c) rotacyjnym
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Based on the dimensions of the visco-elastic layer and 
the properties of the material from which it was made, it is 
possible to determine the parameters of the Kelvin model 
[12], the so-called equivalent elasticity parameter Ke and 
equivalent damping parameter Ce (functions of the forcing 
frequency λ):

1( )( ) v v
e r

v

n A GK k
h

λλ = =
(10)

2 ( )( ) v v
e r

v

n A GC c
h

λλ
λ

= =

where: G1(λ) is the storage modulus, G2(λ) is the loss modulus, nv is the 
number of polymer layers, Av is the area of the layer, and hv is the thickness 
of a single layer (Figure 8).

The storage modulus and loss modulus depend on the for-
cing frequency λ and define the complex modulus G*(λ) = 
G1(λ) + iG2(λ) (where i = –1), which is often used to determi-
ne the rheological properties of visco-elastic materials. The 
ratio of these two modules is the loss factor η = G2/G1.

Parameters of visco-elastic material
The visco-elastic parameters of the selected material can 

be determined from the results of laboratory tests, from a dy-
namic test. A specimen consisting of two layers of the mate-
rial under test (Figure 8) should be subjected to a time-vary-
ing harmonic load of a specified frequency λ, simultaneously 
recording the force F(t) 
and displacement u(t). The 
graph of the relationship 
between force and displace-
ment forms a hysteresis loop 
(Figure 9), from which the 
characteristic quantities can 
be read: the extreme dis-
placement u0 and the corre-
sponding force F1 as well as 
the value of the force F2, at 
which the displacement is 
zero. The values read from 
the graph make it possible to 
determine the corresponding 
moduli for a given forcing 
frequency (λ):

1
1

0

( )( ) v

v v

h FG
A n u

λλ =
(11)

2
2

0

( )( ) v

v v

h FG
A n u

λλ =

It is worth noting that in Figure 9 the extreme value of the 
force (force amplitude F0) is shifted in time and does not 
correspond to the extreme value of the displacement (displa-
cement amplitude u0). The values of the moduli G1(λ) and 
G2(λ) determined for the selected V-E material can be used 
to determine the bond parameters kr and cr (Kelvin model, 
formulas 3.12), for a joint built from any number of layers of 
known size.

Na podstawie wymiarów warstwy lepko-sprężystej oraz 
właściwości materiału, z którego została wykonana, można 
określić parametry modelu Kelvina [12], tzw. ekwiwalenty 
parametr sprężystości Ke i ekwiwalentny parametr tłumienia 
Ce (zależne od częstości wymuszenia λ):

1( )( ) v v
e r

v

n A GK k
h

λλ = =
(10)

2 ( )( ) v v
e r

v

n A GC c
h

λλ
λ

= =

gdzie: G1(λ) – moduł zachowawczy (ang. storage modulus); G2(λ) – moduł 
stratności (ang. loss modulus), nv – liczba warstw polimerowych; Av – pole 
powierzchni warstwy; hv – grubość pojedynczej warstwy (rysunek 8).

Moduł zachowawczy i moduł stratności zależą od 
częstości wymuszenia λ i definiują moduł zespolony  
G*(λ) = G1(λ) + iG2(λ), gdzie i = –1, który jest często uży-
wany do określania właściwości reologicznych materiałów 
lepko-sprężystych. Natomiast stosunek tych dwóch modułów 
jest współczynnikiem stratności η = G2/G1.

Parametry materiału lepko-sprężystego
Parametry lepko-sprężyste wybranego materiału można 

określić z testu dynamicznego na podstawie wyników badań 
laboratoryjnych. Próbkę złożoną z dwóch warstw badanego 
materiału (rysunek 8) należy poddać obciążeniom harmo-
nicznie zmiennym w czasie z określoną częstotliwością λ, 

jednocześnie rejestrując siłę 
F(t) i przemieszczenie u(t). 
Wykres zależności pomię-
dzy siłą i przemieszczeniem 
tworzy pętlę histerezy (ry-
sunek 9), z której można 
odczytać charakterystycz-
ne wielkości: ekstremalne 
przemieszczenie u0 i odpo-
wiadającą mu siłę F1 oraz 
wartość siły F2, przy której 
przemieszczenie jest równe 
zero. Odczytane wielkości 
umożliwiają wyznaczenie 
odpowiednich modułów dla 
zadanej częstości wymusze-
nia (λ):

1
1

0

( )( ) v

v v

h FG
A n u

λλ =
(11)

2
2

0

( )( ) v

v v

h FG
A n u

λλ =

Warto zauważyć, że na rysunku 9 ekstremalna wartość siły 
(amplituda siły) jest przesunięta w czasie i nie odpowiada eks-
tremalnej wartości przemieszczenia (amplitudzie przemiesz-
czenia u0). Wyznaczone w przypadku  wybranego materiału 
L-S wartości modułów G1(λ) i G2(λ) mogą być wykorzystane 
do określenia parametrów więzu kr i cr (model Kelvina), dla 
połączenia zbudowanego z dowolnej liczby warstw o znanej 
wielkości.

h
F(t), u(t)

v 

Av 

  

F(t)

u(t)

u3 u0

F0
F1
F2

Fig. 8. Two visco-elastic  
layers connected by rigid 
plates 
Rys. 8. Dwie warstwy lepko- 
-sprężyste połączone sztywny-
mi blachami

Fig. 9. Hysteresis loop with 
marked characteristic quanti-
ties: F1; F2 and u0
Rys. 9. Pętla histerezy z oznaczo-
nymi wielkościami charaktery-
stycznymi: F1; F2 i u0
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Results of sample analyses
A material offered by Getzner Werkstoffe GmbH, Sylo-

damp SP 1000 polymer, which is dedicated to vibration dam-
ping, was used for the analysis. In laboratory tests, a system 
consisting of layers of 12×50×40 mm was subjected to dy-
namic shear. During the test, the amplitude of the displace-
ment (u0 = 0.1 mm) was controlled, and at a given forcing 
frequency λ = 3.19 Hz (ω = 20 rad/s), the value of force and 
displacement were recorded simultaneously. Based on the re-
sults of the measurement, hysteresis loops were formed, and 
then from equations (11) the storage and loss modules were 
determined: G1(λ) = 2142 kPa and G2(λ) = 919 kPa.

L-type frame. In order to test the effectiveness of the pro-
posed method, calculations were performed for a frame con-
sisting of two bars, the so-called L-type frame [13]. The two 
bars are connected to each other at right angles and restrained 
by supports. At the inner node, the rotational bond is descri-
bed by a rotational stiffness coefficient k = 120 Nm/rad and 
a damping coefficient c = 0.25 Nms/rad. A beam with a length 
of 0.6 m and a column with a height of 0.9 m have the same 
cross-section, with a given bending stiffness EI = 75.7 Nm2, 
along the bars a uniform mass distribution of ρ = 72.01 kg/m 
was assumed. Table 1 lists the natural frequencies determined 
by various methods, which were also confirmed by experi-
mental tests. The results obtained using the proposed method 
coincide with the numerical calculations and the experimental 
results.

Multi-story frame. The 
calculations were made for 
a planar, two-span frame 
with four floors. The same 
profiles were assumed for 
all the stories, HEA 300 
I-beam for the beams and 
HEA 240 for the columns. 
The span lengths were 
6.0 m, and the story heights 
were 3.0 m. It was assu-
med that the connectors 
would be tested with the 
structure shown in Figu-
re 6, into which two poly-
mer layers (Sylodamp SP 1000) of 12×200×200 mm would 
be embedded. The Kelvin model for the bond was adopted, 
and the elastic coefficient kr = 17 138 kN/m and the damping 
coefficient cr = 2306 kNs/m were determined based on equ-
ation (10). To obtain the same effect of visco-elastic layers 
in rotational bonds as in linear bonds, it was assumed that 
kφ = 17 138 kNm/rad, and cφ = 2306 kNm/rad.

A frame in which all elements are rigidly connected to 
each other (RG model) was used as a reference model. 
Next, frames were analyzed in which the beams were con-
nected to the columns by three bonds, but the V-E proper-
ties were only in one selected direction. The calculations 
were performed successively, for the case where such 
bonds were: only in the horizontal direction (LSH model), 
only in the vertical direction (LSV model), as well as for 

Wyniki przykładowych analiz
Do analiz wykorzystano polimer dedykowany do tłumie-

nia drgań. W badaniach laboratoryjnych poddano ścina-
niu dynamicznemu układ złożony z warstw o wymiarach 
12×50×40 mm. Podczas testu kontrolowano amplitudę prze-
mieszczenia (u0 = 0,1 mm) i przy zadanej częstości wymusze-
nia λ = 3,19 Hz (ω = 20 rad/s) rejestrowano jednocześnie war-
tość siły i przemieszczenia. Na podstawie wyników pomiaru 
utworzono pętle histerezy, a następnie ze wzorów (11) wy-
znaczono moduł zachowawczy i stratności: G1(λ) = 2142 kPa 
i G2(λ) = 919 kPa.

Rama typu L. W celu sprawdzenia efektywności pro-
ponowanej metody wykonano obliczenia dotyczące ramy 
złożonej z dwóch prętów, tzw. ramy typu „L” [13]. Dwa  
pręty są połączone ze sobą pod kątem prostym i utwier- 
dzone w podporach. W węźle wewnętrznym rotacyjna 
więź jest opisana współczynnikiem sztywności obrotowej  
k = 120 Nm/rad oraz współczynnikiem tłumienia  
c = 0,25 Nms/rad. Belka o długości 0,6 m i słup o wysokości 
0,9 m mają taki sam przekrój, o zadanej sztywność na zgina-
nie EI = 75,7 Nm2. Wzdłuż prętów założono równomierny 
rozkład masy ρ = 72,01 kg/m. W tabeli 1 podano częstotli-
wość drgań własnych wyznaczoną różnymi metodami, która 
została także potwierdzona badaniami eksperymentalnymi. 
Wyniki otrzymane z wykorzystaniem proponowanej metody 
są zbieżne z obliczeniami numerycznymi oraz z wynikami 

eksperymentu.
Rama wielopiętrowa. 

Obliczenia dotyczyły pła- 
skiej, dwuprzęsłowej ra- 
my o czterech kondygna-
cjach. Na wszystkich kon-
dygnacjach przyjęto takie  
same profile; w przy-
padku rygli dwuteownik 
HEA 300, a słupów HEA 
240. Rozpiętość przęseł 
wynosiła 6,0 m, a wyso-
kość kondygnacji 3,0 m. 
Przyjęto, że badane będą 
złącza o konstrukcji po-
kazanej na rysunku 6, 

w które wbudowane zostaną dwie warstwy polimerowe 
o wymiarach 12×200×200 mm. Przyjęto model Kelvina dla 
więzu, a na podstawie wzoru (10) określono współczynnik 
sprężystości kr = 17 138 kN/m oraz współczynnik tłumie-
nia cr = 2306 kNs/m. Chcąc uzyskać taki sam efekt dzia-
łania warstw lepko-sprężystych w więzach rotacyjnych jak 
w więzach liniowych, przyjęto, że kφ = 17 138 kNm/rad, 
a cφ = 2306 kNm/rad.

Jako model referencyjny przyjęto ramę, w której wszystkie 
elementy są ze sobą sztywno połączone (model RG). Następ-
nie analizowano ramy, w których rygle były dołączone do 
słupów za pomocą trzech więzów, ale cechy L-S były tylko 
w jednym, wybranym kierunku. Obliczenia wykonano ko-
lejno w przypadku, gdy takie więzy były: tylko w kierunku 
poziomym (model LSH); tylko w kierunku pionowym (mo-

Table 1. Natural frequencies ω1 [rad/s] determined by different 
methods for the “L” type frame
Tabela 1. Częstotliwość drgań własnych ω1 [rad/s] wyznaczona różnymi 
metodami w przypadku ramy typu „L”

Vibration 
mode / 
Postać 
drgań

Kawashima et al. [13] /
Kawashima i in. [13]

Proposed 
method /  

Pro-
ponowa-

na  
metoda

Abaqus
Robot 
Struc- 
tural 

Analysis

analytical-
ly / 

anality-
cznie

exper-
iment /

ekspery-
ment

1 21,6 21,0 20,84 21,211 21,16

2 47,8 46,0 46,26 46,997 46,85

3 67,2 65,0 65,05 66,499 66,01

4 142,9 138,0 134,15 137,482 135,84
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the frame with rotational 
bonds (LSR model) and 
with pinned connections 
(PP model). Table 2 shows 
the free vibration frequen-
cies determined for the con-
sidered frame models. It is 
worth noting that the three 
beginning frequencies are 
similar to each other, but 
the lowest values were ob-
tained for the case of a fra-
me with vertical V-E bonds 
(LSV). In a multi-story pla-
nar frame, the lowest vibration frequencies are associated 
with the horizontal movement of the beams. However, in 
the model with vertical V-E bonds (LSV), the movement of 
the entire beams as rigid bodies vertically is also possible. 
In the authors’ opinion, the modal mass in this case is the 
highest, and consequently the vibration frequency is the 
lowest compared to the other models.

Figures from 10 to 12 show selected forms of vibration of 
the models under consideration. In Figure 10, the effect of 
V-E bonds is visible, and differences in the horizontal dis-
placements of the beams relative to the columns are appar-
ent. A similar effect is seen 
in the case of vertical bonds 
(LSV), but in the accompa-
nying graphics the differ-
ences are less visible (Figure 
11). The results obtained for 
the frame with V-E rotation-
al bonds (LSR) also require 
clarification. Theoretically, 
the solutions for the LSR 
model should be between the 
results for the PP model and 
the RG model. Comparing 
the third vibration modes of 
these models (Figure 12), it 
can be seen that the lateral 
stiffness of the system and 
the mass of beam’s contri-
bution to vertical vibration 
change simultaneously. The 
proportion between modal 
stiffnesses and modal mass-
es does not increase linearly, 
so the results are difficult to 
estimate.

The response of the struc-
ture to the load induced by 
ground motion was then de-
termined for each model. The 
record of the El Centro earth-
quake (California, 1940) 
was used for the time-do-

del LSV), a także dla ramy 
z więzami rotacyjnymi (mo-
del LSR) i z połączeniami 
przegubowymi (model PP). 
W tabeli 2 przedstawiono 
częstotliwość drgań swo-
bodnych rozpatrywanych 
modeli ram. Należy pod-
kreślić, że trzy początkowe 
częstotliwości są do siebie 
podobne, ale najmniejsze 
wartości uzyskano w przy-
padku ramy z pionowymi 
więzami L-S (LSV). W wie-

lokondygnacyjnej ramie płaskiej najmniejsza częstość drgań 
związana jest z ruchem poziomym rygli. W modelu z piono-
wymi więzami L-S (LSV) możliwy jest także ruch całych 
rygli, jako brył sztywnych w pionie. Naszym zdaniem masa 
modalna w tym przypadku jest największa, a co za tym idzie 
częstość drgań jest najmniejsza w porównaniu z pozostałymi 
modelami.

Na rysunkach 10÷12 przedstawiono wybrane postacie drgań 
rozpatrywanych modeli. Na rysunku 10 widoczny jest efekt 
działania więzów L-S, a także różnica w przemieszczeniach 
poziomych rygli w stosunku do słupów. Podobny efekt wy-

stępuje w przypadku więzów 
pionowych (LSV), jednak 
na załączonych grafikach 
różnice te są mniej widocz-
ne (rysunek 11). Wyjaśnie-
nia wymagają także wyniki 
uzyskane w przypadku ramy 
z rotacyjnymi więzami L-S 
(LSR). Teoretycznie roz-
wiązania dotyczące modelu 
LSR powinny się znaleźć 
pomiędzy wynikami modelu 
PP i modelu RG. Porównu-
jąc trzecie postacie drgań 
tych modeli (rysunek 12), 
można stwierdzić, że zmienia 
się jednocześnie sztywność 
poprzeczna układu i udział 
masy rygli w drganiach pio-
nowych. Proporcja pomiędzy 
sztywnością modalną i masą 
modalną nie wzrasta liniowo, 
dlatego wyniki są trudne do 
oszacowania.

Następnie w przypadku 
każdego modelu wyznaczo-
no odpowiedź konstrukcji 
na obciążenie ruchem pod-
łoża. Do analizy czasu wy-
korzystano zapis trzęsienia 
ziemi w El Centro (Califor-
nia, 1940). W ramach wie-

Table 2. Initial natural frequencies ωi [Hz] for multi-storey frame 
models
Tabela 2. Początkowa częstotliwość drgań własnych ωi [Hz] w przy-
padku modeli ramy wielokondygnacyjnej

Model / 
Model

Vibration frequency ωi [Hz] /  
Częstotliwość drgań ωi [Hz]

ω1 ω2 ω3 ω4 ω5

RG 1.016 3.150 4.291 4.368 4.413

LSH 0.727 2.511 4.946 7.426 10.953

LSV 0.224 1.432 3.995 7.088 10.853

LSR 1.052 3.264 5.268 7.662 11.060

PP 1.036 2.853 4.042 4.638 6.896

Fig. 10. Three initial forms of vibration in the model with V-E 
bonds in the horizontal direction (LSH)
Rys. 10. Trzy początkowe postacie drgań w modelu z więzami L-S 
w kierunku poziomym (LSH)

Fig. 11. Three initial forms of vibration in the model with V-E 
bonds in the vertical direction (LSH)
Rys. 11. Trzy początkowe postacie drgań w modelu z więzami L-S 
w kierunku pionowym (LSV)

Fig. 12. The third mode of vibration in the model: a) with hinges 
(PP); b) V-E rotational bonds (LSR), c) with rigid joints (RG)
Rys. 12. Trzecia postać drgań w modelu: a) z przegubami (PP);  
b) rotacyjnymi więzami L-S (LSR); c) ze sztywnymi połączeniami 
(RG)

a) b) c)
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main analysis. In 
multi-story frames 
loaded with ground 
motion, the largest 
displacements occur 
on the top floor in 
the horizontal direc-
tion. The course of 
the change in dis-
placement of the top 
floor in the selected 
models is shown in 
Figure 13, and the 
extreme values of 
these displacements 
are summarized in 
Table 3.

In the frame under 
consideration, the 
most effective was 
the model with V-E 
bonds arranged ho-
rizontally (LSH), for 
which the extreme 
displacement was the 
smallest. In contrast, 
for the other models 
with V-E bonds, the 
extreme displacement is greater than the result obtained for 
the frame with rigid nodes (RG).

Summary
The paper proposes a method of damping vibrations of 

bar structures by embedding layers of V-E material in its 
nodes. The method of determining material parameters in 
the dynamic test is given, as well as the method of estima-
ting the coefficient of elasticity and viscosity for a particular 
arrangement of layers. The proposed method of considering 
V-E bonds in the dynamic analysis of the structure allows 
the use of any rheological models to describe these bonds. 
In addition, it is possible to analyze joints, both when V-E 
bonds occur in only one direction and when they occur in 
more than one direction.

Three ways of embedding V-E layers in a node, differing in 
the direction of the damping and elastic force, were investiga-
ted. Analysis of the effect of each direction of V-E bonds on 
the dynamic response of the structure showed that polymer 
layers generating resistance to motion in the horizontal direc-
tion are the most effective in reducing vibrations of a multi-
story frame.
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lokondygnacyjnych, 
obciążonych ruchem 
podłoża, najwięk-
sze przemieszcze-
nia występują na 
ostatniej kondy-
gnacji w kierunku 
poziomym. Prze-
bieg zmiany prze-
mieszczenia górnej 
kondygnacji w wy- 
branych modelach 
pokazano na rysun-
ku 13, a ekstremalne 
wartości tych prze-
mieszczeń zestawio-
no w tabeli 3.

W rozpatrywanej 
ramie najefektyw-
niejszy okazał się 
model z więzami L-S 
ułożonymi poziomo 
(LSH), w którym 
ekstremalne prze-
mieszczenie było 
najmniejsze. W po-
zostałych modelach 
z więzami L-S, eks-

tremalne przemieszczenia są większe od wyniku uzyskanego 
w przypadku ramy z węzłami sztywnymi (RG).

Podsumowanie
W artykule zaproponowano sposób tłumienia drgań kon-

strukcji prętowej przez wbudowanie warstw z materiału L-S 
w jej węzły. Podano sposób wyznaczania parametrów mate-
riałowych w teście dynamicznym oraz sposób szacowania 
współczynnika sprężystości i lepkości w przypadku kon-
kretnego układu warstw. Zaproponowana metoda uwzględ-
niania więzów L-S w analizie dynamicznej konstrukcji 
pozwala na stosowanie dowolnych modeli reologicznych 
do opisu tych więzów. Ponadto możliwa jest analiza połą-
czeń, zarówno w przypadku, gdy więzy L-S występują tyl-
ko w jednym kierunku, jak również, gdy występują w kilku 
kierunkach.

Zbadano trzy sposoby wbudowania warstw L-S w węzeł, 
różniące się kierunkiem działania siły tłumiącej i sprężystej. 
Analiza wpływu każdego z kierunków więzów L-S na odpo-
wiedź dynamiczną konstrukcji wykazała, że warstwy polime-
rowe generujące opory ruchu w kierunku poziomym są naj-
skuteczniejsze w redukcji drgań ramy wielopiętrowej.

Artykuł wpłynął do redakcji: 23.09.2024 r.
Otrzymano poprawiony po recenzjach: 15.10.2024 r.

Opublikowano: 20.12.2024 r.

Table 3. Horizontal displacement of the upper frame node δH [m] for the models 
studied
Tabela 3. Przemieszczenie poziome górnego węzła ramy δH [m] w badanych modelach

Model of connection between beam and column /  
Model połączenia rygla ze słupem

RG LSH LSV LSR PP

0.165 0.137 0.168 0.182 0.212

-0,2 

-0,15 

-0,1 

-0,05 
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0,05 

0,1 

0,15 

0,2 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

Displacement / Przemieszczenie [m]  

Time / Czas [s]

LSH 

LSV 

LSR 

Fig. 13. Horizontal displacement of the upper frame node caused by ground 
motion
Rys. 13. Przemieszczenie poziome górnego węzła ramy wywołane ruchem podłoża
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