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Kilka sté6w o ciggu Fibonacciego

Streszczenie. Artykul ma na celu zaprezentowanie stynnego matematycznego ciggu Fibonac-
ciego, ktory mozna odnalezé w bardzo wielu, niekiedy zaskakujacych, miejscach w otaczajacym nas
Swiecie. W pracy omoéwiono ciekawe wlasnosci ciagu Fibonacciego oraz jego reminiscencje w roz-
nych odlegtych od siebie dziedzinach zycia.

Stowa kluczowe: ciag Fibonacciego, zlota liczba, zloty kat, ztota proporcja, ztota spirala.

1. Wstep

Definicja ciagu pojawia sie juz na etapie szkoly sredniej ze szczegolnym uwzglednieniem ciggu arytme-
tycznego i geometrycznego. Pojecie to ponownie pojawia sie na kursie matematyki na studiach technicz-
nych, gdzie jest wzbogacone o definicje granicy ciaggu. Ciagi sg lubiane przez ucznidéw, poniewaz w réznej
formie towarzysza kazdemu z nas w zyciu codziennym. Wiemy, ze istnieja ciagi skoniczone (o skoriczo-
nej liczbie elementéw, np. numer konta bankowego, numer karty kredytowej, hasto do konta, PESEL)
i nieskoniczone (o nieskoniczonej liczbie elementéw, np. cigg liczb naturalnych, ciag cyfr rozwiniecia dzie-
sietnego liczby 7). Z matematycznego punktu widzenia uktad liczb lub innych obiektow (niekoniecznie
matematycznych) tworzy ciag, jezeli kazdemu elementowi przypiszemy jednoznacznie odpowiadajace mu
miejsce w ciagu, czyli liczbe naturalna. Przypomnijmy definicje ciagu.

Definicja 1. Ciggiem liczbowym nazywamy funkcje okreslong na zbiorze liczb naturalnych lub jego pod-
zbiorze o wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych.

Przyjmuje sie nastepujace oznaczenia:
® a1, g, G3,...An, ... to kolejne wyrazy ciagu,
e a, nazywamy ogolnym wyrazem ciggu, natomiast {a,} to oznaczenie ciagu,

e 1 przy wyrazie a, nazywamy wskaznikiem, poniewaz okresla, jakie miejsce w ciggu zajmuje dany
wyraz.
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Omowimy szczegdlny przypadek ciagu nieskonczonego, zwanego ciagiem Fibonacciego, od nazwiska
wloskiego matematyka Leonarda z Pizy zwanego Fibonaccim. Fibonacci w ksiazce pt. ,Liber abaci”
(,Ksiega rachunkéow” z 1202 roku) opisal dany ciag. Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego jest
to stynny ciag matematyczny i warto poswieci¢ mu uwage? Warto wzbogaci¢ swoja wiedze o ten ciag,
poniewaz seria liczb omawianego ciagu wystepuje wszedzie wokol nas: w przyrodzie, anatomii ludzkiego

ciala, sztuce, muzyce, fizyce, no i oczywiscie w matematyce.

2. Ciag Fibonacciego

Przyjmijmy, ze dwa pierwsze wyrazy ciggu Fibonacciego sa rowne 1 (w niektérych zrodlach jest to
011, co jest kwestia umowy), kazdy nastepny wyraz powstaje przez zsumowanie dwoch poprzednich
wyrazow ciggu. Wyrazy ciagu Fibonacciego oznacza sie poprzez F), i nazywane sa liczbami Fibonacciego.

Obliczymy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu:

Fa=F+F=1+1=2,
Fi=Fh+F=1+2=3,
Fy=F3+F,=2+3=5,

Fe=F,+Fs=3+5=8,

Tabela 1. Liczby Fibonacciego

n|1]2(3[4|5|6| 7|89 10|11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 17 18
F,|1|1]2|3|5|8|13 |21 |34 55|89 | 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597 | 2584

Ciag Fibonacciego jest ciagiem rekurencyjnym tzn. definiujacym sam siebie (wartosé kolejnego wyrazu

wyznaczana jest na postawie wartosci wyrazow poprzednich). Formalny zapis ciagu jest nastepujacy:

1 dla n=1
F, = 1 dla n=2
Fo o+ F,1 dla n>2

WyprowadZzmy wzor na sume n pierwszych wyrazéow ciagu Fibonacciego. Korzystajac z definicji ciaggu

Fibonacciego, mozemy zapisaé, ze:

Fn_;'_g = Fn+1 + Fn dla n Z 1
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lub
Fn:Fn—Q—Q*Fn—}-la
wiec
Fy = F3 — Fy,
Fy =F, — F3,
3 = F5 — Iy,

Po dodaniu réwnai stronami otrzymamy:
B4+ F+ 4. A+, =F 4+ Fy—Fs+Fs—Fy+ ...+ Fopr — Fpy+ Fopo — Frga.
Czes¢ wyrazéw z prawej strony rownania sie zredukuje i ostatecznie dostaniemy:
P+ Fo+Fs5+4+...+F,=F, 0 — Fs.

Zapisujac lewa strone powyzszego réwnania skrotowo (przy uzyciu symbolu ) oraz korzystajac z faktu,
ze Fy = 1, mozemy zapisa¢ wzér na sume n pierwszych wyrazéw ciaggu Fibonacciego:

n
Y Fi=F,»—1 (1)
=1

Ciekawg wlasnoscig wyrazéw ciagu Fibonacciego jest fakt, ze jezeli wydzielimy dowolne dwa kolejne
wyrazy ciagu Fibonacciego, to ich iloraz dazy do pewnej liczby réwnej w przyblizeniu 1,618. Liczba ta
jest zwana zlota liczba (zlota proporcja lub Swieta proporcja) i oznaczana przez . Im wieksze
wyrazy ciagu wydzielimy, tym lepsze przyblizenie otrzymamy [patrz tab. 2]. Wzmianka o ¢ pojawia sie
juz w 1650 r. p.n.e w jednym z najstarszych papiruséw matematycznych — papirusie Rhinda (Ahmesa).

Tabela 2. Ilorazy F;;Il

wyrazéw ciaggu Fibonacciego

n [1]2] 3 1 5 6 7 8 9 10 11 12
BT 2]1,5]1,6667 | 1,6 | 1,625 | 1,6154 | 1,6191 | 1,6177 | 1,6182 | 1,61798 | 1,6181

Przyblizenie zlotej liczby otrzymalismy, dzielac wyraz nastepny ciagu przez poprzedni (czyli M)

F
Jesli wydzielimy wyraz poprzedni przez nastepny (czyli FF " ), to otrzymamy przyblizenie odwrotnosci

zlotej liczby é ~ 0,618, ktora jest czesto oznaczana jako > [patrz tab. 3].

Oznacza to, ze ciag ten zachowuje sie podobnie jak ciag geometryczny. Zwréé¢my uwage na fakt, ze
podobnie, a nie dokladnie tak samo, bedzie zachowywalo sie nasze przyblizenie. W ciagu geometrycznym
jesli znamy pierwszy wyraz ciagu i jego iloraz (w ciagu geometrycznym iloraz dwoch kolejnych wyrazow
ciagu jest staly), to a, = a1 - ¢" L.
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Tabela 3. Ilorazy Ff:l wyrazow ciagu Fibonacciego
5 6 7 8 9 10 11 12

1] 2 3 4
1105 ]0,6667 | 0,625 | 0,6154 | 0,619 | 0,6174 | 0,6182 | 0,6178 | 0,6181 | 0,618 | 0,618

n
Fn
Fri1

W naszym przypadku zapiszemy F,, = a - ¢"~' i podstawimy do wzoru na n-ty wyraz:

Fn:Fn72+Fn71
Fn:a'q B

F, s=a- q(n—Q)—l =aqa- qn—3

F’nfl =q- q(nfl)fl) =q- q’"f*2

a- qn—l —a- qn—S +a- qn—2
qnfl — qnf?) + qn72
qn—l qn—3 q
qn73 - qn73
¢ =1+q

|:a
[1q"?

n—2

qn73

Rozwigzujemy otrzymane réwnanie kwadratowe:

¢ —q—-1=0

A =5, VA =1/5

Pytanie jest nastepujace: ktére z rozwigzan nalezny wybraé? Zwrdéémy uwage, ze g jest ztota liczba.
Wybieramy oba rozwigzania, ciagg Fibonacciego jest sumg dwoch ciagdéw geometrycznych:

(2)

Fo=a1-q " +ax-g5 .
Obliczyliémy ¢ i 2. Pozostaje jeszcze obliczy¢ a1 i ay. Wstawiajac odpowiednio dla n =1, F} = 1 oraz
dlan =2 ,F, =1 do wzoru 2, otrzymujemy do rozwigzania nastepujacy uklad réwnan:

1:a1+a2 (3)
l=a;-q +az-q.

Ostatecznie otrzymujemy:
V5 +1
ap =
2/5 (4)
ag = 7\/5 —1
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Po podstawieniu do wzoru (2) i doprowadzeniu do najprostszej postaci mamy tzw. wzor Bineta, zwany
czasem wzorem Eulera-Bineta:
n n
oo L1V 1 (1-+5 5)
"B 2 Va2 '
Wzoér ten zostal podany w 1843 roku przez francuskiego matematyka J.P.M. Bineta. Zwr6¢émy uwage,
ze jest to wzor ogolny na n—ty wyraz ciagu Fibonacciego (nie wymaga znajomosci wyrazéw poprzednich

naszego ciggu). Wzor jest zlozony, jednak drugi jego czton szybko zbiega do zera, mozna wiec podaé wzor
przyblizony na n—ty wyraz ciggu Fibonacciego:

Fn%1<1+\/g> .

NAWE

2 4 & 8 10 12

Rysunek 1. Wykres funkcji dla poczatkowych 10 wyrazow ciagu Fibonacciego

21
34

e

13

Rysunek 2. Ciagg kwadratow, ktérych dlugosci bokéw réwne sg kolejnym liczbom Fibonacciego

Cigg mozna przedstawi¢ na wykresie (rys. 1) lub jako cigg kwadratow, ktorych dlugosci bokow sa
kolejnym liczbami Fibonacciego (rys. 2).
Zwr6cémy uwage, ze stosunek dhuzszego boku prostokata przedstawionego na rysunku 2 do krétszego boku
wynosi ; prostokat taki nazywamy zlotym prostokgtem. Ztoty prostokat charakteryzuje sie tym, ze po
dorysowaniu kolejnego kwadratu o boku réwnym dluzszemu z bokéw prostokata otrzymujemy nowy ztoty
prostokat. Postepujac odwrotnie, tzn. odcinajac od ztotego prostokata kwadrat o boku réwnym krétszemu
bokowi prostokata, otrzymuje sie prostokat, ktérego boki nadal pozostaja w zlotym stosunku.
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Definicja 2. Zloty podzial (ztota proporcja, boska proporcja) to podziat odcinka na dwie czeSci tak, by
stosunek dtugosci dtuzszej z nich do krotszej byt taki sam, jak catego odcinka do czeSci dtuzszej:

a a+b_
b a

Geometrycznie zwigzek ten przedstawiono na rys. 3.

Rysunek 3. Ztoty podzial odcinka

Kolejnym pojeciem zwiazanym z ciagiem Fibonacciego jest spirala Fibonacciego zbudowana z ¢wiartek
okregow, ktorych promienie sg kolejnymi liczbami Fibonacciego. Spirale te przedstawiono na rys. 4.
Przyblizmy sobie jeszcze jedno pojecie, a mianowicie pojecie ztotego kagta.

Rysunek 4. Spirala Fibonacciego

Definicja 3. Ztoty kqt to kgt srodkowy oparty na mniejszym z dwoch tukéw powstatych w wyniku ztotego
podziatu okregu.

Miara zlotego kata w przyblizeniu wynosi 137,5 stopnia lub 2,399963 radianéw i nie da sie jej wyrazic¢
utamkiem zwyktym (jest liczba niewymierng). Dopelnienie kata ztotego do kata pelnego wynosi w przy-
blizeniu g, albo % itd., a doktadnos$é¢ zwieksza sie wraz z wykorzystaniem kolejnych liczb Fibonacciego.

a

Rysunek 5. Ztoty kat
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3. Wlasnosci liczb Fibonacciego

W rozdziale tym omoéwimy kilka z licznych wlasciwosci liczb Fibonacciego.

1. Suma kwadratéow kolejnych wyrazéow ciagu Fibonacciego tez jest liczba Fibonacciego [patrz tab. 4].

Zaleznos¢ te zapisujemy jako:
Fp+ Fpy = Foppr (6)

Tabela 4. Zilustrowanie wzoru (6)
dlan=1,2,3,4,5

n Fn F71,+1 Fy% +F3+1 F2n+1
1 1 1 2 E3
2 |1 2 5 Fy
3] 2 3 13 Fy
4| 3 5 34 Fy
5 5 8 89 iy
6 | 8 13 233 Fis
71 13] 21 610 Fis

2. Roznica kwadratu dowolnego wyrazu ciagu i kwadratu wyrazu ciagu o dwa miejsca w lewo jest tez

liczba Fibonacciego [patrz tab. 5]:

F}—F} y=Fyu_1y dla n>2 (7)

n n—2 —

Tabela 5. Zilustrowanie wzoru (7)
dlan=3,4,5,6,7,8

n Fn Fn—2 Fy% - F’r%—Q FQ(nfl)
3 2 1 3 Fy
41 3] 1 8 Fe
505 | 2 21 Fe
6 8 3 55 0
7 | 13 5 144 Fio
8 | 21 8 377 Fiy
9 | 4 13 987 Fig

3. Trojkat Pascala

Definicja 4. Trojkat Pascala to trdjkgtna tablica sktadajoca sie z liczb utozonych wedtug na-
stepujgcego schematu: w wierzchotku trojkgta oraz na jego dwdch bokach sq jedynki. Reszta liczb
powstaje w ten sposdb, zZe liczba bedgca w kolejnym rzedzie jest sumq dwoch liczb, ktore znajdujq sie

bezposrednio nad nig (rys. 6).
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1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Rysunek 6. Szes¢ pierwszych wierszy trojkata Pascala

Trojkat ten ma wiele interesujacych wlasnosci, nas jednak interesuja tylko fakty zwiazane z ciagiem
Fibonacciego. Na rys. 7 przedstawiono graficznie ten zwigzek. Sumy liczb na prostych sa kolejnymi
liczbami Fibonacciego. Czytelnik moze w ramach éwiczenia sprawdzié¢ kolejne sumy.

5 : 5698 8
0 36 84 126 126 84 36 9 |
Y100 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Rysunek 7. Sumy wyrazéw tworzace ciag Fibonacciego na trojkacie Pascala

4. Wzor Cassiniego zostal odkryty w 1680 roku przez D. Cassiniego, prawdopodobnie jednak wzor
ten znal juz w 1608 roku J. Kepler

Fn+1 ) _Fg = (_1)n (8)
Zilustrujmy dziatanie wzoru (8).

, 3, 5 8 13, 21, 34, 55 89, 144, 233, 377,
F, Fy Fs

Wybierzmy konkretny wyraz ciagu, policzmy iloczyn wyrazéw sasiednich, a nastepnie odejmijmy
od niego kwadrat wybranego wyrazu. Wynikiem obliczen bedzie 1 lub —1 w zaleznoéci od tego, czy
wybrany wyraz byl liczba parzysta, czy nieparzysta. Wyniki ujeto w tab. 6.

5. Tozsamos$é Catalana zostala podana przez E.Ch. Catalana w 1879 roku. Méwi ona, co sie stanie,
jesli wybierzemy wyraz ciagu (podobnie jak w przypadku wzoru Cassiniego), a nastepnie cofniemy
sie np. o dwa (trzy, cztery itd.) wyrazy w lewo i dwa (trzy, cztery itd.) w prawo, potem te wyra-
zy wymnozymy i odejmiemy od ich iloczynu kwadrat wybranego na poczatku wyrazu. W tab. 7
przedstawiono wyniki przesuniecia o 2 miejsca, w tab. 8 — o 3 miejsca, w tab. 9 — o 4 miejsca.



Kilka stéw o ciagu Fibonacciego 69

Tabela 6. Zilustrowanie wzoru 8

dla | 1,1, 2 mamy | 1-2-12=2-1=1

dla |1,2,3 mamy | 1-3-22=3—-4=-1

dla | 2,3, 5 mamy | 2-5-32=10-9=1

dla | 3,5,8 mamy | 3-8 —52=24—-25=—1
dla | 5,8,13 | mamy | 5-13—-82=65—-64=1

dla | 8, 13,21 | mamy | 8-21 — 132 =168 — 169 = —1

Zalezno$¢ te wyraza wzor:
F?—Fyy Foyp = (-1)""" F2, (9)

n
gdzie n to wybrany wyraz ciagu Fibonacciego, natomiast r wskazuje, o ile miejsc jest przesuniecie.
Zilustrujmy przesuniecie o 2 pozycje.
2, 3, 5 8 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,
F3 F5 Fy

Tabela 7. Przesuniecie o dwa miejsca od wybranego wyrazu ciagu
Fibonacciego

5—22=5-4=1
8-32=8-9=-1
13-52=26—25=1

21 —82=63—64=—1
234 -132=170-169 =1
.55 — 212 = 440 — 441 = —1

dla | 1,2, 5 mamy
dla | 1,3,8 mamy
dla | 2, 5,13 | mamy
dla | 3, 8, 21 mamy
dla | 5,13, 34 | mamy
dla | 8, 21, 55 | mamy

CoO Ut W N =

Zilustrujmy przesuniecie o 3 pozycje.

1

)

1, 2,3, 5 8 13, 21, 34, 55 89, 144, 233, 377,
F2 F5 FS

Tabela 8. Przesuniecie o trzy miejsca od wybranego wyrazu ciagu Fi-
bonacciego

13-32=13-9=4

21 -52=21-25=—4
34-82=68—-64=14

55 — 132 = 165 — 169 = —4
-89 — 212 =445 — 441 =4
144 — 342 = 1152 — 1156 = —4

dla | 1, 3, 13 mamy
dla | 1, 5, 21 mamy
dla | 2, 8, 34 mamy
dla | 3, 13, 55 | mamy
dla | 5,21, 89 | mamy

dla | 8, 34, 144 | mamy

o Ut W N = =

Ciag Fibonacciego ma o wiele wiecej ciekawych i zaskakujacych wlasciwosci (np. suma dowolnych
dziesieciu kolejnych wyrazéw jest podzielna przez 11, zadne dwie kolejne liczby ciagu nie maja wspoélnych
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Tabela 9. Przesuniecie o cztery miejsca od wybranego wyrazu ciagu
Fibonacciego

.34-57=34-25=9

.55 —82 =55—64=—9

-89 —-132=178-169=9
2144 — 212 = 432 — 441 = —9
233 —34%2 = 1165 — 1156 = 9

dla | 1,5, 34 mamy
dla | 1, 8, 55 mamy
dla | 2,13, 89 | mamy
dla | 3, 21, 144 | mamy
dla | 5, 34, 233 | mamy

LW N~ =

dzielnikow), z ktorych wiekszo$é mozna udowodnié¢, korzystajac ze wzoru ogolnego. Celem tego artykutu

jest zachecenie czytelnika do wlasnych poszukiwan i badan. Nadmienmy jeszcze, ze od 1963 roku jest

wydawany przez The Fibonacci Association kwartalnik The Fibonacci Quarterly zajmujacy sie tylko

tematyka zwiazana z ciagiem Fibonacciego [6].

4. Liczby Fibonacciego wokél nas

W rozdziale tym zaprezentujemy przyktady wystepowania liczb Fibonacciego w otaczajacym nas

Swiecie.

e U wielu rodlin na poszczegédlnych poziomach wzrostu liczba lisci i rozgalezien sa liczbami ciagu Fi-

bonacciego. W wielu kwiatach ilo§¢ platkow wyraza sie jedna z liczb Fibonacciego, dlatego trudno
znalezé¢ czterolistng koniczyne, znacznie latwiej trojlistng. Na rys. 8 przedstawiono zdjecie antu-
rium, lilii (1 platek), wilczomlecza (2 platki), irysa (3 platki), orlika (5 ptatkéow) oraz rudbekii
(13 platkow).

Rozyczki brokuta i kalafiora uktadaja sie spiralnie, owoc ananasa uktada sie w linie spiralne, po-
dobnie jest w szyszkach sosny. Liczba spiral prawo— i lewoskretnych to rowniez liczby Fibonacciego.
W ananasie jest 8 spiral w jedna i 13 w przeciwng strone. Spiralne wzory stonecznika i stokrotki
szczelnie i ciasno wypelniaja tarcze bez pustych przestrzeni. Rosliny ,kochaja” liczby Fibonacciego,
poniewaz rozwoj taki pozwala im optymalnie wykorzysta¢ nastonecznienie. Kazdy nowy li§¢ wyra-
sta pod katem okoto 137,5° (zloty kat). Wzrost owocéw daje przewidywalng matematycznie ilosé
sekcji wzrostu w owocach np. w bananie (3 sekcje), w jabltku (5 sekcji), grejpfrucie (13 sekcji).

o

Rysunek 8

W anatomii ludzkiego ciala znajdziemy zloty podzial i liczbe ¢, nie u kazdego beda one idealnie
zachowane. Na przyktad stosunek wzrostu czlowieka do odleglosci od stép do pepka wynosi o,
wysoko$¢ twarzy do jej szerokosci tez wynosi ¢. Grafika po lewej stronie na rys. 9 to czlowiek
witruwianski Leonarda da Vinci, ukazujacy idealne proporcje ludzkiego ciata bazujace na zlotym
podziale. Interesujacy jest rowniez fakt, ze odkrywca mechaniki dziatania DNA i tworca urzadzenia
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do pomiaréw fal harmonicznych serca Dan Winter, uwaza, ze struktura naszego DNA opiera sie na
zlotym podziale. Krew i DNA zasilane sa przez idealny transfer (kompresje) ladunku elektrycznego,
ktory podaza Sciezka wytyczona przez ztota spirale. To wlasnie ztoty podziat umozliwia harmonijny
i niezwykle wydajny przepltyw energii.

Rysunek 9. Ludzkie cialo a ztota proporcja. Zrodto: [8]

e Huragany formuja sie zgodnie ze zlota proporcja.

Rysunek 10. Huragan Irene. Zrodto: [9]

e Fasada Partenonu (rys. 11), jak réowniez wiele elementéw na niej i w innych miejscach sg okreslane
przez niektorych jako zawierajace sie w zlotych prostokatach. Projektantem tego monumentalnego
budynku byt Fidiasz (zyjacy w V wieku p.n.e. grecki rzezbiarz). Panuje przekonanie, ze stosowane
dzi$ oznaczenie zlotej liczby, litera ¢, pochodzi od pierwszej litery imienia Fidiasza (gr. PEIATAX).
Wspotczesny szwajcarski architekt Le Corbusier opart swoja filozofie projektowania na zlotym po-
dziale i ciagu Fibonacciego.

Rysunek 11. Fasada Partenonu na ateriskim akropolu. Zrédto: [10]

e W muzyce znany jest Kanon D—dur Pachelbela [11]. Zapis nutowy jest skonstruowany wedtug liczb
Fibonacciego i ktorego motyw mozna spotka¢ w wielu wspotczesnych utworach muzycznych (m.in.:
Vitamin C — The Graduation Song, Bob Marley and the Wailers —No Woman No Cry, The Beatles
— Let It Be, Green Day — Basket Case, Matchbox 20 — Push, U2 — With or Without You).

e Motyw ciagu Fibonacciego wykorzystany zostat takze, w utworach literackich np. w ksiazce Kod
Leonarda da Vinci Dana Browna, w powiesci Gniazdo Swiatéw Marka Huberatha, w filmie Nowy
poczgtek Denisa Villeneuve i pewnie wielu innych utworach.
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e Ciag liczb Fibonacciego jest uzywany przez wielu inwestorow na catym Swiecie w analizie technicz-
nej, a $cislej w teorii fal Elliotta [3]. Liczby Fibonacciego w inwestycjach najczesciej uzywane sa
jako zniesienia wyznaczajace poziomy ceny (w pionie) oraz jako poziomy docelowe ceny w czasie
(w poziomie). Traderzy uzywaja zniesien Fibonacciego do wyznaczania linii wsparé i oporéw oraz
miejsc docelowych (czyli miejsc realizacji zyskow oraz zleceri obronnych (stop loss) [4,5].

e Wspoétczesnie projektuje sie réwniez przedmioty oparte na zlotym podziale. Wiekszo§é kart, ktére
zazwyczaj nosi sie w portfelu, ma standardowy wymiar (85,6 x 53,98 mm), ktory jest bardzo bli-
ski ztotemu podzialowi (karty bankomatowe, karty z programéw lojalnosciowych, dowody osobiste,
prawo jazdy). Zloty podzial mozna odnalezé¢ w logotypach wielu firm (Apple, Bp, Toyoty, Pep-
si itp.). Tworcy stron internetowych réwniez wykorzystuja ztoty podzial podczas tworzenia makiet
projektowanych stron internetowych.
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Rysunek 12. Logo firmy a ztoty podzial. Zrodlo: [12]

5. Podsumowanie

Artykutl mial na celu zaprezentowanie i zainteresowanie czytelnika niezwyklym ciggiem Fibonacciego,
ktorego reminiscencje wystepuja w tak wielu miejscach. Pozostaje odpowiedzieé¢ na pytanie, czy jest to
rezultat postepujacej optymalizacji, przystosowania sie organizmoéw zywych w przyrodzie, czy tez metoda
préb i btedéw, w dziatalnosci cztowieka bedaca wynikiem dazenia do harmonii wynikajacej z natury, czy
moze zamyst tworcy wszech§wiata? Jedna z ciekawszych opinii na ten temat wysunagl Johannes Kepler
(XVII-wieczny matematyk i astronom), ktéry powiedzial, ze ,twierdzenie Pitagorasa i zloty podzial
odcinka to dwa najwieksze skarby geometrii. Jesli pierwszy z nich to zloty samorodek, to drugi staje sie
bezcennym kamieniem szlachetnym?”.

Podziekowania

Autorka pragnie podziekowaé recenzentom za trud wlozony w recenzje.
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