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Kilka sªów o ci¡gu Fibonacciego

Streszczenie. Artykuª ma na celu zaprezentowanie sªynnego matematycznego ci¡gu Fibonac-
ciego, który mo»na odnale¹¢ w bardzo wielu, niekiedy zaskakuj¡cych, miejscach w otaczaj¡cym nas
±wiecie. W pracy omówiono ciekawe wªasno±ci ci¡gu Fibonacciego oraz jego reminiscencje w ró»-
nych odlegªych od siebie dziedzinach »ycia.

Sªowa kluczowe: ci¡g Fibonacciego, zªota liczba, zªoty k¡t, zªota proporcja, zªota spirala.

1.Wst¦p

De�nicja ci¡gu pojawia si¦ ju» na etapie szkoªy ±redniej ze szczególnym uwzgl¦dnieniem ci¡gu arytme-

tycznego i geometrycznego. Poj¦cie to ponownie pojawia si¦ na kursie matematyki na studiach technicz-

nych, gdzie jest wzbogacone o de�nicj¦ granicy ci¡gu. Ci¡gi s¡ lubiane przez uczniów, poniewa» w ró»nej

formie towarzysz¡ ka»demu z nas w »yciu codziennym. Wiemy, »e istniej¡ ci¡gi sko«czone (o sko«czo-

nej liczbie elementów, np. numer konta bankowego, numer karty kredytowej, hasªo do konta, PESEL)

i niesko«czone (o niesko«czonej liczbie elementów, np. ci¡g liczb naturalnych, ci¡g cyfr rozwini¦cia dzie-

si¦tnego liczby π). Z matematycznego punktu widzenia ukªad liczb lub innych obiektów (niekoniecznie

matematycznych) tworzy ci¡g, je»eli ka»demu elementowi przypiszemy jednoznacznie odpowiadaj¡ce mu

miejsce w ci¡gu, czyli liczb¦ naturaln¡. Przypomnijmy de�nicj¦ ci¡gu.

De�nicja 1. Ci¡giem liczbowym nazywamy funkcj¦ okre±lon¡ na zbiorze liczb naturalnych lub jego pod-

zbiorze o warto±ciach w zbiorze liczb rzeczywistych.

Przyjmuje si¦ nast¦puj¡ce oznaczenia:

• a1, a2, a3,. . . an, . . . to kolejne wyrazy ci¡gu,

• an nazywamy ogólnym wyrazem ci¡gu, natomiast {an} to oznaczenie ci¡gu,

• n przy wyrazie an nazywamy wska¹nikiem, poniewa» okre±la, jakie miejsce w ci¡gu zajmuje dany

wyraz.
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Omówimy szczególny przypadek ci¡gu niesko«czonego, zwanego ci¡giem Fibonacciego, od nazwiska

wªoskiego matematyka Leonarda z Pizy zwanego Fibonaccim. Fibonacci w ksi¡»ce pt. �Liber abaci�

(�Ksi¦ga rachunków� z 1202 roku) opisaª dany ci¡g. Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego jest

to sªynny ci¡g matematyczny i warto po±wi¦ci¢ mu uwag¦? Warto wzbogaci¢ swoj¡ wiedz¦ o ten ci¡g,

poniewa» seria liczb omawianego ci¡gu wyst¦puje wsz¦dzie wokóª nas: w przyrodzie, anatomii ludzkiego

ciaªa, sztuce, muzyce, �zyce, no i oczywi±cie w matematyce.

2. Ci¡g Fibonacciego

Przyjmijmy, »e dwa pierwsze wyrazy ci¡gu Fibonacciego s¡ równe 1 (w niektórych ¹ródªach jest to

0 i 1, co jest kwesti¡ umowy), ka»dy nast¦pny wyraz powstaje przez zsumowanie dwóch poprzednich

wyrazów ci¡gu. Wyrazy ci¡gu Fibonacciego oznacza si¦ poprzez Fn i nazywane s¡ liczbami Fibonacciego.

Obliczymy kilka pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu:

F1 = 1,

F2 = 1,

F3 = F1 + F2 = 1 + 1 = 2,

F4 = F2 + F3 = 1 + 2 = 3,

F5 = F3 + F4 = 2 + 3 = 5,

F6 = F4 + F5 = 3 + 5 = 8,

. . . . . . . . . . . . ,

Fn = Fn−2 + Fn−1.

Tabela 1. Liczby Fibonacciego

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Fn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584

Ci¡g Fibonacciego jest ci¡giem rekurencyjnym tzn. de�niuj¡cym sam siebie (warto±¢ kolejnego wyrazu

wyznaczana jest na postawie warto±ci wyrazów poprzednich). Formalny zapis ci¡gu jest nast¦puj¡cy:

Fn =


1 dla n = 1

1 dla n = 2

Fn−2 + Fn−1 dla n > 2

.

Wyprowad¹my wzór na sum¦ n pierwszych wyrazów ci¡gu Fibonacciego. Korzystaj¡c z de�nicji ci¡gu

Fibonacciego, mo»emy zapisa¢, »e:

Fn+2 = Fn+1 + Fn dla n ≥ 1
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lub

Fn = Fn+2 − Fn+1,

wi¦c

F1 = F3 − F2,

F2 = F4 − F3,

F3 = F5 − F4,

. . . . . . . . . ,

Fn−1 = Fn+1 − Fn,

Fn = Fn+2 − Fn+1.

Po dodaniu równa« stronami otrzymamy:

F1 + F2 + F3 + . . .+ Fn = F3 − F2 + F4 − F3 + F5 − F4 + . . .+ Fn+1 − Fn + Fn+2 − Fn+1.

Cz¦±¢ wyrazów z prawej strony równania si¦ zredukuje i ostatecznie dostaniemy:

F1 + F2 + F3 + . . .+ Fn = Fn+2 − F2.

Zapisuj¡c lew¡ stron¦ powy»szego równania skrótowo (przy u»yciu symbolu Σ) oraz korzystaj¡c z faktu,

»e F2 = 1, mo»emy zapisa¢ wzór na sum¦ n pierwszych wyrazów ci¡gu Fibonacciego:

n∑
i=1

Fi = Fn+2 − 1. (1)

Ciekaw¡ wªasno±ci¡ wyrazów ci¡gu Fibonacciego jest fakt, »e je»eli wydzielimy dowolne dwa kolejne

wyrazy ci¡gu Fibonacciego, to ich iloraz d¡»y do pewnej liczby równej w przybli»eniu 1,618. Liczba ta

jest zwana zªot¡ liczb¡ (zªot¡ proporcj¡ lub ±wi¦t¡ proporcj¡) i oznaczana przez ϕ. Im wi¦ksze

wyrazy ci¡gu wydzielimy, tym lepsze przybli»enie otrzymamy [patrz tab. 2]. Wzmianka o ϕ pojawia si¦

ju» w 1650 r. p.n.e w jednym z najstarszych papirusów matematycznych � papirusie Rhinda (Ahmesa).

Tabela 2. Ilorazy Fn+1

Fn
wyrazów ci¡gu Fibonacciego

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fn+1

Fn
1 2 1,5 1,6667 1,6 1,625 1,6154 1,6191 1,6177 1,6182 1,61798 1,6181

Przybli»enie zªotej liczby otrzymali±my, dziel¡c wyraz nast¦pny ci¡gu przez poprzedni (czyli Fn+1

Fn
).

Je±li wydzielimy wyraz poprzedni przez nast¦pny (czyli Fn

Fn+1
), to otrzymamy przybli»enie odwrotno±ci

zªotej liczby 1
ϕ ≈ 0, 618, która jest cz¦sto oznaczana jako Φ [patrz tab. 3].

Oznacza to, »e ci¡g ten zachowuje si¦ podobnie jak ci¡g geometryczny. Zwró¢my uwag¦ na fakt, »e

podobnie, a nie dokªadnie tak samo, b¦dzie zachowywaªo si¦ nasze przybli»enie. W ci¡gu geometrycznym

je±li znamy pierwszy wyraz ci¡gu i jego iloraz (w ci¡gu geometrycznym iloraz dwóch kolejnych wyrazów

ci¡gu jest staªy), to an = a1 · qn−1.
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Tabela 3. Ilorazy Fn
Fn+1

wyrazów ci¡gu Fibonacciego

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fn

Fn+1
1 0,5 0,6667 0,625 0,6154 0,619 0,6174 0,6182 0,6178 0,6181 0,618 0,618

W naszym przypadku zapiszemy Fn = a · qn−1 i podstawimy do wzoru na n�ty wyraz:

Fn = Fn−2 + Fn−1

Fn = a · qn−1

Fn−2 = a · q(n−2)−1 = a · qn−3

Fn−1 = a · q(n−1)−1) = a · qn−2

a · qn−1 = a · qn−3 + a · qn−2 | : a
qn−1 = qn−3 + qn−2 | : qn−3

qn−1

qn−3
=
qn−3

qn−3
+
qn−2

qn−3

q2 = 1 + q

Rozwi¡zujemy otrzymane równanie kwadratowe:

q2 − q − 1 = 0

∆ = 5,
√

∆ =
√

5

q1 =
1 +
√

5

2
≈ 1, 618

q2 =
1−
√

5

2
≈ −0, 618.

Pytanie jest nast¦puj¡ce: które z rozwi¡za« nale»ny wybra¢? Zwró¢my uwag¦, »e q1 jest zªot¡ liczb¡.

Wybieramy oba rozwi¡zania, ci¡g Fibonacciego jest sum¡ dwóch ci¡gów geometrycznych:

Fn = a1 · qn−1
1 + a2 · qn−1

2 . (2)

Obliczyli±my q1 i q2. Pozostaje jeszcze obliczy¢ a1 i a2. Wstawiaj¡c odpowiednio dla n = 1, F1 = 1 oraz

dla n = 2 , F2 = 1 do wzoru 2, otrzymujemy do rozwi¡zania nast¦puj¡cy ukªad równa«:{
1 = a1 + a2

1 = a1 · q1 + a2 · q2.
(3)

Ostatecznie otrzymujemy: 
a1 =

√
5 + 1

2
√

5

a2 =

√
5− 1

2
√

5
.

(4)
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Po podstawieniu do wzoru (2) i doprowadzeniu do najprostszej postaci mamy tzw. wzór Bineta, zwany

czasem wzorem Eulera�Bineta:

Fn =
1√
5

(
1 +
√

5

2

)n

− 1√
5

(
1−
√

5

2

)n

. (5)

Wzór ten zostaª podany w 1843 roku przez francuskiego matematyka J.P.M. Bineta. Zwró¢my uwag¦,

»e jest to wzór ogólny na n�ty wyraz ci¡gu Fibonacciego (nie wymaga znajomo±ci wyrazów poprzednich

naszego ci¡gu). Wzór jest zªo»ony, jednak drugi jego czªon szybko zbiega do zera, mo»na wi¦c poda¢ wzór

przybli»ony na n�ty wyraz ci¡gu Fibonacciego:

Fn ≈
1√
5

(
1 +
√

5

2

)n

.

Rysunek 1. Wykres funkcji dla pocz¡tkowych 10 wyrazów ci¡gu Fibonacciego

Rysunek 2. Ci¡g kwadratów, których dªugo±ci boków równe s¡ kolejnym liczbom Fibonacciego

Ci¡g mo»na przedstawi¢ na wykresie (rys. 1) lub jako ci¡g kwadratów, których dªugo±ci boków s¡

kolejnym liczbami Fibonacciego (rys. 2).

Zwró¢my uwag¦, »e stosunek dªu»szego boku prostok¡ta przedstawionego na rysunku 2 do krótszego boku

wynosi ϕ; prostok¡t taki nazywamy zªotym prostok¡tem. Zªoty prostok¡t charakteryzuje si¦ tym, »e po

dorysowaniu kolejnego kwadratu o boku równym dªu»szemu z boków prostok¡ta otrzymujemy nowy zªoty

prostok¡t. Post¦puj¡c odwrotnie, tzn. odcinaj¡c od zªotego prostok¡ta kwadrat o boku równym krótszemu

bokowi prostok¡ta, otrzymuje si¦ prostok¡t, którego boki nadal pozostaj¡ w zªotym stosunku.
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De�nicja 2. Zªoty podziaª (zªota proporcja, boska proporcja) to podziaª odcinka na dwie cz¦±ci tak, by

stosunek dªugo±ci dªu»szej z nich do krótszej byª taki sam, jak caªego odcinka do cz¦±ci dªu»szej:

a

b
=
a+ b

a
= ϕ.

Geometrycznie zwi¡zek ten przedstawiono na rys. 3.

Rysunek 3. Zªoty podziaª odcinka

Kolejnym poj¦ciem zwi¡zanym z ci¡giem Fibonacciego jest spirala Fibonacciego zbudowana z ¢wiartek

okr¦gów, których promienie s¡ kolejnymi liczbami Fibonacciego. Spiral¦ t¦ przedstawiono na rys. 4.

Przybli»my sobie jeszcze jedno poj¦cie, a mianowicie poj¦cie zªotego k¡ta.

Rysunek 4. Spirala Fibonacciego

De�nicja 3. Zªoty k¡t to k¡t ±rodkowy oparty na mniejszym z dwóch ªuków powstaªych w wyniku zªotego

podziaªu okr¦gu.

Miara zªotego k¡ta w przybli»eniu wynosi 137,5 stopnia lub 2,399963 radianów i nie da si¦ jej wyrazi¢

uªamkiem zwykªym (jest liczb¡ niewymiern¡). Dopeªnienie k¡ta zªotego do k¡ta peªnego wynosi w przy-

bli»eniu 5
8 , albo

8
13 itd., a dokªadno±¢ zwi¦ksza si¦ wraz z wykorzystaniem kolejnych liczb Fibonacciego.

Rysunek 5. Zªoty k¡t
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3.Wªasno±ci liczb Fibonacciego

W rozdziale tym omówimy kilka z licznych wªa±ciwo±ci liczb Fibonacciego.

1. Suma kwadratów kolejnych wyrazów ci¡gu Fibonacciego te» jest liczb¡ Fibonacciego [patrz tab. 4].

Zale»no±¢ t¦ zapisujemy jako:

F 2
n + F 2

n+1 = F2n+1. (6)

Tabela 4. Zilustrowanie wzoru (6)
dla n = 1, 2, 3, 4, 5

n Fn Fn+1 F 2
n + F 2

n+1 F2n+1

1 1 1 2 F3

2 1 2 5 F5

3 2 3 13 F7

4 3 5 34 F9

5 5 8 89 F11

6 8 13 233 F13

7 13 21 610 F15

2. Ró»nica kwadratu dowolnego wyrazu ci¡gu i kwadratu wyrazu ci¡gu o dwa miejsca w lewo jest te»

liczb¡ Fibonacciego [patrz tab. 5]:

F 2
n − F 2

n−2 = F2(n−1) dla n > 2. (7)

Tabela 5. Zilustrowanie wzoru (7)
dla n = 3, 4, 5, 6, 7, 8

n Fn Fn−2 F 2
n − F 2

n−2 F2(n−1)

3 2 1 3 F4

4 3 1 8 F6

5 5 2 21 F8

6 8 3 55 F10
7 13 5 144 F12

8 21 8 377 F14

9 34 13 987 F16

3. Trójk¡t Pascala

De�nicja 4. Trójk¡t Pascala to trójk¡tna tablica skªadaj¡ca si¦ z liczb uªo»onych wedªug na-

st¦puj¡cego schematu: w wierzchoªku trójk¡ta oraz na jego dwóch bokach s¡ jedynki. Reszta liczb

powstaje w ten sposób, »e liczba b¦d¡ca w kolejnym rz¦dzie jest sum¡ dwóch liczb, które znajduj¡ si¦

bezpo±rednio nad ni¡ (rys. 6).
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Rysunek 6. Sze±¢ pierwszych wierszy trójk¡ta Pascala

Trójk¡t ten ma wiele interesuj¡cych wªasno±ci, nas jednak interesuj¡ tylko fakty zwi¡zane z ci¡giem

Fibonacciego. Na rys. 7 przedstawiono gra�cznie ten zwi¡zek. Sumy liczb na prostych s¡ kolejnymi

liczbami Fibonacciego. Czytelnik mo»e w ramach ¢wiczenia sprawdzi¢ kolejne sumy.

Rysunek 7. Sumy wyrazów tworz¡ce ci¡g Fibonacciego na trójk¡cie Pascala

4. Wzór Cassiniego zostaª odkryty w 1680 roku przez D. Cassiniego, prawdopodobnie jednak wzór

ten znaª ju» w 1608 roku J. Kepler

Fn+1 · Fn−1 − F 2
n = (−1)n. (8)

Zilustrujmy dziaªanie wzoru (8).

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, . . .

F4 F5 F6

Wybierzmy konkretny wyraz ci¡gu, policzmy iloczyn wyrazów s¡siednich, a nast¦pnie odejmijmy

od niego kwadrat wybranego wyrazu. Wynikiem oblicze« b¦dzie 1 lub −1 w zale»no±ci od tego, czy

wybrany wyraz byª liczb¡ parzyst¡, czy nieparzyst¡. Wyniki uj¦to w tab. 6.

5. To»samo±¢ Catalana zostaªa podana przez E.Ch. Catalana w 1879 roku. Mówi ona, co si¦ stanie,

je±li wybierzemy wyraz ci¡gu (podobnie jak w przypadku wzoru Cassiniego), a nast¦pnie cofniemy

si¦ np. o dwa (trzy, cztery itd.) wyrazy w lewo i dwa (trzy, cztery itd.) w prawo, potem te wyra-

zy wymno»ymy i odejmiemy od ich iloczynu kwadrat wybranego na pocz¡tku wyrazu. W tab. 7

przedstawiono wyniki przesuni¦cia o 2 miejsca, w tab. 8 � o 3 miejsca, w tab. 9 � o 4 miejsca.
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Tabela 6. Zilustrowanie wzoru 8

dla 1, 1, 2 mamy 1 · 2− 12 = 2− 1 = 1
dla 1, 2, 3 mamy 1 · 3− 22 = 3− 4 = −1
dla 2, 3, 5 mamy 2 · 5− 32 = 10− 9 = 1
dla 3, 5, 8 mamy 3 · 8− 52 = 24− 25 = −1
dla 5, 8, 13 mamy 5 · 13− 82 = 65− 64 = 1
dla 8, 13, 21 mamy 8 · 21− 132 = 168− 169 = −1

Zale»no±¢ t¦ wyra»a wzór:

F 2
n − Fn−r · Fn+r = (−1)n−r · F 2

r , (9)

gdzie n to wybrany wyraz ci¡gu Fibonacciego, natomiast r wskazuje, o ile miejsc jest przesuni¦cie.

Zilustrujmy przesuni¦cie o 2 pozycje.

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, . . .

F3 F5 F7

Tabela 7. Przesuni¦cie o dwa miejsca od wybranego wyrazu ci¡gu
Fibonacciego

dla 1, 2, 5 mamy 1 · 5− 22 = 5− 4 = 1
dla 1, 3, 8 mamy 1 · 8− 32 = 8− 9 = −1
dla 2, 5, 13 mamy 2 · 13− 52 = 26− 25 = 1
dla 3, 8, 21 mamy 3 · 21− 82 = 63− 64 = −1
dla 5, 13, 34 mamy 5 · 34− 132 = 170− 169 = 1
dla 8, 21, 55 mamy 8 · 55− 212 = 440− 441 = −1

Zilustrujmy przesuni¦cie o 3 pozycje.

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, . . .

F2 F5 F8

Tabela 8. Przesuni¦cie o trzy miejsca od wybranego wyrazu ci¡gu Fi-
bonacciego

dla 1, 3, 13 mamy 1 · 13− 32 = 13− 9 = 4
dla 1, 5, 21 mamy 1 · 21− 52 = 21− 25 = −4
dla 2, 8, 34 mamy 2 · 34− 82 = 68− 64 = 4
dla 3, 13, 55 mamy 3 · 55− 132 = 165− 169 = −4
dla 5, 21, 89 mamy 5 · 89− 212 = 445− 441 = 4
dla 8, 34, 144 mamy 8 · 144− 342 = 1152− 1156 = −4

Ci¡g Fibonacciego ma o wiele wi¦cej ciekawych i zaskakuj¡cych wªa±ciwo±ci (np. suma dowolnych

dziesi¦ciu kolejnych wyrazów jest podzielna przez 11, »adne dwie kolejne liczby ci¡gu nie maj¡ wspólnych
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Tabela 9. Przesuni¦cie o cztery miejsca od wybranego wyrazu ci¡gu
Fibonacciego

dla 1, 5, 34 mamy 1 · 34− 52 = 34− 25 = 9
dla 1, 8, 55 mamy 1 · 55− 82 = 55− 64 = −9
dla 2, 13, 89 mamy 2 · 89− 132 = 178− 169 = 9
dla 3, 21, 144 mamy 3 · 144− 212 = 432− 441 = −9
dla 5, 34, 233 mamy 5 · 233− 342 = 1165− 1156 = 9

dzielników), z których wi¦kszo±¢ mo»na udowodni¢, korzystaj¡c ze wzoru ogólnego. Celem tego artykuªu

jest zach¦cenie czytelnika do wªasnych poszukiwa« i bada«. Nadmie«my jeszcze, »e od 1963 roku jest

wydawany przez The Fibonacci Association kwartalnik The Fibonacci Quarterly zajmuj¡cy si¦ tylko

tematyk¡ zwi¡zan¡ z ci¡giem Fibonacciego [6].

4. Liczby Fibonacciego wokóª nas

W rozdziale tym zaprezentujemy przykªady wyst¦powania liczb Fibonacciego w otaczaj¡cym nas

±wiecie.

• U wielu ro±lin na poszczególnych poziomach wzrostu liczba li±ci i rozgaª¦zie« s¡ liczbami ci¡gu Fi-

bonacciego. W wielu kwiatach ilo±¢ pªatków wyra»a si¦ jedn¡ z liczb Fibonacciego, dlatego trudno

znale¹¢ czterolistn¡ koniczyn¦, znacznie ªatwiej trójlistn¡. Na rys. 8 przedstawiono zdj¦cie antu-

rium, lilii (1 pªatek), wilczomlecza (2 pªatki), irysa (3 pªatki), orlika (5 pªatków) oraz rudbekii

(13 pªatków).

Ró»yczki brokuªa i kala�ora ukªadaj¡ si¦ spiralnie, owoc ananasa ukªada si¦ w linie spiralne, po-

dobnie jest w szyszkach sosny. Liczba spiral prawo� i lewoskr¦tnych to równie» liczby Fibonacciego.

W ananasie jest 8 spiral w jedn¡ i 13 w przeciwn¡ stron¦. Spiralne wzory sªonecznika i stokrotki

szczelnie i ciasno wypeªniaj¡ tarcz¦ bez pustych przestrzeni. Ro±liny �kochaj¡� liczby Fibonacciego,

poniewa» rozwój taki pozwala im optymalnie wykorzysta¢ nasªonecznienie. Ka»dy nowy li±¢ wyra-

sta pod k¡tem okoªo 137, 5◦ (zªoty k¡t). Wzrost owoców daje przewidywaln¡ matematycznie ilo±¢

sekcji wzrostu w owocach np. w bananie (3 sekcje), w jabªku (5 sekcji), grejpfrucie (13 sekcji).

Rysunek 8

• W anatomii ludzkiego ciaªa znajdziemy zªoty podziaª i liczb¦ ϕ, nie u ka»dego b¦d¡ one idealnie

zachowane. Na przykªad stosunek wzrostu czªowieka do odlegªo±ci od stóp do p¦pka wynosi ϕ,

wysoko±¢ twarzy do jej szeroko±ci te» wynosi ϕ. Gra�ka po lewej stronie na rys. 9 to czªowiek

witruwia«ski Leonarda da Vinci, ukazuj¡cy idealne proporcje ludzkiego ciaªa bazuj¡ce na zªotym

podziale. Interesuj¡cy jest równie» fakt, »e odkrywca mechaniki dziaªania DNA i twórca urz¡dzenia
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do pomiarów fal harmonicznych serca Dan Winter, uwa»a, »e struktura naszego DNA opiera si¦ na

zªotym podziale. Krew i DNA zasilane s¡ przez idealny transfer (kompresj¦) ªadunku elektrycznego,

który pod¡»a ±cie»k¡ wytyczon¡ przez zªot¡ spiral¦. To wªa±nie zªoty podziaª umo»liwia harmonijny

i niezwykle wydajny przepªyw energii.

Rysunek 9. Ludzkie ciaªo a zªota proporcja. �ródªo: [8]

• Huragany formuj¡ si¦ zgodnie ze zªot¡ proporcj¡.

Rysunek 10. Huragan Irene. �ródªo: [9]

• Fasada Partenonu (rys. 11), jak równie» wiele elementów na niej i w innych miejscach s¡ okre±lane

przez niektórych jako zawieraj¡ce si¦ w zªotych prostok¡tach. Projektantem tego monumentalnego

budynku byª Fidiasz (»yj¡cy w V wieku p.n.e. grecki rze¹biarz). Panuje przekonanie, »e stosowane

dzi± oznaczenie zªotej liczby, litera ϕ, pochodzi od pierwszej litery imienia Fidiasza (gr. ΦEI∆IAΣ).

Wspóªczesny szwajcarski architekt Le Corbusier oparª swoj¡ �lozo�¦ projektowania na zªotym po-

dziale i ci¡gu Fibonacciego.

Rysunek 11. Fasada Partenonu na ate«skim akropolu. �ródªo: [10]

• W muzyce znany jest Kanon D�dur Pachelbela [11]. Zapis nutowy jest skonstruowany wedªug liczb

Fibonacciego i którego motyw mo»na spotka¢ w wielu wspóªczesnych utworach muzycznych (m.in.:

Vitamin C � The Graduation Song, Bob Marley and the Wailers �No Woman No Cry, The Beatles

� Let It Be, Green Day � Basket Case, Matchbox 20 � Push, U2 � With or Without You).

• Motyw ci¡gu Fibonacciego wykorzystany zostaª tak»e, w utworach literackich np. w ksi¡»ce Kod

Leonarda da Vinci Dana Browna, w powie±ci Gniazdo ±wiatów Marka Huberatha, w �lmie Nowy

pocz¡tek Denisa Villeneuve i pewnie wielu innych utworach.
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• Ci¡g liczb Fibonacciego jest u»ywany przez wielu inwestorów na caªym ±wiecie w analizie technicz-

nej, a ±ci±lej w teorii fal Elliotta [3]. Liczby Fibonacciego w inwestycjach najcz¦±ciej u»ywane s¡

jako zniesienia wyznaczaj¡ce poziomy ceny (w pionie) oraz jako poziomy docelowe ceny w czasie

(w poziomie). Traderzy u»ywaj¡ zniesie« Fibonacciego do wyznaczania linii wspar¢ i oporów oraz

miejsc docelowych (czyli miejsc realizacji zysków oraz zlece« obronnych (stop loss) [4, 5].

• Wspóªcze±nie projektuje si¦ równie» przedmioty oparte na zªotym podziale. Wi¦kszo±¢ kart, które

zazwyczaj nosi si¦ w portfelu, ma standardowy wymiar (85, 6 × 53, 98 mm), który jest bardzo bli-

ski zªotemu podziaªowi (karty bankomatowe, karty z programów lojalno±ciowych, dowody osobiste,

prawo jazdy). Zªoty podziaª mo»na odnale¹¢ w logotypach wielu �rm (Apple, Bp, Toyoty, Pep-

si itp.). Twórcy stron internetowych równie» wykorzystuj¡ zªoty podziaª podczas tworzenia makiet

projektowanych stron internetowych.

Rysunek 12. Logo �rmy a zªoty podziaª. �ródªo: [12]

5. Podsumowanie

Artykuª miaª na celu zaprezentowanie i zainteresowanie czytelnika niezwykªym ci¡giem Fibonacciego,

którego reminiscencje wyst¦puj¡ w tak wielu miejscach. Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie, czy jest to

rezultat post¦puj¡cej optymalizacji, przystosowania si¦ organizmów »ywych w przyrodzie, czy te» metoda

prób i bª¦dów, w dziaªalno±ci czªowieka b¦d¡ca wynikiem d¡»enia do harmonii wynikaj¡cej z natury, czy

mo»e zamysª twórcy wszech±wiata? Jedn¡ z ciekawszych opinii na ten temat wysun¡ª Johannes Kepler

(XVII�wieczny matematyk i astronom), który powiedziaª, »e �twierdzenie Pitagorasa i zªoty podziaª

odcinka to dwa najwi¦ksze skarby geometrii. Je±li pierwszy z nich to zªoty samorodek, to drugi staje si¦

bezcennym kamieniem szlachetnym�.

Podzi¦kowania

Autorka pragnie podzi¦kowa¢ recenzentom za trud wªo»ony w recenzje.
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