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METODY ESTYMACJI PARAMETROW
UOGOLNIONEGO ROZKEADU GAUSSA

Streszczenie
W pracy zaproponowano ngwmeto@ estymacji parametru ksztattu uogoélnionego rozktadu
Gaussa. Porownano wiaiwasci estymatoréow uzyskanych MNW, metodMallata [5]
oraz proponowaq metod. Jakag¢ estymatora okrdano na podstawie warfoi wzgkdnego b¢du
srednio kwadratowego. Wykonano symulacje komputeraweykorzystaniem generatoréw liczb
losowych dla parametru ksztattu s = 0,5, s=1,0, $@az s= 3,0.

WSTEP
W pracy zostanie rozpatrzony uogolniony rozktad €3ai
As s s
f(X)=—1 [expCA” [x = p| (1)
2 Er(sj

gdziel” (z) — funkcja gamma Eulera;
S — parametr ksztattu;
A - parametr skali.
Parametr skall spetnia zalenos¢:

1

el
)

gdzieo - odchylenie standardowe rozktadu.

a=1
ag

Rozktad, ktorego gptas¢ opisuje wzor (1), nosi nazwseneralized Gaussian Distribution
(GGD) lub Generalized Error Distribution (GED).
Dla s = 1, rozktad GGD przechodzi w rozktad Laplacédwuwyktadniczy), natomiast
dla s=2 uzyskujemy rozktad Gaussaddiez pochodzi nazwa: uogélniony rozktad Gaussa.
Ze wzgkdu na zmieniajca sie wartas¢ parametru ksztattu s (wzor(1)), rozktad ten uhwaa
modelowanie szeregu zmiennych fizycznych oraz ekocenych. Rozktad GGD znalazt
zastosowanie w rozpoznawaniu obrazéw, modelowanakiézen sygnatdbw oraz
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modelowaniu mowy [3]. Znajduje szerokie zastosowamikompresji obrazow, gdzie siu
do modelowanie rozktadu wspétczynnikdéw dyskretmapsformaty kosinusowej (DCT) [5].
Rozktad GED jest z powodzeniem stosowany do modsahiav rozktadu stop zwrotu
indekséw gietdowych i spotek [8]. Rozklady o tzwgrdbych ogonach” znalazly
zastosowanie w modelowaniu zmiea@gj sk w czasie warunkowej wariancji, m.in. [2]
a takee [6], gdzie przy estymacji modelu GARCH, jako razk warunkowy, wykorzystano
rozktad GED.

W celu uproszczenia rozwa, przyjmuje s¢, ze na podstawie proby zostato wyznaczone
0szacowanie parametyl

1=

X (2

Aol
N

=~
1l

1

a nasgpnie, chg wartaci xx zostat scentrowany poprzez edlg /.
W zwiazku z tym, rozwaa sk gestas¢ o postaci:

() =2 [exp(- | ATXP) ®3)
2ur(2]

Wiasciwosci uogoélnionego rozktadu &diéw zostaty po raz pierwszy opisane w pracy [7],
natomiast z wikszym odzewem spotkatagspraca [1], dziki ktorej rozklad GGD znalazt
szerokie zastosowanie w zagadnieniu modelowaniada. Jeda z bardziej popularnych
metod estymaciji parametrow rozktadu jest metodddialzaprezentowana w pracy [5].

W niniejszej pracy zostanie zaproponowana nowa daeéstymacji parametrow rozktadu
GGD.

1. WYBRANE METODY ESTYMACJI PARAMETROW ROZKtADU
GED

1.1. Metoda najwiekszej wiarygodnasci (MNW)

Stosuac MNW, wyznacza si logarytm funkcji wiarygodn<i :

N
In(L(A,S)) = N OIn(A) + N On| —>— |- > | A%, [

2r(1j kL

S

Z warunkow

on(LAs) _ . 9InLA9) _,

By ’ 0s

otrzymuje s¢
1
N
A= —; (4)
Sy I°
k=1

oraz
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N

1 | 3% x|
QW(3)=3+W(—JH”(EZVHSJ_MN—:O 5)
S N =1 Z|Xk|s
k=1
gdzie: W(2) :%[In r(z)]

Z réwnania (5) wyznaczaesparametr ksztaltg, a nasipnie ze wzoru (4) - parametr.
1.2.Proponowana metoda
Proponowana metoda estymacji parametrow rozkiadD Gfazuje na momentach

absolutnych.
Moment absolutny kdu m wyraa st wzorem:

En = [1xI" 0 (9 Cex (6)
Ze wzorow (3) i (6), otrzymuje si
")
r
By =t (7)
i [r(j
s
Estymator momentu Ema posté&
_ 1 N "
Em = N @l X | (8)
k=1

Przyjmupc dwie r&ne wartéci momentowmy i mp, we wzorze (7) i eliminuic parametd ,

otrzymuje s¢:
_ F( m + lj
G(s) = —2 = 2 9)

m _m m
() [ (1}}1 mz[ (mz+1ﬂmz
r = r—2-=
s s
Przyjmupc we wzorze (10), = 2mn,, uzyskuje si:

. (Em i F[ZWTHJW@ (10)

LS|

Funkcja odwrotna do funkecg (wzor (10)) przyjmuje nagpujaca post&, zalezna od wartgci
momentoéwm, = 2, :

55970+ 073 dla g<21079
57972%+0315 dla 1,079<g<1132 (11a)
20597°+ 018 dla g=1132

m =025 m, =05 S =
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2697+ 067 dla g<127

=05 =10 S =
m m K {5,5g‘9+o,365 dla g>127

(11b)
_ _ ~ _|29g77+08 dla gs<2
=% =20 = 1llc
m e {59_3 +037 dla g>2 (11c)
. _|1297*8+ 064 dla g<6
=2 =4 = 11d
m m { 69 2 +042 dla g>6 (11d)

Oszacowanie kicowe  wyznacza s z nastpujacej zalenosci:

& da §>19
A§2 dla 14<%l519 (12)
s dla 053<s<14

& dla § <053

=

Na koniec, na podstawie oszacowapiavyznacza s 0Szacowanie parametii
1

) [
= P (13)

E, cr(}}
Y

gdziem=m, lub m=m,.

Proponowana metoda stanowi uogolnienie metody Kéald], ktéra bazuje na dwoéch
momentach absolutnychegdu m, =1, m, =2. Oznacza toze w metodzie Mallata jako

wynik koncowy przyblizenias przyjmuje s¢ wartas¢ S, okreslona wzorem (11c).

2. WYNIKI SYMULACJI KOMPUTEROWYCH

W celu oceny jak&i poszczego6lnych estymatoréw wykonano eksperymanteryczny
z wykorzystaniem generatora liczb losowych o rodkia GED dla wybranych waroi
parametru ksztattu : s=0,5, s=1 (rozklad Laplagesa® (rozkiad Gaussa), s=3. Symulacje
komputerowe polegaty na wykonaniu K=2000 powtarzenyznaczeniu na tej podstawie
btedu estymacji RRMSHERelative Root Mean- Squared Eryor
18 (8-, )
RRMSE \/KZ( s J (14)

k=1

gdzie: §, - oszacowanie warfoi parametris w k-tej symulacji;
sq - wartas¢ doktadna parametru ksztau

Zamieszczajc wyniki symulacji komputerowych zastosowano ozeagz rmsew miejsce
RRMSE.

Przy rozwizaniu rownania (5) stosowana byta metoda bisegojofvienia).

Obliczenia wykonano dla zmiensgge] sk dlugasci probki (liczby obserwacii)
N=21,31,41,...,131.

Na rysunku 1 przedstawiono waitd btedu dla generatora ze wspoétczynnikiem ksztattu
s=0,5. Na uwag zastuguje bardzo dy btad wzgkdny rmseW=2,934dla prébki zN=21
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elementami. Z rysunku 1 wynikaze najmniejszy hid sredniokwadratowy zapewnia
estymator - linia rmseP. Estymator uzyskany MNW obarczony jestzgim blkdem
dla N=21 oraz N=31. Dla N>50 d# estymatora MNW jest porownywalny ze¢bem
estymatora uzyskanego proponowanetod.. W catym przedziale zmiendo 21<N<131
btad estymatora Mallata jest gkiszy od btdu estymatorg.
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Rys. 1.Wartdsci rmse uzyskane dla generatora rozktadu GED zedhsynnikiem ksztattu s=0.5.
Linig kropkowan z iksami rmseW oznaczono waitbuzyskane MNW. Linia przerywana z kétkami
rmsM odpowiada metodzie Mallata (wzory (10, 11dhia ciagta z prostolitami rmseP zaznaczono
wartasci bigdu uzyskane proponowametod, (wzory(10),(11),(12)).

Zr6dio: Opracowanie wiasne

20 40 60 80 100 120

Rys. 2.Wartasci wzglednego obcizenia uzyskane dla generatora rozktadu GED ze wapthikiem
ksztattu s=0.5. Lini kropkowar z iksami bw oznaczono wagt uzyskane MNW. Linia przerywana
z kétkami bm odpowiada metodzie Mallata.. hiiagta z prostoltami bp zaznaczono wast
btedu uzyskane proponowametod,.

Zrodio: Opracowanie wiasne

Na rysunku 2 zamieszczono waktdo wzglednego obcizenia uzyskane dla generatora
ze wspotczynnikiem ksztattu s=0,5. Zrezygnowano aznaczenia warfoi obchzenia
dla MNW, ktére dla N=21 wyniosto bw=1,409. Dla N>9artaci obchzenia estymatora

1371



MNW i $przyjmujp jednakowe wartii. Obchzenie estymatora Mallata jest kilkakrotnie
wigksze nk obcihzenie estymatorap .

Na rysunku 3 przedstawiono waitd bledu dla generatora ze wspoétczynnikiem ksztattu
s=1. Na uwag zastuguje bardzo dy blad wzgkdny rmseW=2,153uzyskany dla probki
z N=21 elementami. Z rysunku 3 wynikae najmniejszy hid sredniokwadratowy zapewnia
estymator - linia rmseP. Estymator uzyskany MNW obarczony jestzgm bikcdem
dla N=21 oraz N=31. Dla N>60 d# estymatora MNW jest poréwnywalny zefiem
estymatora uzyskanego meiodMallata. W calym przedziale zmienimd 21<N<131
najmniejszy bid zapewnia estymatgf.

0.15,15

15 N 135

Rys. 3. Wartaci rmse uzyskane dla generatora rozktadu GED zedlmmnikiem ksztaltu s=1
(rozktad Laplace a). Zastosowano oznaczenia jaksunku 1.

Zr6dio: Opracowanie wiasne
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Rys. 4.Wartasci wzglednego obcizenia uzyskane dla generatora rozktadu GED ze wapthikiem
ksztaltu s=1. Zastosowano oznaczenia jak na rysgnku

Zr6dio: Opracowanie wiasne
Na rysunku 4 zamieszczono wadbwzglednego obecizenia uzyskane dla generatora

ze wspofczynnikiem Kksztaltu s=1. Zrezygnowano z naazenia warkei obchzenia
dla MNW, ktore dla N=21 wyniosto bw=0,803. Dla N>3@rtaci obchzenia estymatora

1372



MNW sa mniejsze ni dla estymatora Mallata. Do najmniejszych wsstoobchzenie
wzglednego prowadzi proponowana metoda (bp).
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Rys. 5. Wartaci rmse uzyskane dla generatora rozktadu GED zedlmmnikiem ksztaltu s=2
(rozktad normalny). Zastosowano oznaczenia jakysanku 1.

Zr6dio: Opracowanie wiasne

Na rysunku 5 przedstawiono waitd biedu dla generatora ze wspotczynnikiem ksztattu
s=2 (rozkiad Gaussa). Z rysunku 5 wynikee metoda Mallata i proponowana metoda
prowadz do jednakowej wartei bledu rmse.MNW obarczone jest wkszym bedemrmse.
Rysunek 6 ilustruje warfoi wzglednego obecizenia estymatorow dla generatora z s=2.
Dla rysunku 6 obowizuja te same wnioski, co dla rysunku 5.
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Rys. 6.Wartdci wzglkdnego obcizenia uzyskane dla generatora rozkiadu GED ze wapdhikiem
ksztaltu s=2. Zastosowano oznaczenia jak na rysgnku

Zrodio: Opracowanie wiasne

Na rysunku 7 zamieszczono waxtd bledu rmse uzyskane dla generatora
ze wspotczynnikiem ksztattu s=3. Na uwagstuguy duze wartéci biedu estymatora MNW
— dwukrotnie wgksze ni dla pozostatych metod. Metoda Mallata i proponcavametoda
prowadz do zblzonych wartéci btedu rmse
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Rys. 7. Wartdsci rmse uzyskane dla generatora rozkladu GED zedlemynnikiem ksztattu s=3.
Zastosowano oznaczenia jak na rysunku 1.

Zr6dio: Opracowanie wiasne

Rysunki 5 (parametr ksztattu s=2) i 7 (parametrtddtz s=3) wykazuy dwe
podobiéstwo: najwgkszym bédem jest obarczona metoda MNW a dwie pozostatedyget
wykazup zblizone wartdci biedu sredniokwadratowego.
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Rys. 8.Wartasci wzglednego obcizenia uzyskane dla generatora rozktadu GED ze wapdhikiem
ksztattu s=3. Zastosowano oznaczenia jak na rysénku

Zrodio: Opracowanie wiasne

Na rysunku 8 zaprezentowano wddio wzgldnego obcizenia dla generatora
z parametrem s=3. Dla N>80 najmniejszynedein charakteryzuje gsiMNW. Zaréwno
metoda Mallata, jak | proponowana metoda, prowadai ujemnych wartei biledu.
W zwiazku z czym, na rysunku 8 przedstawiono waito-bm oraz -bp. Obchzenie
estymatora Mallata jest mniejszez vbchzenie proponowanego estymatora.

PODSUMOWANIE

W pracy zaproponowano nawmetod estymacji parametru ksztattu uogdlnionego
rozktadu Gaussa. W celu oceny j&ioproponowanego estymatora wykonano symulacje
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komputerowe i poroéwnano z wglawosciami estymatorow uzyskanych MNW oraz metod
Mallata [5]. Jaké¢ estymatora ok&ano na podstawie wada wzglednego b¢du srednio
kwadratowegormse oraz wzgtdnego obcizenia. Eksperyment numeryczny wykonano
z wykorzystaniem generatorow liczb losowych dlaapaetru ksztattu s = 0,5, s=1,0, s=2,0
oraz s= 3,0.
Zasadniczym lklddem, decydujicym o jakdci estymatora jest bl sredniokwadratowy
(rms@. Biorac to pod uwag oraz wnioski wynikajce z analizy wynikow naky stwierdzg,
ze najmniejszym lkldem jest obarczony estymator uzyskany zaproponpwaetod.
Odnanie dwoch pozostatych metod, to déxl, s=2 oraz s=3 mniejsze wartci rmse
zapewnia metoda Mallata. Natomiast, sf#,5 doktadniejsza jest metoda MNW.
Zaproponowana metoda jest szczegdlnie przydatnmalej liczebnéci prébki N <100.
W przypadku diej liczebndci probki najmniejszym ktlem charakteryzuje giestymator
uzyskany MNW.

METHODS OF ESTIMATING GENERALIZED
GAUSSIAN DISTRIBUTION PARAMETERS

Abstract
In this paper a new method of estimating the shppeameter of generalized Gaussian
distribution was proposed. Characteristics of thaloiving estimators were compared: the one
obtained through the maximum likelihood method,|ldahethod [5] and the proposed method. The
quality of estimator was evaluated on the basighef value of the relative mean squared error.
Computer simulations were conducted using randommb&x generators for the shape parameter
s=0.5, s=1.0, s=2.0, and s=3.0
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