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Réwnania rekurencyjne, szeregi oraz iloczyny nieskoriczone —
zadania i problemy III

Streszczenie. W prezentowanej czesci trzeciej pracy, stanowigcej kontynuacje czesci drugiej
trylogii pod wspélnym tytutem: ,Wybor zadan i probleméw o ciagach, rownaniach rekurencyjnych,
szeregach oraz iloczynach nieskoriczonych”, przedstawiamy rozwigzania (pelne, badz czesciowe)
wielu zadan i probleméw z czesci pierwszej tej pracy. W wybranych rozwigzaniach sformulowano
nowe zadania i problemy badawcze.

Slowa kluczowe: ciagi, rownania rekurencyjne, monotonicznosé, punkty skupienia, granice, prze-
bieg zmienno$ci funkcji, szeregi liczbowe, iloczyny nieskoriczone, nieréwnosci dla sum szeregow,
warto$ci iloczynéw nieskoriczonych.

W wszystkich trzech czedciach stosujemy nastepujace standardowe oznaczenia:

N={1,2,3,...}, No := NU {0}, Z={x:zeNyV —xeN},
Q — zbidr liczb wymiernych, R — zbior liczb rzeczywistych, Ry := {x: x € R A 2 > 0},

oo [ee]
z::{{an}CR+: Zan<oo}, r::{{an}CR+: li_>m anzO/\Zanzoo},

n=1 n=1

Zg = {{an}C(O,l): Za”<oo}, rg = {{an}C(O,l): nlLH;Oan:O A Zan:oo},
n=1

n=1

gdzie dla ciagow nieskonczonych: a, € R dla kazdego n € N, stosujemy specjalne oznaczenie: {ay}.
Ponadto zapis: {a,} C X, gdzie X C R, X # 0, oznacza, ze (Vn € N) : a,, € X. W sytuacji niebudzacej

watpliwosci dla szeregow liczbowych > a, (odpowiednio Y a,) bedziemy stosowaé uproszczony zapis
n=1 n=no
> a, (odpowiednio Y ay). Piszemy tez dla zwieztosci zapisu, ze {a,} C R jest ciagiem zerowym, jesli
n>=ngo

lim a, =0, czyli gdy {a,} jest ciagiem zbieznym do zera.
n

—
Podkreslmy, ze w prezentowanych rozwiazaniach zadan z czesci pierwszej pracy korzystano wybiérczo
z literatury cytowanej w tre$ciach odpowiednich zadari, zamieszczonej w czesci pierwszej pracy.

Autor korespondencyjny: M. Roézanski (michal.rozanski@polsl.pl).
Data wplyniecia: 23.11.2022.
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17. Ustalmy s > 1. Jesli {a,} € 2, > a, = g1 [[(1 + a,) = s, to jak wynika z dowodu zadania 16:
1+g<s<ed,

czyli:
Ins<g<s—1.

Pokazemy, ze Al = (Ins,s — 1). Z dowodu zadania 16 dostajemy, ze dla kazdego g > 0: jedli 1 + g <
s<ed, czylilns < g < s—1, to istnieje ciag {a,} € z taki, ze > a, =¢i[][(1+ an) = s. Podobnym
rozumowaniem pokazujemy, ze dla kazdego s € (0,1), B = (1 — s, —In s).

Wskazéwka. Przypadek s € (0,e~!) wymaga rozwazenia dwoch przypadkow:

a) {ant €20 AN Y an=gAge(0, ) Al—-g<s<e 9 czylige (l—s1),

b) {an} €20 AN DY an=9gANg=21AN0<s<e 9 czylige[l,—Ins).

18. W. Sierpinski w ksiazce [6] podaje lemat:

k
Lemat 1. Niech a,, € R, ap, > —1dla 1 < n < k. Wowczas jesli > a, <0, to:

n=1
k
[T +an) <1 (1)
n=1

Z tego lematu wynika nastepujacy wniosek:

k k
Whiosek. Niech a, € R, a, > -1, dlal<n <k, a>0 Jesli Y a,<—a,to [[(1+a,) <e @
n=1 n=1
Istotnie, z zalozenia mamy, ze dla kazdego ¢t € N zachodzi nier6wno$¢:
o k
t—+ > a, <0,
n=1
a stad i z (1) otrzymujemy:
k
« t
(1+ ?) [t +an) <t
n=1
Z ostatniej zalezno$ci, po przejsciu z ¢ do nieskoriczonos$ci dostajemy:
k
e” H +a,) <
n=1
skad:
k
H(l +a,) <e ™ (2)
n=1

W oparciu o (1) i powyzszy wniosek udowodnimy nastepujace lematy sformutowane jako polecenia
w zadaniu 18.
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k k
Lemat 2. Niech a,, € R, a,, > —1, n € N. Jesli likminf{ I +an)} > 0, to likminf{ > an} >
— 00 n=1 — 00 n=1
—00.

k
Dowdd. Przypusémy przeciwnie, ze lim inf { > an} = —o0. Wowczas dla kazdego o > 0 istnieje

k—o00 n=1
k
nieskoriczenie wiele k € N takich, ze Y a, < —a. Zatem na mocy wczesniejszego wniosku istnieje

n=1
nieskonczenie wiele k € N takich, ze:

k
[T +an) <e™,
n=1

k
a stad likm inf{ I+ an)} = 0 i mamy sprzeczno$¢ z zalozeniem. A wiec likm inf { > an} > —o00.
—> 00 n=1 — 00 n=1
g

n=1
gdzie a,, > —1, n € N, nie musi wynika¢ jeszcze ograniczono$¢ z dotu odpowiedniego ciagu iloczynow

k oo
czesciowych { I+ an)} .
k=1

n=1

k (oo}
Uwaga. Lematu 2 nie da sie odwr6ci¢, tzn. z ograniczono$ci z dotu ciagu sum czesciowych { > an} ,
k=1

Przyklad. Ustalmy ciag zerowy {a,}5°; C (0,1) taki, ze Y a2 = oo. Ciag {a,} tworzymy nastepu-

jaco:

2a; gdyn=3k—-2,keN,
—ap gdyn=3k—-1VvVn=3k, keN.

Ay =

Wystarczy zauwazy¢, ze > a, = 0 oraz, ze dla kazdego n € N mamy:

(1+2a,)(1—ap)? < (1+a,)* (1 —ap)* =(1-a2)* <1—-a2,

skad:
3k k k
[T +an) =TI +20)1 = 0n)?] < (1= ad).
n=1 n=1 n=1

Poniewaz Y a2 = oo, wigc [[(1 — a2) =0, a stad [[(1 + a,) = 0.

k k
Lemat 3. Niech a, € R, a,, > —1, n > 1. Jesli limsup{ > an} < 00, to limsup{ IT (1 +an)} <
k—o0 n=1 k—o0 n=1
0.

k
Dowdd. Ustalmy liczbe M > 0 tak, by dla kazdego k € N zachodzilo oszacowanie Y a,, < M, czyli
n=1

k
> an — 3(2M) < 0. Wowczas z lematu 1 wynika, ze dla kazdego k € N zachodzi:

n=1

1 2M k
(1—2> [[a+an) <1,

n=1
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tj.

Uwaga. Lematu 3 nie da sie odwrécié. Oto stosowny przyktad.

Przyklad. Ustalmy ciag zerowy {a,}52; C (0,1) taki, ze > a2 = oo. Konstruujemy ciag {a,}
przyjmujac:

—ar n=3k—2,keN,
an = { ay n=3k—1,keN,
%%, n=3k keN.

k

Sprawdzamy, ze:

YIS SR
n=1 n=1
oraz:
3k k o2
1 n) = 1—ay)(l )1 R =1,
H( + ay) H[( an)( +a)(+1_a%)]
n=1 n=1
skad:
[[a+a,) =1
19. Poniewaz Y ot = > exp [Agf ) In a} wiec problem sprowadza sie do zbadania zbieznosci szeregow
n=2 n=2
postaci:

Z exp (—yAgf)) , gdzie y > 0.
n=2

Mozna pokazaé, ze dla kazdego n € N, jesli n > 2, to:

nlnn

1
A=D zlnlnn—i—Cl—i—O( ),
A,(1°>:1nn+C+O<l),
n
A§}>11n?n+02+0<1n">,
2 n

gdzie C, C1, Cs to pewne state (zob. np. [4]). Zatem wystarczy zbadaé zbieznosé szeregow:

A= iexp (—ylnlnn), Ay =: iexp (—ylnn), A; =: iexp (fgln2 n) .

n=2 n=2 n=2
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Mamy:

Ay = (Inn)™ = oo dla kazdego y > 0,
n=2
s =00 dlaye(0,1],
Ay = Zn_y y € (0,1]
n—2 <oo day>1,
Ay = Zn*%]“” < oo dla kazdego y > 0,

n=2

skad dostajemy:

3 a*n " = 0o dla kazdego a € (0, 1),

n=2
f: 40 =00 dlaacee 1),
a n
2 <oo dlaace(0,et),
Z o’ < 0o dla kazdego « € (0,1).

n=2

15. a) Rozwazymy jedynie przypadek p = 1. Potézmy oy =: 1 + k=1 dla k € N. Poniewaz > . n=® < oo

dla kazdego o > 1, wiec kazdemu oy, gdzie k € N, mozna przyporzadkowaé liczbe naturalng ny,
taka, ze Y. n~% < k2. Ciag {a,} konstruujemy w nastepujacy sposob. Niech {p;} bedzie ciagiem

n>ng

wszystkich kolejnych liczb pierwszych. Wskaznikom s = p}lw k,i € N beda przypisane elementy ag :=
(i+ng)~*. Pozostalym elementom a, przyporzadkujemy kolejne elementy ciagu {27"}. Latwo mozna

sprawdzi¢, ze {a,} € z. Istotnie, mamy:
YOI 35 SERTRD SR U NE
k>1n>ny

Pokazemy jeszcze, 7e > a% = oo gdy a < 1. W tym celu ustalmy « € (0, 1). Poniewaz lim ay, = 1, wiec
istnieje ko € N takie, ze aay, < 1, a stad:

« —x
gan> E n ko = 00.

n>nk0

o0 n
20. Niech {ax} € rg, > ai < oo, Zl exp (— kz ak> = oo. Mamy zwiazki:
n= =1

ﬁ(l—ak): — 1 } > < - >n = exp <—zn:1ikak>, (3)

Pl 11 [1 e
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2
. . P 2 . . . s (lk . .
Ze zbieznosci szeregu ) aj; wynika zbieznos¢ szeregu | 1~ a stad i z (4):

exp <_ Z : ﬁkak> > Aexp (— Zak> , (5)
k=1

k=1

n

gdzie A = exp (— > 1fiak> Z (3), (5) i tego, ze > exp (— > ak> = oo dostajemy, ze > [ (1—
k=1

n=1 k=1 n=1k=1

e} n
ay) = oco. Niech {ax} €rgoraz Y exp|— Y. ar ) < co. Poniewaz:
k=1

n=1

n

kgl(l —ag) ( ]

wiec:

21. Niech {a,} € r. Pokazemy wpierw, ze istnieje podciag {a,, } taki, ze > a,, = co oraz lim (n;11—n;) =
1—00
0o. W tym celu okreslimy cztery pomocnicze ciagi {t;}, {k:}, {p:} oraz {s;} liczb naturalnych wedlug
nastepujacej reguly:

k
t =1, klzmin{keN‘ > anti, 21}, pr=t +k +2.

n=0

Zauwazmy, ze:

§ ap = E Gpy +2n + E Api+2n+1,

n=pi n=>0 n>=0
skad:
albo Z Qp,+2n = 00, albo Z Qpy+2n+1 = OO.
n>0 n>0
Niech:
sy =minK s € {0,1} ) Zap1+2"+s =00y, ty=p1+s1,
n=0
k
kg:min{kEN‘Zagnthz}l}, p2 = to + 2k + 3.
n=0
Mamy:
Z Ay = Z Apy+4-3n + Z Gpy4-3n+1 + Z Upy4+3n+42;
nz=p2 n=0 n>=0 n>0
skad:

albo E Qp,+3n = 00, albo E Gpyt3nt+1 = 00, albo E Opyt3nt+2 = O0.

n=0 n>=0 n=0
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Potozmy:
sp =min< s € {0,1,2} ’ Z Apyt3nts = OO
n=0

Ogolnie, przyjmujemy:

k
ti = pi—1+ Si—1, ki:min{k’GN‘ Zaim_ti 21},

n=0

pi=t; +ik;+i+1, i>1.

Zachodzi wzor:

Z Ap = Z Z api+(i+1)n+sv

n=p; s=0n=>0
a stad otrzymujemy:

Z p,+(i+1)n+s = 00 dla pewnego s € {0,1,...,i}.
n>=0

Kladziemy:
s; =minq s € {0,1,...,1’}’ Za‘pr‘r(i-i-l)n-i-s = 00
n=0
Z opisanego wyzej algorytmu wynika, ze wystarczy przyjac:

121

Teraz udowodnimy, ze dla kazdego x > 0 istnieje podciag {a,,} taki, ze:
Zam =z oraz lim (n;41 —n;) = co.
71— 00

Dla ustalonego = > 0 definiujemy:

t
klzmin{k€N|Vn>k: an<g}, tlzmax{teNt2k1 oraz Zan<x},

n=k1

t1
T =T — Zan, k;g:min{keN\k>t1+20rann>k: an<%}.

n:kl

Mamy:

§ Ap = § ak:2+2n+ E Afo4+2n+1,

n>ko n=0 n>0

skad:
albo Z Qky+2n = 00, albo Z Gly+2n+1 = OO.

n=0 n>=0
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22.

Niech:

s1 =min< s € {0,1}‘ Zak2+2n+s =0 ,, p1=ky+ s,
n>=0

t to
to :max{tGN‘ Zap1+2n <£L’1}, To :xl—Zapl+2n.

n=0 n=0

Ogolnie, dla i € N, i > 2 poldézmy:

ki:min{kEN|k>pi,2+(i—1)ti,1+i0raZVn>k: an<%}.

Mamy:
i—1
Z ap = Z Z Qk;+in+s,
n>k; s=0n=>0
skad wynika, ze:
Z Ak, +ints = 0o dla pewnego s € {0,1,...,s — 1}.

n=0

Niech:

$i—1 = min 56{0,1,...,1'—1}‘Zak#mﬂ:oo , Die1 = ki +8i-1,

n=0
t t;
t; =max{t € N‘ E Ap,_tin < Ti1 ¢, Ti=Ti1— E Gp;_ 1 tin-
n=0 n=0
Jak tatwo jest zauwazy¢ zachodzi nieréwnosé z; < “5+, skad x; < &, a wiec lim x; = 0. Zatem:
1— 00
t t;
€T = E Ay + E E Ap,; 1 +in-
n=ki i>2 n=0

Poniewaz dla kazdego i € N mamy p; — (p;—1 + it;) = i + s; > i, wiec wystaczy przyjac:

(i} ={n: ki <n<t}u | J{n eN[n=piy +ik, 0< k< t;}.
i>2

b) Ciag {a,} definiujemy indukcyjnie w nastepujacy sposéb. Niech a; = 1. Jesli dla pewnego s € N
okreslone sa juz elementy aq,...,as 1 as = # dla pewnego n € N, to przyjmujemy:
1
As41 = Q42 = ... = U,S(n+1)n+1 = m

Pokazemy, ze ciag {a,} spelnia oczekiwany warunek. Ustalmy rosnacy ciag {n;} C N taki, ze:

n:
s < +o00.

M = lim sup :

1—00 ng
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Niech ig € N bedzie dobrane tak, by:
nit1 < (M + 1)n; dla kazdego i € N, i > io. (6)

Ustalmy dowolnie s € N o wlasnosci:

1 1
S>ni/\as:ﬁ /\as+1:m
dla pewnego k € N, k > M. Wéwczas mamy:
1
As41 = Qg42 = ... = as(k+1)k+1 = m
Udowodnimy, ze wsréd elementow asy1, Gsy2; - - -, Gs(k1)s+1 jest co najmniej (k + 1)-elementéw pod-

ciagu {an, }. W tym celu potézmy:
i = max{i € N|n; <s(k+1)"} dla0<t<k.
Wystarczy udowodnié, ze:
ni,41 € {s(k+ 1)  +1,s(k+ 1) +2,...,s(k+ 1)1
Istotnie, gdyby dla pewnego ¢ : 0 <t < k bylo n;, 41 > s(k + 1) to:

Niy+1 > S(k + 1)t+1
ng, s(k+ 1)t

=k+1>M+1,

a to jest sprzeczne z zalozeniem (6).

23. Polézmy 6, = 1 +n~1, n > 1. Definiujemy pomocnicze ciagi liczb naturalnych {s,}, {k,} oraz {t,}
W nastepujacy sposob:

3
sl—min{seN‘sj<51},

k
k1 :mm{kEN‘ Zai(251+1)+1 > 1}, tq :k1(281+1)+1,

i=1

i ogolnie, dla dowolnego n € N:

=1

. 1 <
Sp4+1 = min SEN‘S>§Zkisioraz —

i=1 S kisi+s
i=1

< 6n+1 )

k
kp41 = min {k € N) Zai(23n+1+1)+tn > 1} v tngr = kg1 (2541 + 1) + 1.
i=1
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Ciag {e,} definiujemy wedlug nastepujacej reguly:

++-+-. )+ H+ -+ )+ e+ =+ =)
N e’
251 2s1 281
k1

i ogoblnie, dla dowolnego n € N, n > 2 przyjmujemy:

=+ — ...+
—_— —
287,,_1
+(+-4+—-... )+ .-+ )+
N——— N————
2sn, 25n,
ky,, —razy
+(+-+-...)+
—_———
25p41

Uwaga. Algorytm tworzenia ciagow {s, } {kn} i {tn}, a przez to i ciagu {e,,} powstal w oparciu o dwie

ponizsze nierdwnosci:

1° A>B>0= 4L > 442

B+1?
s>t>0
o A+t(n+1)+2 A+s(n+1)+2
2 A > B > 0 = B+tn > B+sn
n>2f

2

Warto jeszcze zauwazy¢, ze z definicji ciagow {s,}, {kn} oraz {t,} i z nier6wnosci 2° wynika nierow-
nosc:
n+1
> ki(si+1)+2
i=1
n+1

Z kis;
i=1

< (;n—i-l . (7)

Istotnie, z definicji ciagow {s,}, {kn}, {t} mamy:

ki(si +1) 4 spq1 +3

o

= < Byt (8)
D kisi + Sng1
i=1
7Z kolei z nieréwnosci 2° wynika, ze:
n n+1
i=1 i=1
n > n+1 : (9)
> kisi+ Snt1 3 ks
i=1 i=1

Z (8) i (9) dostajemy (7).
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27. a) Ustalmy ciag {b,} € r taki, ze > b* = oo dla kazdego k € N. Potézmy:

n=1

. bTL 1
Cpi=min{ =, — ¢,
27 n2

o(n) ;== max{k € N| (b, — ke,,) > 0}

dla kazdego n € N. Latwo jest zauwazyé¢, ze:

by, — d(n)en < cp. (10)
Ciag {a,} definiujemy nastepujaco:
bl, —C1y «.., —C1, bg, —C2y ..., —C2, ..., bk, —Cky +o. —Cky --.
—_————
¢(1) razy ¢(2) razy ¢(k) razy
Mamy:
(10)

OgZan:Z(bnqu(n)cn) < ch < ZniQ < 00

oraz dla kazdego k € N zachodzi:

AR SRR OESED B
ST = S = gn)e2 ) = ST — (n)enctt) >

2k
> S 0E e > Y (bfﬁ“ -0 (%) ) -
(12 Y o,

b) Wystarczy przyjaé:

by, n=2k—1,keN,
—by, n=2k keN,

Ay —

gdzie {b;} jest dowolnym elementem rodziny r o wlasnosci:

> bE =00 dlakazdego k € N.
n=1

26. Z twierdzenia Lagrange’a otrzymujemy, ze dla kazdego n € N istnieje 7 € (r,41,7,) takie, ze:

_ _ o an
= = (L= p)7) e > (1= p) %

Stad:

<
==
S|
Il
()¢
/N
=
°T
iS]
I
<
I
s
—
vV
—~
—
I
=
~—
(]2
ﬁ‘@
33
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32.

czyli:

00 1-p o] a
! lz anl > TZ (11)
n=1 n=1 "

Pokazemy teraz, ze stata (1 — p)~! wystepujaca w (11) jest najlepsza. Niech a € (0,1), a, = ™1,
n € N. Woéwczas:

N N
() -8

> an, (1—a)?
Zig_l_al -p’

n=1

<

skad wobec (11) dostajemy:

-1
1 _ Oél P < (1 p)
co jest rownowazne nieréwnosci:
1—al?
1-p<
l-«a
Stosujac regule de I’'Hospitala otrzymujemy
1—al™P
lim a =1-p

a—1 1—0[

Przypadek szeregu. Nie naruszajac ogolnodci rozwazan mozna przyjac, ze {a,} C Ry. Wowczas ciag
{An} C Z definiujemy indukcyjnie tak, by: © — A\ja; > 0 oraz

n—1
Aln < T — Z Ajaj < (A +1)an (12)
j=1
dla kazdego n € N, n > 2. Zauwazmy, ze dla ustalonego A\; € Z tak, by:

J:—/\1a1>0

ciag {\,}52, C Z spelniajacy warunek (12) jest okreslony jednoznacznie. Ponadto z (12) wynikaja

nieré6wnosci:
n
0< AMg1ang1 <o — E Aja; < an,
j=1
o0
co ze zbieznosci do zera ciagu {a,} C Ry, implikuje réownosé x = Z Aja;.
J=1

Przypadek iloczynu. Niech x > 0. Tak jak wyzej zalozymy, 7ze {a,} C R;. Ustalmy liczbe N € N tak,
N

by [[ aj <z oraz a, < 1dlan €N, n> N. Kladziemy p11 = po = ... = py = 1. Istnieje uy41 € N
j=1
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-1

j=1
p; dla indeksow j = 1,2,..., N +n — 1 tak, by:

N
takie, ze pnrian+1 < T (H a; < (un+1 + Dansi- Majac, dla pewnego n € N, okreslone liczby

—1
N+4+n—1

x H Hia; > 1, (13)
j=1

przyjmujemy jako 4, liczbe naturalng jednoznacznie okreélong przez warunek:

-1
N+n—1

KUN4nON4n < T H Hjiag < (UN4n +1)anin. (14)
j=1

W ten sposéb mamy indukcyjnie okreslony ciag {u,} C N, ktory wobec (13), (14) oraz zalozenia
an, — 0, gdy n — oo, jest rozbiezny do co. Pozostaje zauwazy¢, ze wobec (14) mamy:
~1
1

1<z H,ujaj <1+ —
=1 Hn

i to dla kazdego indeksu n € N, n > N.

Przejdzmy teraz do dowodu twierdzenia, ktére uogélnia przedstawiony wyzej wynik o aproksymacji
dowolnego = € R przy pomocy sumy ustalonego szeregu pomnozonego przez ciag mnoznikéw cal-
kowitych (zalezny od x). W tym celu ustalmy ciag zerowy {a,} C (R \ {0}) oraz liczbe =z € R.
Ze wzgledu na sposéb wyboru ciagu {e,} (przypomnijmy, ze kazdy e,, n € N, nalezy do zbioru
M ={ex, : n € Ny ie==1}), mozna zalozy¢, ze {a,} C Ry oraz, ze x > 0. Ciag {e, } okreslimy in-
dukcyjnie w nastepujacy sposoéb. Ktadziemy ¢; = —z1, gdy = = 0; natomiast, gdy « > 0, to dobieramy
k1 € Ny tak, by:

Tp, a1 < T K Thy4+101

i kladziemy ¢; = xp,. Gdy dla pewnego n € N, n > 1, okreslimy juz liczby e1,¢€2,...,6,-1, wszystkie
i
ze zbioru M i dodatnie, przy czym tak, ze z — ) €;a; > 0 dla kazdego i = 1,2,...,n — 1, to jako
j=1
k. € Ny bierzemy liczbe catkowita wyznaczong warunkiem:

n—1
Tk, p < T — Z €ja; < Tk, +10n (15)
i=1

i kladziemy e, = xy, . Ciag {e,} mozna wiec uznaé za okreslony. Zauwazmy, ze ciag:

n
X= x—Zsjaj C Ry
j=1
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33.

jest nierosnacy. Pokazemy, ze X jest zbiezny do zera. Wprost z (15) dostajemy:
n
0<w—Y eja; < (@, 41— w,) vy (Th,00). (16)
Jj=1

Gdyby istnial podciag ciagu {k, }32 ; rozbiezny do oo, to na mocy zalozenia o zbieznosci do zera ciagu
{(xpt1 — ), 1}, otrzymujemy, ze liczba zero jest punktem skupienia ciagu {(xy,+1 — xkn)x,;”l 1oe .
Jednoczesnie z (15) i z ograniczonosci ciagu X wynika ograniczonos¢ ciagu {zx, an}52;. Z ostatnich
dwoch faktow oraz z (16) dostajemy, ze pewien podciag ciagu X jest zbiezny do zera, a w konsekwencji
X jest zbiezny do zera gdyz jest monotoniczny. Gdyby ciag {k,}22; byl ograniczony, to ograniczony
bylby tez ciag {x, }5°,, a przez to i ciag {zk, +1 — @k, }°2 1, co wobec zbieznosci do zera ciagu {a,},
daje na mocy (16), zbieznos¢ do zera ciagu X. Poniewaz ciag X jest dodatni (patrz (16)), wiec z jego
zbieznosci do zera wynika, ze nieskonczenie wiele elementéw ciagu {e,} jest roznych od zera.

Ustalmy k& € N, k > 2, liczby a;,b; € Ry, 1 <4 < k oraz ciag zerowy {d,} C R,. Ponadto zalézmy,

ze € # 0, gdzie:
k k
&= <Z bil(ln(ai))2> — st <ln <H ai>>

k
oraz s = »_ b;. Udowodnimy, ze wowczas szereg:
i=1

2

00 k k
S (o) o) o

=1

jest zbiezny dokladnie wtedy, gdy > d2 < oo.
n=1

Niech a € Ry i b € R. Z rozwiniecia w szereg Maclaurina funkcji exponent dostajemy:

1 1
a® —1=-exp(lna®) —1=blna+ i(blna)2 + g(blna)g‘ +...=blna+ f(a,b)(bIna)?,
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34.

gdzie dla ustalonego a zachodzi f(a,b) — %, gdy b — 0. Stad szereg (17) przyjmuje postac:

0o k
> ((Z (bs + do In(a;) + f(as, dnb; M)b; (do ln(ai))2)> +

n=1 i=1

k
—5 H (1+ dns™ In(a;) + f(ai, dps™ ) (dps™ ln(ai))2)> =

k
<<Z (f (@i, dnby b7 = f(ai,dps™)s™) (1ﬂ(ai))2> +

i=1

HMS

k—1

k
s 'n(ay) Z In(a;) +o(d;) =

i=1 j=i+1

S 2 : —1yz—1 —1y.—1 171 2
=Y d: Z(f(ai,dnbi bt = flai,dns™")s™ + 55 )(ln(ai)) +

n=1 i=1

. 2
-1 <ln (H ai>> + o(d?).
=1

Zauwazmy, ze wspotezynnik przy d? w powyzszym szeregu dazy do %5 przy n — oo, a liczba ta, na
mocy zalozenia, jest rézna od zera.

Uwaga. Gdy b; = k! dla kazdego i = 1,2,...,k oraz co najmniej dwie sposréd liczb aq,as, ..., ar,
sa rozne, to £ # 0 na mocy nieréwnosci miedzy $rednimi wazonymi rzedu r (zob [3], str. 43).

Niech {e,} € z. Pol6zmy o = hm mf ap oraz 3 = hm sup ay,.- Przypus$émy, ze ciag {a,} ma co najmniej

dwa punkty skupienia. Wtedy « ;ﬁ B, czyli 1stn1eJe 1ndeks N € N taki, ze:

oo

Y en< %(5 —a) (18)
n=N

oraz any1 = Gn — €, dla kazdego n € N, n > N. Stad w szczegdlnosci dostajemy:

n

Ay = Ay, — Z & (19)

dla dowolnych n,m € N, n > m > N. Ale indeksy n oraz m (n > m) moga by¢ dobrane tak, by:

lan, —al < i(ﬁ —a) oraz |a, — 0| < i(ﬂ — ).

Zatem a,, — a, > (B — ). Jednoczesnie z (18) i (19) wynika nieréwno$é¢ a,, — a,, < (8 — @) i mamy
sprzeczno$é. Wniosek: ciag {a,} jest zbiezny. Niech teraz {e,} € r. Ustalmy przedzial domkniety
i n1epusty I C R. Mozna dobra¢ ciag mnoznikow {a,} C {il} taki, ze zbiorem punktow skupienia

szeregu Z anen jest przedzial I. Polézmy by = 01 by = Z are dla n € N, n > 2. Wowczas
n=1

by = aye1 2 by — &1 oraz by41 = by, + aney = by — e, dla kaidego neN,n>2
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k+1

35. Z zaleznosci (k+ 1)t < [ 27*"!'dx < k=*~! zachodzacych dla kazdego k € N, tatwo generujemy

k
nastepujace nieréwnosci:

9] o0
S kst < 3k (20)
k=n+41 k=n

zachodzace dla dowolnego n € N. Rzecz jasna z (20) wynika, ze:
st<a,<st4+n™t, neN,

czyli, ze ciag {a,} jest zbiezny do s~1. Zbadamy jeszcze monotonicznosé ciagu {a, }. W oparciu o (20)
otrzymujemy oszacowanie:

, —1
_ 1y e . s s s(1—s)
1 s—1 s—1
nlpyr = (1- 1 ke 1- 5 (1 7)=1 =2
fnfin1 ( n+1> o ( Z > >< n+1) ta +n(n+1)

k=n+1

skad wynika, ze ciag {a,} jest malejacy o ile tylko s < 1. Ponownie wykorzystujac (20) dostajemy:

s oo -1
-1 _ n —s—1 —s5—1 E —s—1

k=n-+2

> (n - 1>S (1+n = () s 1)) ) =

B n S+ n +n 717
S \n+1 n—+1 s -

-1
:1—s(n+1)_1+ls(s—1)(n+1)_2+o(n_2)+ ( n +n) =

2 n+1 s

1
=1+ 58(1 —s)n" 2 +o(n"?).

Stad lim inf n*Q(ana;il -1 > %s(l — §). Z innej strony znajdujemy tez:
n—oo

s o) -1
- n —s— —s— —s—
anan, i, = (M) 1+n—st <(n +1)75 7 4 E k 1) <

k=n-+2

< ( ; ) (1 ()™ s b)) ) =

n+1

- <ni1)s+ (nil +Z("+1)S(”+2)S>_l =

=1-s(n+1)"'+ %s(s ~D(n+1)"2+0o(n"?) + <

—1
n n
— ]_S 278 =
e 1+

1
=1+ 58(1 +8)n"% 4 o(n"?),

co implikuje oszacowanie lim sup n_Q(ana;}rl —1) < 3s(1+s).
n—oo
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36. Niech a > 0. Ustalmy ¢ € (0, «). Istnieje N € N takie, ze dla dowolnego indeksu n > N maja miejsce

nieréwnosci:
a—¢e < bnb;il < a+e,
b

m

1(0( _ E)n_m < b’r_Ll < br_nl(a +€)n—m

dla dowolnych m,n € N, N < m < n. Zatem otrzymujemy:

bn<§:bk1> <Zb a—e¢) ”>:(1—a+5)_1
k=n

oraz
bn<ibk1> (Zb (a+¢) ")z(l—a—s)l.
k=n

[ee]
W konsekwencji, ze wzgledu na dowolnosé € > 0, ciag {bn < > bk1> } jest zbiezny do (1 —a)~1. Gdy
k=n

a = 0, to przy zalozeniach jak wyzej, mamy:
1<bn<2bk1> (Zb a+5k">:(1—a—5)_1,
k=n

czyli ciag {bn ( > bk1> } jest zbiezny do 1.
k=n

37. Rozpoczniemy od udowodnienia pierwszego z cytowanych twierdzen. Indukcyjnie potrafimy skonstru-
owaé przeliczalng rodzine {k;,}52,,% € N, rosnacych ciagéw liczb naturalnych spelniajacych, dla
kazdego ¢ € N nastepujace warunki:

{kiv1ntnz: € {kintnzs, (21)
kiv11 > ki, (22)
lim tl(:_) = q; := limsup t(z) . (ko =n), (23)
n—oo hn n—o0o Ln
j— 1) <27 dla dowolnych j,n € N, 1< j <. (24)
Przyjmijmy teraz x,, = i~ ', gdy n = k; 1 oraz x,, = —i~ ', gdy m = k; 2, za$ indeks i przebiega cale
N. Dla pozostatych indekséw n € N kladziemy x,, = 0. Ze wzgledu na (22), widzimy, ze szereg > xy,
n=1

(o) .
jest warunkowo zbiezny. Pokazemy, ze rowniez kazdy szereg tgf ):cn, i € N, jest zbiezny. W tym celu
n=1
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43.

ustalmy 4,7 € N, r > k; ;. Woéwczas mamy:

POICEZE D DR e D DI A

n=k;,1 {g:kia<kj1<r} {5:ki1<kj2<r}
- oo ite— Y it (25)
{j:ki1<kj1<r} {j:ki1<k;2<r}
oY ML e X Tk,
{: ki <ks <} {: ki <k 2<r}

Ale z (21) i (22) wynika, ze:

o< Y jTla— > Tl <y (26)
{jiki1<kja<ry} {jiki1<kj2<r}

gdzie j, = max{j € N: k;; < r}. Z kolei z (21) i (24) wnioskujemy, ze maja miejsce nastepujace
oszacowania (zachodzace dla kazdego r € N):

j7127 < 00 (27)

s

1,
> T s
{j:ki1<kj1<r}

~
Il
-

oraz:

j7127 < 0. (28)

NE

> et <

{j: ki1 <kj2<r} 1

<.
I

Podsumujmy, z (27) i (28) dostajemy bezwzgledna zbieznosé szeregow:

Z j_lt’(ﬂij),l — % oraz Z T tgji)ﬂ'
{j:k‘i’lgkjyl} {j:ki,lgk]‘ﬂ}

Stad oraz z (25) i (26) wynika zbieznosé¢ szeregu tg)xn, co, ze wzgledu na dowolno$é¢ indeksu 7,
n=1

koniczy dowdd.

Teraz niech {t,} C R bedzie ciagiem nieograniczonym. Ustalmy podciag {tx, } taki, ze |t | > 2™ dla

kazdego n € N. Przyjmujemy =, = sgn(ty,)27%, gdy n = k; oraz i € N; dla pozostalych indekséw

o0
n € N kladziemy x,, = 0. Bez trudu sprawdzamy, ze szereg > x,, jest bezwglednie zbiezny, natomiast
n=1

o0
szereg > t,x, jest rozbiezny.

n=1

a) Jedli liminf > > 0, to z nastepujacego twierdzenia (zob. np. [2], [1], [5]):
n—oo ’n

Twierdzenie 1. Jesli szereg > ay, o dodatnich wyrazach tworzgcych cigg nierosngcey jest zbieiny, to

lim na, = 0.
n— o0

otrzymujemy, ze lim a,b, = 0 dlakazdego ciagu nierosnacego {a, } € z. Pokazemy, 7e jesli lim inf 7~ =
n—00 n—oo °n
0, to istnieje ciag nierosnacy {a,} € z o wlasnosci lim sup a,,b,, > 0.
n—oo
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45.

Ustalmy wpierw podciag rosnacy {n;} C N spetniajacy warunek n; < 27%,,,. Ciag {a,} konstruujemy
nastepujaco:

ap =...=ap, =1,

Uil = .o = Ay = b;(z+1>’ 1> 1.
Latwo mozna zauwazy¢, ze otrzymany w ten sposob ciag {a,} jest monotoniczny i zachodzi:

Zan n1—|—zb n1+22_i:n1—|—%<+oo.

i>2 i>2
Mamy réwniez:

lim sup ap b, > limsup a,, by, =limsupl = 1.
n—00 1—00 i—00

b) (John H. Lindsey II) Zal6zmy, ze lim inf na,, = 0. Niech ng := 01 ustalmy n; € N tak, by nia,, < %
n—oo
Nastepnie indukcyjnie, majac ustalone ny_; € N dla pewnego k € N dobieramy n; € N przyktadowo,
jako najmniejsza liczbe naturalna ny > ni_1 spelniajaca warunek:
Ny, < Min {nk,lankfl,Q_k} . (29)
Majac okreslony ciag {n;} C N definiujemy b,, = a,, dla kazdego indeksu m € N dla ktérego zachodzi:

Ng—1 <M < ng.

Oczywiscie z (29) i faktu, ze ciag {nx} jest rosnacy wynika, ze ciag {b,} jest nierosnacy oraz, ze:

[e’s) [e’e) Nk (') Nk [e’e] &S] oo

—k
2bi=d 2 be=) )L =D (o mea)an <) mean <) 27 =
n=1 k=1m=ng_1+1 k=1m=ng_1+1 k=1 = k=1

o0
czyli, ze szereg > by, jest zbiezny.

n=1
Teraz zalozmy, ze lirginf na, = 2c > 0. Woéwczas istnieje N € N, takie ze na, > c dla kazdego
n € N,n > N. Ustglmo; ciag nierosnacy {b,} C R, dla ktorego nier6wnosé¢ b, > a, zachodzi dla
nieskoriczenie wielu indeksow n € N. Mozemy wiec zdefiniowa¢ indukeyjnie ciag {nr} C N taki, ze
ng =0, n1 > N, ng > 2ng_; dlakazdego k € N, k > 2 oraz b, > an,, k € N. W rezultacie dostajemy:

oo oo n oo n oo oo 1 oo 1
E by, E g by = E § N —Nk—1 ank §nkank 56 o,
n=1 k=1 ng—1+1 k=1m=nj_1+1 k=1 =1 k=1

co koniczy dowdd.

Podamy teraz kilka wskazowek nawigzujacych do dowodu faktu, ze jesli o > 41, to jedynymi punktami
skupienia ciagu {n®sinn} sa +oo. Najpierw zauwazmy, ze jesli n € N, n > 4, to istnieje m € N takie,
ze:

n
<< —, 30
m—+1 T m (30)
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przy czym jesli n — oo, to réwniez m — oo, a §cislej jesli tylko n jest dostatecznie duze, to:

n
m

albowiem:
n n n T

— — < —.
m m+1 mm+1) m
Dla danego dowolnie n € N, n > 9, niech m € N bedzie dobrane tak, by spelnione byty nieréwnosci
(30). Wowczas m > 2 oraz:

sinn = sin (m7r+m (% —W)) = (—1)"sin (m (% —71')) .

Jesli m (% — 7r) jest dostatecznie mate, to:

|sinn| (n >> 1 1
sinn|~m(——-nm)>m  — = —
m mi2 T AL
czyli:
o 41
. n _ n
no‘|smn|~n°‘m(——7r)/ﬁ— a—dl (—)
m m

Zauwazmy jeszcze, ze:

czyli:

W przypadku, gdy m (% — 7r) ~ 7, to:

1) (m =t ) =mmm (% )

jest dostatecznie matle.
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