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Równania rekurencyjne, szeregi oraz iloczyny niesko«czone �
zadania i problemy III

Streszczenie. W prezentowanej cz¦±ci trzeciej pracy, stanowi¡cej kontynuacj¦ cz¦±ci drugiej
trylogii pod wspólnym tytuªem: �Wybór zada« i problemów o ci¡gach, równaniach rekurencyjnych,
szeregach oraz iloczynach niesko«czonych�, przedstawiamy rozwi¡zania (peªne, b¡d¹ cz¦±ciowe)
wielu zada« i problemów z cz¦±ci pierwszej tej pracy. W wybranych rozwi¡zaniach sformuªowano
nowe zadania i problemy badawcze.

Sªowa kluczowe: ci¡gi, równania rekurencyjne, monotoniczno±¢, punkty skupienia, granice, prze-
bieg zmienno±ci funkcji, szeregi liczbowe, iloczyny niesko«czone, nierówno±ci dla sum szeregów,
warto±ci iloczynów niesko«czonych.

W wszystkich trzech cz¦±ciach stosujemy nast¦puj¡ce standardowe oznaczenia:

N = {1, 2, 3, . . .}, N0 := N ∪ {0}, Z = {x : x ∈ N0 ∨ −x ∈ N},
Q − zbiór liczb wymiernych, R − zbiór liczb rzeczywistych, R+ := {x : x ∈ R ∧ x > 0},

z :=

{
{an} ⊂ R+ :

∞∑
n=1

an <∞

}
, r :=

{
{an} ⊂ R+ : lim

n→∞
an = 0 ∧

∞∑
n=1

an =∞

}
,

z0 =

{
{an} ⊂ (0, 1) :

∞∑
n=1

an <∞

}
, r0 =

{
{an} ⊂ (0, 1) : lim

n→∞
an = 0 ∧

∞∑
n=1

an =∞

}
,

gdzie dla ci¡gów niesko«czonych: an ∈ R dla ka»dego n ∈ N, stosujemy specjalne oznaczenie: {an}.
Ponadto zapis: {an} ⊂ X, gdzie X ⊂ R, X 6= ∅, oznacza, »e (∀n ∈ N) : an ∈ X. W sytuacji niebudz¡cej

w¡tpliwo±ci dla szeregów liczbowych
∞∑
n=1

an (odpowiednio
∞∑

n=n0

an) b¦dziemy stosowa¢ uproszczony zapis∑
an (odpowiednio

∑
n>n0

an). Piszemy te» dla zwi¦zªo±ci zapisu, »e {an} ⊂ R jest ci¡giem zerowym, je±li

lim
n→∞

an = 0, czyli gdy {an} jest ci¡giem zbie»nym do zera.
Podkre±lmy, »e w prezentowanych rozwi¡zaniach zada« z cz¦±ci pierwszej pracy korzystano wybiórczo

z literatury cytowanej w tre±ciach odpowiednich zada«, zamieszczonej w cz¦±ci pierwszej pracy.

Autor korespondencyjny: M. Ró»a«ski (michal.rozanski@polsl.pl).
Data wpªyni¦cia: 23.11.2022.
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17. Ustalmy s > 1. Je±li {an} ∈ z,
∑
an = g i

∏
(1 + an) = s, to jak wynika z dowodu zadania 16:

1 + g < s < eg,

czyli:
ln s < g < s− 1.

Poka»emy, »e AΠ
s = (ln s, s− 1). Z dowodu zadania 16 dostajemy, »e dla ka»dego g > 0: je±li 1 + g <

s < eg, czyli ln s < g < s− 1, to istnieje ci¡g {an} ∈ z taki, »e
∑
an = g i

∏
(1 + an) = s. Podobnym

rozumowaniem pokazujemy, »e dla ka»dego s ∈ (0, 1), BΠ
s = (1− s,− ln s).

Wskazówka. Przypadek s ∈ (0, e−1) wymaga rozwa»enia dwóch przypadków:

a) {an} ∈ z0 ∧
∑
an = g ∧ g ∈ (0, 1) ∧ 1− g < s < e−g, czyli g ∈ (1− s, 1),

b) {an} ∈ z0 ∧
∑
an = g ∧ g > 1 ∧ 0 < s < e−g, czyli g ∈ [1,− ln s).

18. W. Sierpi«ski w ksi¡»ce [6] podaje lemat:

Lemat 1. Niech an ∈ R, an > −1 dla 1 6 n 6 k. Wówczas je±li
k∑

n=1
an 6 0, to:

k∏
n=1

(1 + an) 6 1. (1)

Z tego lematu wynika nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek. Niech an ∈ R, an > −1, dla 1 6 n 6 k, α > 0. Je±li
k∑

n=1
an 6 −α, to

k∏
n=1

(1 + an) 6 e−α.

Istotnie, z zaªo»enia mamy, »e dla ka»dego t ∈ N zachodzi nierówno±¢:

t
α

t
+

k∑
n=1

an 6 0,

a st¡d i z (1) otrzymujemy: (
1 +

α

t

)t k∏
n=1

(1 + an) 6 1.

Z ostatniej zale»no±ci, po przej±ciu z t do niesko«czono±ci dostajemy:

eα
k∏

n=1

(1 + an) 6 1,

sk¡d:
k∏

n=1

(1 + an) 6 e
−α. (2)

W oparciu o (1) i powy»szy wniosek udowodnimy nast¦puj¡ce lematy sformuªowane jako polecenia
w zadaniu 18.
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Lemat 2. Niech an ∈ R, an > −1, n ∈ N. Je±li lim inf
k→∞

{
k∏

n=1
(1 + an)

}
> 0, to lim inf

k→∞

{
k∑

n=1
an

}
>

−∞.

Dowód. Przypu±¢my przeciwnie, »e lim inf
k→∞

{
k∑

n=1
an

}
= −∞. Wówczas dla ka»dego α > 0 istnieje

niesko«czenie wiele k ∈ N takich, »e
k∑

n=1
an 6 −α. Zatem na mocy wcze±niejszego wniosku istnieje

niesko«czenie wiele k ∈ N takich, »e:

k∏
n=1

(1 + an) 6 e
−α,

a st¡d lim inf
k→∞

{
k∏

n=1
(1 + an)

}
= 0 i mamy sprzeczno±¢ z zaªo»eniem. A wi¦c lim inf

k→∞

{
k∑

n=1
an

}
> −∞.

�

Uwaga. Lematu 2 nie da si¦ odwróci¢, tzn. z ograniczono±ci z doªu ci¡gu sum cz¦±ciowych
{

k∑
n=1

an

}∞
k=1

,

gdzie an > −1, n ∈ N, nie musi wynika¢ jeszcze ograniczono±¢ z doªu odpowiedniego ci¡gu iloczynów

cz¦±ciowych
{

k∏
n=1

(1 + an)

}∞
k=1

.

Przykªad. Ustalmy ci¡g zerowy {αn}∞n=1 ⊂ (0, 1) taki, »e
∑
α2
n =∞. Ci¡g {an} tworzymy nast¦pu-

j¡co:

an =

2αk gdy n = 3k − 2, k ∈ N,

−αk gdy n = 3k − 1 ∨ n = 3k, k ∈ N.

Wystarczy zauwa»y¢, »e
∑
an = 0 oraz, »e dla ka»dego n ∈ N mamy:

(1 + 2αn)(1− αn)2 < (1 + αn)
2(1− αn)2 = (1− α2

n)
2 < 1− α2

n,

sk¡d:
3k∏
n=1

(1 + an) =

k∏
n=1

[(1 + 2αn)(1− αn)2] <
k∏

n=1

(1− α2
n).

Poniewa»
∑
α2
n =∞, wi¦c

∏
(1− α2

n) = 0, a st¡d
∏
(1 + an) = 0.

Lemat 3. Niech an ∈ R, an > −1, n > 1. Je±li lim sup
k→∞

{
k∑

n=1
an

}
< ∞, to lim sup

k→∞

{
k∏

n=1
(1 + an)

}
<

∞.

Dowód. Ustalmy liczb¦ M > 0 tak, by dla ka»dego k ∈ N zachodziªo oszacowanie
k∑

n=1
an 6 M , czyli

k∑
n=1

an − 1
2 (2M) 6 0. Wówczas z lematu 1 wynika, »e dla ka»dego k ∈ N zachodzi:

(
1− 1

2

)2M k∏
n=1

(1 + an) 6 1,
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tj.
k∏

n=1

(1 + an) 6 22M .

�

Uwaga. Lematu 3 nie da si¦ odwróci¢. Oto stosowny przykªad.

Przykªad. Ustalmy ci¡g zerowy {αn}∞n=1 ⊂ (0, 1) taki, »e
∑
α2
n = ∞. Konstruujemy ci¡g {an}

przyjmuj¡c:

an =


−αk n = 3k − 2, k ∈ N,

αk n = 3k − 1, k ∈ N,
α2

k

1−α2
k

n = 3k, k ∈ N.

Sprawdzamy, »e:
∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

α2
n

1− α2
n

=∞

oraz:
3k∏
n=1

(1 + an) =

k∏
n=1

[
(1− αn)(1 + αn)

(
1 +

α2
n

1− α2
n

)]
= 1,

sk¡d: ∏
(1 + an) = 1.

19. Poniewa»
∞∑
n=2

αA
(ε)
n =

∞∑
n=2

exp
[
A

(ε)
n lnα

]
wi¦c problem sprowadza si¦ do zbadania zbie»no±ci szeregów

postaci:

∞∑
n=2

exp
(
−yA(ε)

n

)
, gdzie y > 0.

Mo»na pokaza¢, »e dla ka»dego n ∈ N, je±li n > 2, to:

A(−1)
n = ln lnn+ C1 +O

(
1

n lnn

)
,

A(0)
n = lnn+ C +O

(
1

n

)
,

A(1)
n =

1

2
ln2 n+ C2 +O

(
lnn

n

)
,

gdzie C,C1, C2 to pewne staªe (zob. np. [4]). Zatem wystarczy zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:

A−1 =:

∞∑
n=2

exp (−y ln lnn) , A0 =:

∞∑
n=2

exp (−y lnn) , A1 =:

∞∑
n=2

exp
(
−y
2
ln2 n

)
.
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Mamy:

A−1 =

∞∑
n=2

(lnn)−y =∞ dla ka»dego y > 0,

A0 =

∞∑
n=2

n−y

=∞ dla y ∈ (0, 1],

<∞ dla y > 1,

A1 =

∞∑
n=2

n−
y
2 lnn <∞ dla ka»dego y > 0,

sk¡d dostajemy:

∞∑
n=2

αA
(−1)
n =∞ dla ka»dego α ∈ (0, 1),

∞∑
n=2

αA
(0)
n

=∞ dla α ∈ [e−1, 1),

<∞ dla α ∈ (0, e−1),

∞∑
n=2

αA
(1)
n <∞ dla ka»dego α ∈ (0, 1).

15. a) Rozwa»ymy jedynie przypadek p = 1. Poªó»my αk =: 1 + k−1 dla k ∈ N. Poniewa»
∑
n−α < ∞

dla ka»dego α > 1, wi¦c ka»demu αk, gdzie k ∈ N, mo»na przyporz¡dkowa¢ liczb¦ naturaln¡ nk,
tak¡, »e

∑
n>nk

n−αk < k−2. Ci¡g {an} konstruujemy w nast¦puj¡cy sposób. Niech {pk} b¦dzie ci¡giem

wszystkich kolejnych liczb pierwszych. Wska¹nikom s = pik, k, i ∈ N b¦d¡ przypisane elementy as :=
(i+nk)

−αk . Pozostaªym elementom as przyporz¡dkujemy kolejne elementy ci¡gu {2−n}. �atwo mo»na
sprawdzi¢, »e {an} ∈ z. Istotnie, mamy:∑

an =
∑
k>1

∑
n>nk

n−αk +
∑

2−n <
∑

k−2 + 1 <∞.

Poka»emy jeszcze, »e
∑
aαn =∞ gdy α < 1. W tym celu ustalmy α ∈ (0, 1). Poniewa» limαk = 1, wi¦c

istnieje k0 ∈ N takie, »e ααk0 < 1, a st¡d:∑
aαn >

∑
n>nk0

n−ααk0 =∞.

20. Niech {ak} ∈ r0,
∑
a2
k <∞,

∞∑
n=1

exp

(
−

n∑
k=1

ak

)
=∞. Mamy zwi¡zki:

n∏
k=1

(1− ak) =
1

n∏
k=1

[
1 + ak

1−ak

] > 1(
1 + 1

n

n∑
k=1

ak
1−ak

)n > exp

(
−

n∑
k=1

ak
1− ak

)
, (3)

exp

(
−

n∑
k=1

ak
1− ak

)
= exp

(
−

n∑
k=1

a2
k

1− ak

)
exp

(
−

n∑
k=1

ak

)
. (4)



Równania rekurencyjne, szeregi oraz iloczyny niesko«czone � zadania i problemy III 61

Ze zbie»no±ci szeregu
∑
a2
k wynika zbie»no±¢ szeregu

∑ a2k
1−ak , a st¡d i z (4):

exp

(
−

n∑
k=1

ak
1− ak

)
> A exp

(
−

n∑
k=1

ak

)
, (5)

gdzie A = exp

(
−
∞∑
k=1

a2k
1−ak

)
. Z (3), (5) i tego, »e

∞∑
n=1

exp

(
−

n∑
k=1

ak

)
=∞ dostajemy, »e

∞∑
n=1

n∏
k=1

(1−

ak) =∞. Niech {ak} ∈ r0 oraz
∞∑
n=1

exp

(
−

n∑
k=1

ak

)
<∞. Poniewa»:

n∏
k=1

(1− ak) 6


n∑
k=1

(1− ak)

n


n

=

(
1− 1

n

n∑
k=1

ak

)n
6 exp

(
−

n∑
k=1

ak

)
,

wi¦c:

∞∑
n=1

n∏
k=1

(1− ak) 6
∞∑
n=1

exp

(
−

n∑
k=1

ak

)
<∞.

21. Niech {an} ∈ r. Poka»emy wpierw, »e istnieje podci¡g {ani
} taki, »e

∑
ani

=∞ oraz lim
i→∞

(ni+1−ni) =
∞. W tym celu okre±limy cztery pomocnicze ci¡gi {ti}, {ki}, {pi} oraz {si} liczb naturalnych wedªug
nast¦puj¡cej reguªy:

t1 = 1, k1 = min

{
k ∈ N

∣∣∣ k∑
n=0

an+t1 > 1

}
, p1 = t1 + k1 + 2.

Zauwa»my, »e: ∑
n>p1

an =
∑
n>0

ap1+2n +
∑
n>0

ap1+2n+1,

sk¡d:
albo

∑
n>0

ap1+2n =∞, albo
∑
n>0

ap1+2n+1 =∞.

Niech:

s1 = min

s ∈ {0, 1} ∣∣∣ ∑
n>0

ap1+2n+s =∞

 , t2 = p1 + s1,

k2 = min

{
k ∈ N

∣∣∣ k∑
n=0

a2n+t2 > 1

}
, p2 = t2 + 2k2 + 3.

Mamy: ∑
n>p2

an =
∑
n>0

ap2+3n +
∑
n>0

ap2+3n+1 +
∑
n>0

ap2+3n+2,

sk¡d:
albo

∑
n>0

ap2+3n =∞, albo
∑
n>0

ap2+3n+1 =∞, albo
∑
n>0

ap2+3n+2 =∞.
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Poªó»my:

s2 = min

s ∈ {0, 1, 2} ∣∣∣ ∑
n>0

ap2+3n+s =∞

 .

Ogólnie, przyjmujemy:

ti = pi−1 + si−1, ki = min

{
k ∈ N

∣∣∣ k∑
n=0

ain+ti > 1

}
,

pi = ti + iki + i+ 1, i > 1.

Zachodzi wzór: ∑
n>pi

an =

i∑
s=0

∑
n>0

api+(i+1)n+s,

a st¡d otrzymujemy: ∑
n>0

api+(i+1)n+s =∞ dla pewnego s ∈ {0, 1, . . . , i}.

Kªadziemy:

si = min

s ∈ {0, 1, . . . , i} ∣∣∣ ∑
n>0

api+(i+1)n+s =∞

 .

Z opisanego wy»ej algorytmu wynika, »e wystarczy przyj¡¢:

{ni} =
⋃
i>1

{ti, ti + i, ti + 2i, . . . , ti + kii}.

Teraz udowodnimy, »e dla ka»dego x > 0 istnieje podci¡g {ani} taki, »e:∑
ani

= x oraz lim
i→∞

(ni+1 − ni) =∞.

Dla ustalonego x > 0 de�niujemy:

k1 = min
{
k ∈ N | ∀n > k : an <

x

2

}
, t1 = max

{
t ∈ N | t > k1 oraz

t∑
n=k1

an < x

}
,

x1 = x−
t1∑

n=k1

an, k2 = min
{
k ∈ N | k > t1 + 2 oraz ∀n > k : an <

x1

2

}
.

Mamy: ∑
n>k2

an =
∑
n>0

ak2+2n +
∑
n>0

ak2+2n+1,

sk¡d:
albo

∑
n>0

ak2+2n =∞, albo
∑
n>0

ak2+2n+1 =∞.
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Niech:

s1 = min

s ∈ {0, 1} ∣∣∣ ∑
n>0

ak2+2n+s =∞

 , p1 = k2 + s1,

t2 = max

{
t ∈ N

∣∣∣ t∑
n=0

ap1+2n < x1

}
, x2 = x1 −

t2∑
n=0

ap1+2n.

Ogólnie, dla i ∈ N, i > 2 poªó»my:

ki = min
{
k ∈ N | k > pi−2 + (i− 1)ti−1 + i oraz ∀n > k : an <

xi−1

2

}
.

Mamy: ∑
n>ki

an =

i−1∑
s=0

∑
n>0

aki+in+s,

sk¡d wynika, »e: ∑
n>0

aki+in+s =∞ dla pewnego s ∈ {0, 1, . . . , s− 1}.

Niech:

si−1 = min

s ∈ {0, 1, . . . , i− 1}
∣∣∣ ∑
n>0

aki+in+s =∞

 , pi−1 = ki + si−1,

ti = max

{
t ∈ N

∣∣∣ t∑
n=0

api−1+in < xi−1

}
, xi = xi−1 −

ti∑
n=0

api−1+in.

Jak ªatwo jest zauwa»y¢ zachodzi nierówno±¢ xi <
xi−1

2 , sk¡d xi < x
2i , a wi¦c lim

i→∞
xi = 0. Zatem:

x =

t1∑
n=k1

an +
∑
i>2

ti∑
n=0

api−1+in.

Poniewa» dla ka»dego i ∈ N mamy pi − (pi−1 + iti) = i+ si > i, wi¦c wystaczy przyj¡¢:

{ni}∞i=1 = {n : k1 6 n 6 t1} ∪
⋃
i>2

{n ∈ N |n = pi−1 + ik, 0 6 k 6 ti}.

22. b) Ci¡g {an} de�niujemy indukcyjnie w nast¦puj¡cy sposób. Niech a1 = 1. Je±li dla pewnego s ∈ N
okre±lone s¡ ju» elementy a1, . . . , as i as = 1

n2 dla pewnego n ∈ N, to przyjmujemy:

as+1 = as+2 = . . . = as(n+1)n+1 =
1

(n+ 1)2
.

Poka»emy, »e ci¡g {an} speªnia oczekiwany warunek. Ustalmy rosn¡cy ci¡g {ni} ⊂ N taki, »e:

M = lim sup
i→∞

ni+1

ni
< +∞.
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Niech i0 ∈ N b¦dzie dobrane tak, by:

ni+1 < (M + 1)ni dla ka»dego i ∈ N, i > i0. (6)

Ustalmy dowolnie s ∈ N o wªasno±ci:

s > ni ∧ as =
1

k2
∧ as+1 =

1

(k + 1)2

dla pewnego k ∈ N, k > M . Wówczas mamy:

as+1 = as+2 = . . . = as(k+1)k+1 =
1

(k + 1)2
.

Udowodnimy, »e w±ród elementów as+1, as+2, . . . , as(k+1)k+1 jest co najmniej (k + 1)-elementów pod-
ci¡gu {ani

}. W tym celu poªó»my:

it =: max{i ∈ N |ni 6 s(k + 1)t} dla 0 6 t 6 k.

Wystarczy udowodni¢, »e:

nit+1 ∈ {s(k + 1)t + 1, s(k + 1)t + 2, . . . , s(k + 1)t+1}.

Istotnie, gdyby dla pewnego t : 0 6 t 6 k byªo nit+1 > s(k + 1)t+1, to:

nit+1

nit
>
s(k + 1)t+1

s(k + 1)t
= k + 1 > M + 1,

a to jest sprzeczne z zaªo»eniem (6).

23. Poªó»my δn = 1 + n−1, n > 1. De�niujemy pomocnicze ci¡gi liczb naturalnych {sn}, {kn} oraz {tn}
w nast¦puj¡cy sposób:

s1 = min

{
s ∈ N

∣∣∣ s+ 3

s
< δ1

}
,

k1 = min

{
k ∈ N

∣∣∣ k∑
i=1

ai(2s1+1)+1 > 1

}
, t1 = k1(2s1 + 1) + 1,

i ogólnie, dla dowolnego n ∈ N:

sn+1 = min

s ∈ N
∣∣∣ s > 1

2

n∑
i=1

kisi oraz

n∑
i=1

ki(si + 1) + s+ 3

n∑
i=1

kisi + s
< δn+1

 ,

kn+1 = min

{
k ∈ N

∣∣∣ k∑
i=1

ai(2sn+1+1)+tn > 1

}
, tn+1 = kn+1(2sn+1 + 1) + tn.
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Ci¡g {εn} de�niujemy wedªug nast¦puj¡cej reguªy:

+(+ − + − . . . −︸ ︷︷ ︸
2s1

) + (+ − + − . . . −︸ ︷︷ ︸
2s1

) + . . . + (+ − + − . . . −︸ ︷︷ ︸
2s1

)

︸ ︷︷ ︸
k1

i ogólnie, dla dowolnego n ∈ N, n > 2 przyjmujemy:

+ (+ − + − . . . −︸ ︷︷ ︸
2sn−1

)+

+ (+ − + − . . . −︸ ︷︷ ︸
2sn

) + . . . + (+ − + − . . . −︸ ︷︷ ︸
2sn︸ ︷︷ ︸

kn− razy

)+

+ (+ − + − . . . −︸ ︷︷ ︸
2sn+1

)+

Uwaga. Algorytm tworzenia ci¡gów {sn} {kn} i {tn}, a przez to i ci¡gu {εn} powstaª w oparciu o dwie
poni»sze nierówno±ci:

1◦ A > B > 0 =⇒ A+1
B > A+2

B+1 ,

2◦


s > t > 0

A > B > 0

n > B
2

=⇒ A+t(n+1)+2
B+tn > A+s(n+1)+2

B+sn .

Warto jeszcze zauwa»y¢, »e z de�nicji ci¡gów {sn}, {kn} oraz {tn} i z nierówno±ci 2◦ wynika nierów-
no±¢:

n+1∑
i=1

ki(si + 1) + 2

n+1∑
i=1

kisi

< δn+1. (7)

Istotnie, z de�nicji ci¡gów {sn}, {kn}, {tn} mamy:

n∑
i=1

ki(si + 1) + sn+1 + 3

n∑
i=1

kisi + sn+1

< δn+1. (8)

Z kolei z nierówno±ci 2◦ wynika, »e:

n∑
i=1

ki(si + 1) + sn+1 + 3

n∑
i=1

kisi + sn+1

>

n+1∑
i=1

ki(si + 1) + 2

n+1∑
i=1

kisi

. (9)

Z (8) i (9) dostajemy (7).
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27. a) Ustalmy ci¡g {bn} ∈ r taki, »e
∞∑
n=1

bkn =∞ dla ka»dego k ∈ N. Poªó»my:

cn := min

{
bn
2
,

1

n2

}
,

φ(n) := max{k ∈ N | (bn − kcn) > 0}

dla ka»dego n ∈ N. �atwo jest zauwa»y¢, »e:

bn − φ(n)cn 6 cn. (10)

Ci¡g {an} de�niujemy nast¦puj¡co:

b1, −c1, . . . , −c1︸ ︷︷ ︸
φ(1) razy

, b2, −c2, . . . , −c2︸ ︷︷ ︸
φ(2) razy

, . . . , bk, −ck, . . . − ck︸ ︷︷ ︸
φ(k) razy

, . . .

Mamy:

0 6
∑

an =
∑

(bn − φ(n)cn)
(10)

6
∑

cn 6
∑

n−2 <∞

oraz dla ka»dego k ∈ N zachodzi:∑
a2k
n =

∑
(b2kn + φ(n)c2kn ) >

∑
b2kn =∞∑

a2k+1
n =

∑
(b2k+1
n − φ(n)c2k+1

n ) =
∑

(b2k+1
n − φ(n)cnc2kn ) >

>
∑

(b2k+1
n − φ(n)c2kn ) >

∑(
b2k+1
n − bn

(
bn
2

)2k
)

=

= (1− 2−2k)
∑

b2k+1
n =∞.

b) Wystarczy przyj¡¢:

an =

bk, n = 2k − 1, k ∈ N,

−bk, n = 2k, k ∈ N,

gdzie {bk} jest dowolnym elementem rodziny r o wªasno±ci:

∞∑
n=1

bkn =∞ dla ka»dego k ∈ N.

26. Z twierdzenia Lagrange'a otrzymujemy, »e dla ka»dego n ∈ N istnieje r∗n ∈ (rn+1, rn) takie, »e:

r1−p
n − r1−p

n+1 = (1− p)(r∗n)−pan > (1− p)an
rpn
.

St¡d:

r1−p
1 =

∞∑
n=1

(
r1−p
n − r1−p

n+1

)
> (1− p)

∞∑
n=1

an
rpn
,
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czyli:

(1− p)−1

[ ∞∑
n=1

an

]1−p

>

∞∑
n=1

an
rpn
. (11)

Poka»emy teraz, »e staªa (1 − p)−1 wyst¦puj¡ca w (11) jest najlepsza. Niech α ∈ (0, 1), an = αn−1,
n ∈ N. Wówczas:

(1− p)−1

( ∞∑
n=1

an

)1−p

=
(1− p)−1

(1− α)1−p
,

∞∑
n=1

an
rpn

=
(1− α)p

1− α1−p ,

sk¡d wobec (11) dostajemy:

1− α
1− α1−p < (1− p)−1

co jest równowa»ne nierówno±ci:

1− p < 1− α1−p

1− α
.

Stosuj¡c reguª¦ de l'Hospitala otrzymujemy:

lim
α→1

1− α1−p

1− α
= 1− p.

32. Przypadek szeregu. Nie naruszaj¡c ogólno±ci rozwa»a« mo»na przyj¡¢, »e {an} ⊂ R+. Wówczas ci¡g
{λn} ⊂ Z de�niujemy indukcyjnie tak, by: x− λ1a1 > 0 oraz

λnan < x−
n−1∑
j=1

λjaj 6 (λn + 1) an (12)

dla ka»dego n ∈ N, n > 2. Zauwa»my, »e dla ustalonego λ1 ∈ Z tak, by:

x− λ1a1 > 0

ci¡g {λn}∞n=2 ⊂ Z speªniaj¡cy warunek (12) jest okre±lony jednoznacznie. Ponadto z (12) wynikaj¡
nierówno±ci:

0 6 λn+1an+1 6 x−
n∑
j=1

λjaj 6 an,

co ze zbie»no±ci do zera ci¡gu {an} ⊂ R+, implikuje równo±¢ x =
∞∑
j=1

λjaj .

Przypadek iloczynu. Niech x > 0. Tak jak wy»ej zaªo»ymy, »e {an} ⊂ R+. Ustalmy liczb¦ N ∈ N tak,

by
N∏
j=1

aj < x oraz an < 1 dla n ∈ N, n > N . Kªadziemy µ1 = µ2 = . . . = µN = 1. Istnieje µN+1 ∈ N
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takie, »e µN+1aN+1 < x

(
N∏
j=1

aj

)−1

6 (µN+1 + 1)aN+1. Maj¡c, dla pewnego n ∈ N, okre±lone liczby

µj dla indeksów j = 1, 2, . . . , N + n− 1 tak, by:

x

N+n−1∏
j=1

µjaj

−1

> 1, (13)

przyjmujemy jako µN+n liczb¦ naturaln¡ jednoznacznie okre±lon¡ przez warunek:

µN+naN+n < x

N+n−1∏
j=1

µjaj

−1

6 (µN+n + 1)aN+n. (14)

W ten sposób mamy indukcyjnie okre±lony ci¡g {µn} ⊂ N, który wobec (13), (14) oraz zaªo»enia
an → 0, gdy n→∞, jest rozbie»ny do ∞. Pozostaje zauwa»y¢, »e wobec (14) mamy:

1 < x

 n∏
j=1

µjaj

−1

6 1 +
1

µn

i to dla ka»dego indeksu n ∈ N, n > N .

Przejd¹my teraz do dowodu twierdzenia, które uogólnia przedstawiony wy»ej wynik o aproksymacji
dowolnego x ∈ R przy pomocy sumy ustalonego szeregu pomno»onego przez ci¡g mno»ników caª-
kowitych (zale»ny od x). W tym celu ustalmy ci¡g zerowy {an} ⊂ (R \ {0}) oraz liczb¦ x ∈ R.
Ze wzgl¦du na sposób wyboru ci¡gu {εn} (przypomnijmy, »e ka»dy εn, n ∈ N, nale»y do zbioru
M = {εxn : n ∈ N0 i ε = ±1}), mo»na zaªo»y¢, »e {an} ⊂ R+ oraz, »e x > 0. Ci¡g {εn} okre±limy in-
dukcyjnie w nast¦puj¡cy sposób. Kªadziemy ε1 = −x1, gdy x = 0; natomiast, gdy x > 0, to dobieramy
k1 ∈ N0 tak, by:

xk1a1 < x 6 xk1+1a1

i kªadziemy ε1 = xk1 . Gdy dla pewnego n ∈ N, n > 1, okre±limy ju» liczby ε1, ε2, . . . , εn−1, wszystkie

ze zbioru M i dodatnie, przy czym tak, »e x −
i∑

j=1

εjaj > 0 dla ka»dego i = 1, 2, . . . , n − 1, to jako

kn ∈ N0 bierzemy liczb¦ caªkowit¡ wyznaczon¡ warunkiem:

xknan < x−
n−1∑
j=1

εjaj 6 xkn+1an (15)

i kªadziemy εn = xkn . Ci¡g {εn} mo»na wi¦c uzna¢ za okre±lony. Zauwa»my, »e ci¡g:

X =

x−
n∑
j=1

εjaj

 ⊂ R+



Równania rekurencyjne, szeregi oraz iloczyny niesko«czone � zadania i problemy III 69

jest nierosn¡cy. Poka»emy, »e X jest zbie»ny do zera. Wprost z (15) dostajemy:

0 < x−
n∑
j=1

εjaj 6 (xkn+1 − xkn)x−1
kn

(xknan) . (16)

Gdyby istniaª podci¡g ci¡gu {kn}∞n=1 rozbie»ny do∞, to na mocy zaªo»enia o zbie»no±ci do zera ci¡gu
{(xn+1− xn)x−1

n }, otrzymujemy, »e liczba zero jest punktem skupienia ci¡gu {(xkn+1− xkn)x−1
kn
}∞n=1.

Jednocze±nie z (15) i z ograniczono±ci ci¡gu X wynika ograniczono±¢ ci¡gu {xknan}∞n=1. Z ostatnich
dwóch faktów oraz z (16) dostajemy, »e pewien podci¡g ci¡gu X jest zbie»ny do zera, a w konsekwencji
X jest zbie»ny do zera gdy» jest monotoniczny. Gdyby ci¡g {kn}∞n=1 byª ograniczony, to ograniczony
byªby te» ci¡g {xkn}∞n=1, a przez to i ci¡g {xkn+1 − xkn}∞n=1, co wobec zbie»no±ci do zera ci¡gu {an},
daje na mocy (16), zbie»no±¢ do zera ci¡gu X. Poniewa» ci¡g X jest dodatni (patrz (16)), wi¦c z jego
zbie»no±ci do zera wynika, »e niesko«czenie wiele elementów ci¡gu {εn} jest ró»nych od zera.

33. Ustalmy k ∈ N, k > 2, liczby ai, bi ∈ R+, 1 6 i 6 k oraz ci¡g zerowy {dn} ⊂ R+. Ponadto zaªó»my,
»e ξ 6= 0, gdzie:

ξ :=

(
k∑
i=1

b−1
i (ln(ai))

2

)
− s−1

(
ln

(
k∏
i=1

ai

))2

oraz s =
k∑
i=1

bi. Udowodnimy, »e wówczas szereg:

∞∑
n=1

((
k∑
i=1

bia
dnb

−1
i

i

)
− s

k∏
i=1

adns
−1

i

)
(17)

jest zbie»ny dokªadnie wtedy, gdy
∞∑
n=1

d2
n <∞.

Niech a ∈ R+ i b ∈ R. Z rozwini¦cia w szereg Maclaurina funkcji exponent dostajemy:

ab − 1 = exp(ln ab)− 1 = b ln a+
1

2
(b ln a)2 +

1

6
(b ln a)3 + . . . = b ln a+ f(a, b)(b ln a)2,
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gdzie dla ustalonego a zachodzi f(a, b)→ 1
2 , gdy b→ 0. St¡d szereg (17) przyjmuje posta¢:

∞∑
n=1

((
k∑
i=1

(
bi + dn ln(ai) + f(ai, dnb

−1
i )b−1

i (dn ln(ai))
2
))

+

−s
k∏
i=1

(
1 + dns

−1 ln(ai) + f(ai, dns
−1)(dns

−1 ln(ai))
2
))

=

=

∞∑
n=1

d2
n

((
k∑
i=1

(
f(ai, dnb

−1
i )b−1

i − f(ai, dns
−1)s−1

)
(ln(ai))

2

)
+

−
k−1∑
i=1

s−1 ln(ai)

 k∑
j=i+1

ln(aj)

+ o(d2
n) =

=

∞∑
n=1

d2
n

((
k∑
i=1

(
f(ai, dnb

−1
i )b−1

i − f(ai, dns
−1)s−1 +

1

2
s−1

)
(ln(ai))

2

)
+

−1

2
s−1

(
ln

(
k∏
i=1

ai

))2
+ o(d2

n).

Zauwa»my, »e wspóªczynnik przy d2
n w powy»szym szeregu d¡»y do 1

2ξ przy n → ∞, a liczba ta, na
mocy zaªo»enia, jest ró»na od zera.

Uwaga. Gdy bi = k−1 dla ka»dego i = 1, 2, . . . , k oraz co najmniej dwie spo±ród liczb a1, a2, . . . , ak,
s¡ ró»ne, to ξ 6= 0 na mocy nierówno±ci mi¦dzy ±rednimi wa»onymi rz¦du r (zob [3], str. 43).

34. Niech {εn} ∈ z. Poªó»my α = lim inf
n→∞

an oraz β = lim sup
n→∞

an. Przypu±¢my, »e ci¡g {an} ma co najmniej

dwa punkty skupienia. Wtedy α 6= β, czyli istnieje indeks N ∈ N taki, »e:

∞∑
n=N

εn <
1

2
(β − α) (18)

oraz an+1 > an − εn dla ka»dego n ∈ N, n > N . St¡d w szczególno±ci dostajemy:

an > am −
n∑

i=m

εi (19)

dla dowolnych n,m ∈ N, n > m > N . Ale indeksy n oraz m (n > m) mog¡ by¢ dobrane tak, by:

|an − α| <
1

4
(β − α) oraz |am − β| <

1

4
(β − α).

Zatem am− an > 1
2 (β−α). Jednocze±nie z (18) i (19) wynika nierówno±¢ am− an < 1

2 (β−α) i mamy
sprzeczno±¢. Wniosek: ci¡g {an} jest zbie»ny. Niech teraz {εn} ∈ r. Ustalmy przedziaª domkni¦ty
i niepusty I ⊂ R. Mo»na dobra¢ ci¡g mno»ników {αn} ⊂ {±1} taki, »e zbiorem punktów skupienia

szeregu
∞∑
n=1

αnεn jest przedziaª I. Poªó»my b1 = 0 i bn+1 =
n∑
k=1

αkεk dla n ∈ N, n > 2. Wówczas

b2 = α1ε1 > b1 − ε1 oraz bn+1 = bn + αnεn > bn − εn dla ka»dego n ∈ N, n > 2.
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35. Z zale»no±ci (k + 1)−s−1 <
k+1∫
k

x−s−1dx < k−s−1 zachodz¡cych dla ka»dego k ∈ N, ªatwo generujemy

nast¦puj¡ce nierówno±ci:

∞∑
k=n+1

k−s−1 < s−1n−s <

∞∑
k=n

k−s−1 (20)

zachodz¡ce dla dowolnego n ∈ N. Rzecz jasna z (20) wynika, »e:

s−1 < an < s−1 + n−1, n ∈ N,

czyli, »e ci¡g {an} jest zbie»ny do s−1. Zbadamy jeszcze monotoniczno±¢ ci¡gu {an}. W oparciu o (20)
otrzymujemy oszacowanie:

ana
−1
n+1 =

(
1− 1

n+ 1

)s1 + n−s−1

( ∞∑
k=n+1

k−s−1

)−1
 >

(
1− s

n+ 1

)(
1 +

s

n

)
= 1 +

s(1− s)
n(n+ 1)

,

sk¡d wynika, »e ci¡g {an} jest malej¡cy o ile tylko s 6 1. Ponownie wykorzystuj¡c (20) dostajemy:

ana
−1
n+1 =

(
n

n+ 1

)s1 + n−s−1

(
(n+ 1)−s−1 +

∞∑
k=n+2

k−s−1

)−1
 >

>

(
n

n+ 1

)s (
1 + n−s−1

(
(n+ 1)−s−1 + s−1(n+ 1)−s

)−1
)
=

=

(
n

n+ 1

)s
+

(
n

n+ 1
+
n

s

)−1

=

= 1− s(n+ 1)−1 +
1

2
s(s− 1)(n+ 1)−2 + o(n−2) +

(
n

n+ 1
+
n

s

)−1

=

= 1 +
1

2
s(1− s)n−2 + o(n−2).

St¡d lim inf
n→∞

n−2(ana
−1
n+1 − 1) > 1

2s(1− s). Z innej strony znajdujemy te»:

ana
−1
n+1 =

(
n

n+ 1

)s1 + n−s−1

(
(n+ 1)−s−1 +

∞∑
k=n+2

k−s−1

)−1
 <

<

(
n

n+ 1

)s (
1 + n−s−1

(
(n+ 1)−s−1 + s−1(n+ 2)−s

)−1
)
=

=

(
n

n+ 1

)s
+

(
n

n+ 1
+
n

s
(n+ 1)s(n+ 2)−s

)−1

=

= 1− s(n+ 1)−1 +
1

2
s(s− 1)(n+ 1)−2 + o(n−2) +

(
n

n+ 1
+
n

s
(n+ 1)s(n+ 2)−s

)−1

=

= 1 +
1

2
s(1 + s)n−2 + o(n−2),

co implikuje oszacowanie lim sup
n→∞

n−2(ana
−1
n+1 − 1) 6 1

2s(1 + s).
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36. Niech α > 0. Ustalmy ε ∈ (0, α). Istnieje N ∈ N takie, »e dla dowolnego indeksu n > N maj¡ miejsce
nierówno±ci:

α− ε 6 bnb−1
n+1 6 α+ ε,

sk¡d:

b−1
m (α− ε)n−m 6 b−1

n 6 b
−1
m (α+ ε)n−m

dla dowolnych m,n ∈ N, N < m < n. Zatem otrzymujemy:

bn

( ∞∑
k=n

b−1
k

)
> bn

( ∞∑
k=n

b−1
n (α− ε)k−n

)
= (1− α+ ε)−1

oraz

bn

( ∞∑
k=n

b−1
k

)
6 bn

( ∞∑
k=n

b−1
n (α+ ε)k−n

)
= (1− α− ε)−1.

W konsekwencji, ze wzgl¦du na dowolno±¢ ε > 0, ci¡g
{
bn

( ∞∑
k=n

b−1
k

)}
jest zbie»ny do (1−α)−1. Gdy

α = 0, to przy zaªo»eniach jak wy»ej, mamy:

1 < bn

( ∞∑
k=n

b−1
k

)
6 bn

( ∞∑
k=n

b−1
n (α+ ε)k−n

)
= (1− α− ε)−1,

czyli ci¡g
{
bn

( ∞∑
k=n

b−1
k

)}
jest zbie»ny do 1.

37. Rozpoczniemy od udowodnienia pierwszego z cytowanych twierdze«. Indukcyjnie potra�my skonstru-
owa¢ przeliczaln¡ rodzin¦ {ki,n}∞n=1, i ∈ N, rosn¡cych ci¡gów liczb naturalnych speªniaj¡cych, dla
ka»dego i ∈ N nast¦puj¡ce warunki:

{ki+1,n}∞n=1 ⊂ {ki,n}∞n=1, (21)

ki+1,1 > ki,2, (22)

lim
n→∞

t
(i)
ki,n

= αi := lim sup
n→∞

t
(i)
ki−1,n

, (k0,n = n), (23)

αj − t(j)ki,n 6 2−i dla dowolnych j, n ∈ N, 1 6 j 6 i. (24)

Przyjmijmy teraz xn = i−1, gdy n = ki,1 oraz xm = −i−1, gdy m = ki,2, za± indeks i przebiega caªe

N. Dla pozostaªych indeksów n ∈ N kªadziemy xn = 0. Ze wzgl¦du na (22), widzimy, »e szereg
∞∑
n=1

xn

jest warunkowo zbie»ny. Poka»emy, »e równie» ka»dy szereg
∞∑
n=1

t
(i)
n xn, i ∈ N, jest zbie»ny. W tym celu
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ustalmy i, r ∈ N, r > ki,1. Wówczas mamy:

r∑
n=ki,1

t(i)n xn =
∑

{j: ki,16kj,16r}

j−1t
(i)
kj,1
−

∑
{j: ki,16kj,26r}

j−1t
(i)
kj,2

=

=
∑

{j: ki,16kj,16r}

j−1αi −
∑

{j: ki,16kj,26r}

j−1αi+

+
∑

{j: ki,16kj,16r}

j−1(t
(i)
kj,1
− αi) +

∑
{j: ki,16kj,26r}

j−1(αi − t(i)kj,2).

(25)

Ale z (21) i (22) wynika, »e:

0 6
∑

{j: ki,16kj,16r}

j−1αi −
∑

{j: ki,16kj,26r}

j−1αi 6 j
−1
w αi, (26)

gdzie jw := max{j ∈ N : kj,1 6 r}. Z kolei z (21) i (24) wnioskujemy, »e maj¡ miejsce nast¦puj¡ce
oszacowania (zachodz¡ce dla ka»dego r ∈ N):

∑
{j: ki,16kj,16r}

j−1t
(i)
kj,1
− αi 6

∞∑
j=1

j−12−j <∞ (27)

oraz:

∑
{j: ki,16kj,26r}

j−1αi − t(i)kj,2 6
∞∑
j=1

j−12−j <∞. (28)

Podsumujmy, z (27) i (28) dostajemy bezwzgl¦dn¡ zbie»no±¢ szeregów:∑
{j: ki,16kj,1}

j−1t
(i)
kj,1
− αi oraz

∑
{j: ki,16kj,2}

j−1αi − t(i)kj,2 .

St¡d oraz z (25) i (26) wynika zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=1

t
(i)
n xn, co, ze wzgl¦du na dowolno±¢ indeksu i,

ko«czy dowód.

Teraz niech {tn} ⊂ R b¦dzie ci¡giem nieograniczonym. Ustalmy podci¡g {tkn} taki, »e |tkn | > 2n dla
ka»dego n ∈ N. Przyjmujemy xn = sgn(tki)2

−i, gdy n = ki oraz i ∈ N; dla pozostaªych indeksów

n ∈ N kªadziemy xn = 0. Bez trudu sprawdzamy, »e szereg
∞∑
n=1

xn jest bezwgl¦dnie zbie»ny, natomiast

szereg
∞∑
n=1

tnxn jest rozbie»ny.

43. a) Je±li lim inf
n→∞

n
bn
> 0, to z nast¦puj¡cego twierdzenia (zob. np. [2], [1], [5]):

Twierdzenie 1. Je±li szereg
∑
an o dodatnich wyrazach tworz¡cych ci¡g nierosn¡cy jest zbie»ny, to

lim
n→∞

nan = 0.

otrzymujemy, »e lim
n→∞

anbn = 0 dla ka»dego ci¡gu nierosn¡cego {an} ∈ z. Poka»emy, »e je±li lim inf
n→∞

n
bn

=

0, to istnieje ci¡g nierosn¡cy {an} ∈ z o wªasno±ci lim sup
n→∞

anbn > 0.
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Ustalmy wpierw podci¡g rosn¡cy {ni} ⊂ N speªniaj¡cy warunek ni < 2−ibni . Ci¡g {an} konstruujemy
nast¦puj¡co:

a1 = . . . = an1
:= 1,

ani+1 = . . . = an(i+1)
:= b−1

n(i+1)
, i > 1.

�atwo mo»na zauwa»y¢, »e otrzymany w ten sposób ci¡g {an} jest monotoniczny i zachodzi:

∑
an 6 n1 +

∑
i>2

ni
bni

6 n1 +
∑
i>2

2−i = n1 +
1

2
< +∞.

Mamy równie»:
lim sup
n→∞

anbn > lim sup
i→∞

ani
bni

= lim sup
i→∞

1 = 1.

b) (John H. Lindsey II) Zaªó»my, »e lim inf
n→∞

nan = 0. Niech n0 := 0 i ustalmy n1 ∈ N tak, by n1an1 <
1
2 .

Nast¦pnie indukcyjnie, maj¡c ustalone nk−1 ∈ N dla pewnego k ∈ N dobieramy nk ∈ N przykªadowo,
jako najmniejsz¡ liczb¦ naturaln¡ nk > nk−1 speªniaj¡c¡ warunek:

nkank
< min

{
nk−1ank−1

, 2−k
}
. (29)

Maj¡c okre±lony ci¡g {nk} ⊂ N de�niujemy bm = ank
dla ka»dego indeksum ∈ N dla którego zachodzi:

nk−1 < m 6 nk.

Oczywi±cie z (29) i faktu, »e ci¡g {nk} jest rosn¡cy wynika, »e ci¡g {bn} jest nierosn¡cy oraz, »e:

∞∑
n=1

bn =

∞∑
k=1

nk∑
m=nk−1+1

bm =

∞∑
k=1

nk∑
m=nk−1+1

ank
=

∞∑
k=1

(nk − nk−1)ank
6
∞∑
k=1

nkank
6
∞∑
k=1

2−k = 1,

czyli, »e szereg
∞∑
n=1

bn jest zbie»ny.

Teraz zaªó»my, »e lim inf
n→∞

nan = 2c > 0. Wówczas istnieje N ∈ N, takie »e nan > c dla ka»dego

n ∈ N, n > N . Ustalmy ci¡g nierosn¡cy {bn} ⊂ R+ dla którego nierówno±¢ bn > an zachodzi dla
niesko«czenie wielu indeksów n ∈ N. Mo»emy wi¦c zde�niowa¢ indukcyjnie ci¡g {nk} ⊂ N taki, »e
n0 = 0, n1 > N, nk > 2nk−1 dla ka»dego k ∈ N, k > 2 oraz bnk

> ank
, k ∈ N. W rezultacie dostajemy:

∞∑
n=1

bn =

∞∑
k=1

nk∑
m=nk−1+1

bm >
∞∑
k=1

nk∑
m=nk−1+1

bnk
>
∞∑
k=1

(nk − nk−1)ank
>
∞∑
k=1

1

2
nkank

>
∞∑
k=1

1

2
c =∞,

co ko«czy dowód.

45. Podamy teraz kilka wskazówek nawi¡zuj¡cych do dowodu faktu, »e je±li α > 41, to jedynymi punktami
skupienia ci¡gu {nα sinn} s¡ ±∞. Najpierw zauwa»my, »e je±li n ∈ N, n > 4, to istnieje m ∈ N takie,
»e:

n

m+ 1
< π <

n

m
, (30)
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przy czym je±li n→∞, to równie» m→∞, a ±ci±lej je±li tylko n jest dostatecznie du»e, to:

n

m
∼ π

albowiem:
n

m
− n

m+ 1
=

n

m(m+ 1)
<

π

m
.

Dla danego dowolnie n ∈ N, n > 9, niech m ∈ N b¦dzie dobrane tak, by speªnione byªy nierówno±ci
(30). Wówczas m > 2 oraz:

sinn = sin
(
mπ +m

( n
m
− π

))
= (−1)m sin

(
m
( n
m
− π

))
.

Je±li m
(
n
m − π

)
jest dostatecznie maªe, to:

| sinn| ∼ m
( n
m
− π

)
> m · 1

m42
=

1

m41
,

czyli:

nα| sinn| ∼ nαm
( n
m
− π

)
>

nα

m41
= nα−41

( n
m

)41

.

Zauwa»my jeszcze, »e:

m
( n
m
− π

)
< m

(
n

m
− n

m+ 1

)
=

n

m+ 1
< π,

czyli:
m
( n
m
− π

)
∈ (0, π).

W przypadku, gdy m
(
n
m − π

)
∼ π, to:

(m+ 1)

(
π − n

m+ 1

)
= π −m

( n
m
− π

)
jest dostatecznie maªe.
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