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IN THE CONTROLLED AIR SPACE

Jerzy Lewitowicz, Krzysztof Sajda

Instytut Techniczny Wojsk Lotniczych
ul. Ks. Bolestawa 6, 01-494 Warszawa

Abstract: One of the very important issues in the field gf dafety problems,

strictly connected with navigation matter, is thigkrof an air collision problem

because every single air collision in the air caid®vo crashes. There are
RNP RNAV requirements for the elements of an aiffier control system,

including radionavigation system, are presentedhia article. The Reich’s model
of the collision used for estimating the probapilif the air collision is presented
as well. Moreover a model of the distribution oplane error position, a mixed

probability density function model consisting of teneralized Laplace core and
double exponential tail is described in the paper.
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StreszczenieJednym z bardzo vmych zagadnié ze wzgidu na bezpieczstwo
lotu, scisle powgzanym z nawigagj jest problem ryzyka wygiienia kolizji w
przestrzeni powietrznej, poniesvaasepstwem kédej pojedynczej kolizjigsdwie
katastrofy. W pracy zaprezentowano wymagania, jakieakladane na elementy
biorgce udziat w procesie kontroli ruchu powietrznego,zaem réwnig¢ na
systemy nawigacyjne, spetgieg warunki RNP RNAV oraz przyigho model
Reicha pozwalaicy na szacowanie ryzyka wygienia kolizji samolotow. Ponadto
przedstawiono model funkcjestasci prawdopodobigstwa bédu pozycji samolotu
bedgcy kombinagj uogolnionego rozkladu Laplace’a oraz rozkladu pophie
wyktadniczego.

Stowa kluczowe: bezpieczéstwo lotu, kontrola przestrzeni powietrznej,
prawdopodobigstwo wysipienia kolizji w powietrzu
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1. WPROWADZENIE

W procesie kontroli ruchu lotniczego wyrba sk: statki powietrzne, lotniska,
systemy nawigacyjne, informacje zmych shib lotniczych, w tym
meteorologiczne, przepisy i procedury wykonywarotu,| Bczndé, uradzenia
kontroli ruchu lotniczego oraz wypogmie naziemne. Zionas¢ tych elementéw
zmienia s¢ w zaleznosci od czasu, miejsca, stanu, umiapsci, natzenia ruchu,
warunkow atmosferycznych, itp. Zadz ruchu lotniczego operuje tymi
sktadnikami tak, aby zapewnibezpieczny, zgodny z planem, szybki przelot
samolotoéw w przestrzeni powietrzne;j.

Tam, gdzie natzenie ruchu jest male, potrzebne jest minimum kdinggtuacii
ruchowej, poniewa stosowane przez pilota standardowe prawa i progedtaz

Z naziemnymi pomocami nawigacyjnymi mogystarczé do bezpiecznego startu,
lotu i ladowania. W obszarach przestrzeni powietrznej gysiunatzeniu ruchu
lotniczego (rys. 1) wykorzystuje esiscentralizowas kontrok sytuacji w tych
obszarach. Taka scentralizowana kontrola tworzytegysKierowania Ruchem
Lotniczym (KRL), ktora mee by okreslana jako stuba przewidziana do
spetnienia wymagaplandw lotéw aytkownikow tak dalece jak to jest rdave
przy utrzymaniu warunkéw bezpiecznego i wydajneggtkowania przestrzeni
powietrznej i urgdzer naziemnych [5].

Ciagly wzrost ruchu lotniczego ndwiecie musi uwzgldniac ograniczoyn
pojemna¢ jaka oferuje przestrze powietrzna. Ten czynnik, wspolnie z
doktadndcia, jaka oferup nowoczesne systemy nawigacyjne oraz wymagania
podnoszenia efektywioi operacyjnej systemu transportu powietrznego vestiv
bezpdrednich padczen i dokladnego zachowania planowanej pozycij,
zaowocowaly stworzeniem koncepcji wymagana systemy nawigacyjne
(poktadowe i naziemne) okilanej mianem RNP

Wymagania RNP okéaja zadamy dokladnd¢ prowadzenia nawigacii
w zdefiniowanej przestrzeni powietrznej. RNP zawiezarbwno wymagania
dotyczzce parametrow, jak réwniewymagania funkcjonale, ktére musbyc
spetnione przez konstruktoréw, wytworcoOw i instatdtv wyposaenia
awionicznego, ale tak dostawcdéw ustug nawigacyjnych izytkownikow
systemdéw nawigacyjnych.

Osiagniccie dokfadnéci nawigacji definiowanej typem RNP wymaga spetiaen
wymaga zarOéwno przez systemy pokladowe jak i infrastruktii system
naziemny. Kiedy dana przestfzgoowietrzna spetnia wymagania danego typu
RNP-x, oznacza toze wywane w tym obszarze systemy poktadoweéradki
naziemne zapewni@jzadany poziom doktadrigi prowadzenia nawigacji. A to
oznaczaze catkowity bhd systemu (TSH dla tej przestrzeni powietrznej przez
95% czasu lotu nie przekracza podane] wéartgx” (wyrazonej w milach

! Ang. Required Navigation Performance

2 Ang. Total System Error
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morskich - Nm) w kierunku poprzecznym i poziiym wzgkdem trasy lotu [7].

g Newark (EWR) — odloty
Newark (EWR) - przyloty

w4y JFKennedy (JFK) — przyloty,
8 LaGuardia (LGA) - odloty

9 LaGuardia (LGA) - przyloty

Odloty — inne

Przyloty — inne

Rys. 1. Nateenie ruchu lotniczego nad Nowym Jorkiem yguijednego dnia [13]

Systemy pokiadowe spetndge wymagania RNP nie posiaglajzadnych
elementow monitorggych, czy system nie przekracza dopuszczalnegdubt
Nadzér nad doktadroig nawigacji jest sprawowany w ramach calosystemu
przez stiby KRL. W przestrzeni powietrznej spelnjegj wymagania RNP
wymagane jest, aby loty odbywaty svedtug procedur i po trasach wyznaczonych
przez nawigacyjne naziemne punkty odniesienia. rimingtowy, wszystkie trasy
lotu musa przebiega ,ponad” naziemnymi punktami nawigacyjnymi (rys).2a
Innym sposobem nawigacii jest tzw. nawigacja olsmarRNAV (rys. 2b). Jest to
metoda nawigacji, ktéra pozwala statkowi powietrane wykonyw& lot po
dowolnej trasie znajdegej st w zaségu dziatania nawigacyjnych sygnatow
referencyjnych lub w granicach obszaru na jaki paaw mu zainstalowane na
poktadzie autonomicznesrodki nawigacyjne lub te kombinacja dwdch
wymienionych [1, 8]. NajnowocZaiejsze pokladowe systemy RNAV dostargzaj
zalodze nie tylko informagj nawigacyjm, ale roéwnie¢ monitorup jakosé

i wiarygodnad¢ sygnatdw nawigacyjnych, atak ostrzegaj o przekroczeniu
dopuszczalnych warfoi bleddéw systemu.

® Ang. Area Navigation
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A A

() - SRODEK NAWIGACYJINY

A - PUNKT TRASY

Rys. 2. Nawigacja RNP (a) i RNAV (b)

Polyczeniem obydwu sposobOw nawigacji jest nawigagpa tRNP-x RNAV. Jest
to sposob nawigacji wykorzystgy zalety ,dowolnéci” ustalania tras lotu
zgodnie z zalzeniami nawigacji obszarowej i zasady oraz wymagRiN®.

W celu okrélenia wtasnéci systemu nawigacji spetnigiego wymagania RNP-x
RNAV wprowadzono pegie ,obszaru ograniczonego’bkreslanego w sposob
przedstawiony na rys. 3, na ktorym przez parametroznaczono wartg biedu
TSE systemu. ,,Obszar ograniczony” obejmuje tenrfraigt przestrzeni, w ktorym
prawdopodobigstwo zajcia zdarzenia poleggiego na zboczeniu z zakfadanej
trasy lotu o wart& wigksz niz ,2x” bez generowania ostrzenia jest mniejsze
niz 10° na godzig lotu.

A zatem w przypadku nawigacji zgodnie z wymagani&hiP-x RNAV mana
mowi¢ o dwdch kluczowych parametracheditie catkowitym systemu TSE, ktory
przez 95% czasu lotu nie o przekraczawartasci parametru ,x” okrélonej dla
danej przestrzeni RNP oraz przez prawdopodsiie wygcia z ,obszaru
ograniczonego”, ktére musi bynniejsze ni 10° na godzig lotu.

4 Ang. containment region
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2X

Y
Obszar ograniczony

Doktadnos¢ 95%
Zaktadana trasa W,
lotu B

Doktadnos$¢ 95%

x
Y
Obszar ograniczony

2X

Rys. 3. Obszar ograniczony w nawigacji RNP-RNAV

2. RYZYKO KOLIZJI SAMOLOTOW W PRZESTRZENI POWIETRZNEJ

Problem ryzyka wygpienia kolizji w przestrzeni powietrznej jest basdmaznym
zagadnieniem ze wzglu na bezpieczstwo, poniewa nastpstwem kadej
pojedynczej kolizji § dwie katastrofy. Przyktadem takiego zdarzenia gggsana
w [6] katastrofa lotnicza, w ktorej uczestniczylval samoloty: pasarski Tu-154

i przystosowany do przewozu towaréBoeing B-757-200(rys. 4). Katastrofa
wydarzyta s¢ 1 lipca 2002 r. o godzinie 23:36 nad Jeziorem Bekien jeszcze
nad terytorium Niemiec, niedaleko granicy szwajkiajs po przegciu kontroli lotu
samolotuTu-154przez szwajcarskie KRL. Szczegotowedztwo wykazatoze w
szwajcarskiej obsadzie KRL, w momencie katastrafgcpwat jeden pracownik
bardzo obecizony informacjami (a powinno IBy2-5 osob), ktory z opdieniem
zareagowat na powstasytuacg kolizyjna. Niewtasciwie wykorzystano informacije
z poktadowego systemu ostrzegania o niebezpieczziyimaniu s¢ samolotéw
w powietrzu TCAS 2. Piloci obydwu samolotéw abyii lot z putapu 11500 m na
11300 m. Pilot samolotB-757 (poprawnie) zinterpretowat informgcg TCAS 2, a
pilot samolotuTu-154 obnizyt lot w wyniku polecenia sttby KRL. Pilot ten
wykonat manewr sprzeczny ze wskazaniem swojegceesystTCAS 2, wedlug
ktorego powinien zwikszy¢ wysokaé lotu. Przeprowadzone szczegdétowe
sledztwo wykazato kilka innych bardzo pommgch niedocignie¢, ktore
doprowadzity do katastrofy. Zgjfo tagcznie 71 os6b (w tym 52 dzieci z samolotu
Tu-159.
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Separacja
pionowa

Obnizenie
lotu zgodnie
z systemem
TCAS 2 KRL

Obnizenie lotu
na polecenie

Tupolev TU154M

\ Kurs = 274°

a

Boeing B757-200
Kurs = 004°

Rys. 4. Szkic sytuacyjny zderzenia samolotow B20874-Tu-154 w dniu 1
listopada 2002 r. oraz sylwetki tych samolotow
(Raport Komisji Bada Katastrofy) [6]

W przestrzeni powietrznej, w ktérej wgptije duze zagszczenie ruchu lothiczego
kluczowym parametrem jaki musi dyrany pod uwag przy planowaniu tras
przelotow jest separacja przestrzenna pday statkami lotniczymi. Najestszym
sposobem oszacowania tego parametru jest wykoragstaodelu ryzyka kolizji.
Jednym z takich modeli, opisanym m.in. w [3, 418,12, 13], jest model
opracowany w 1966 r. i nazwany od nhazwiska jegadtwénodelem Reicha.

Model ten zostat opracowany w celu oszacowania kazwystpienia kolizji
w ruchu transoceanicznym nad Oceanem Atlantyckiaz ostalenia bezpiecznych
(na okrélonym poziomie prawdopodohistwa) separacji porilzy samolotami
wykonujgcymi loty na tych trasach.
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W modelu przyjmuje si kilka zataen. Niech r(t) i Vi(t) sa wektorami
okreslajgcymi potazenie i pedkosé¢ jednego samolotu w danej chwijioraz niech
r(t) i V,(t)beda odpowiednio wektorami potenia i pedkosci drugiego
samolotu w tej samej chwiti W celu wtkszej przejrzysti zapisow pomija 8i
indeks t pamktajac, ze wymienione wielkéci i bedace z nimi w relacji inne
wielkosci s zwigzane z czasem. Dalej, niechr E(rx,ry, rZ)E h—ri
V= (vx,vy,vz)E\”/l—\*/2 oznaczaj wektory wzgédnej pozycji iwzgtdnej
predkosci tych dwu samolotow. W funkcji czasu wektorkresli pewrg trajektor
w przestrzeni (rys. 5). Kiedy wektof staje s ,zbyt maty”, wtedy naspuje
kolizja pomidzy samolotami. Matematycznie oznaczaze®jeli I = (0,0,0), to
srodek masy kadego z samolotéw znajdujez s tym samym punkcie przestrzeni.

2y
Tz
2, |
|2}t:

™~ @ ! X

/ -

I;’
P

( A/y Plaszczyzna A;

Rys. 5. Geometryczna reprezentacja modelu Reicha

W modelu Reicha samolot rama przedstawia prostopaééian o krawdziach
rownych A, (diugas¢ — wymiar réwnolegty do kierunku toru lotujl, (szerokéé

— wymiar prostopadty do kierunku toru lotu zdey w ptaszczgnie poziomej),A,

(wysokas¢ — wymiar prostopadly do kierunku lotu izey w plaszczynie
pionowej). Przyjmujc te zaldenia, dwa samoloty spotylkagic w przestrzeni
(nastpi kolizja), kiedy, np. samolot numer tdzie znajdowal gi za samolotem

numer 2 w odlegkxi mniejszej lub réwnejd, lub tez kiedy samolot numer 1

bedzie sé znajdowat przed samolotem numer 2 w odlégjtonniejszej lub réwnej
A, co mana zapisé&w postaci warunku (dla os):

“A S <A,

Mowiac ogolnie, kolizja mée nasipi¢ w kazdej osi wtedy, kiedyr znajdzie sj
wewmtrz (lub na powierzchnician) prostopadieianu o bokacti24, x 24, x 24,

umieszczonego w pogiku uktadu wspétrgdnych (rys. 6). Zjawisko takie nosi
nazwe spotkania.
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7
=P -4
2/12[

Rys. 6. Graficzna interpretacja modeli samolot@bszaru kolizji
wedtug modelu Reicha

Prawdopodobigstwo spotkania okéa taczna @stas¢ prawdopodobigstwa
wektoréow  losowych  poleenia i pedkosci  wzglednej  samolotow

f(F,\?)E f (rx,ry,rz,vx,vy,vz). Dalsza analiza problemu wymaga ipsfacych
zalazen upraszczajcych:

1. Wspotrzdne wektorow losowych patenia i pedkosci wzgldne] g
zmiennymi losowymi niezalmymi dla kadej z osi ukladu wspétezinych,
tzn.:

P ARVARVARYA 3 N (WAYH [ N (SRV [n X (2RV9) (1)

gdzie: f,, f,, f, s gestaéciami brzegowymi.
2. Gestas¢ prawdopodobigstwa wektora losowego opigopgo potéenie punktu
jest stata wewstrz obszaru symbolizagego samolot, tzn.:

fx(r \Y,

X? UX

)=1.(0v,), dla|r] <A, )

i podobnie dla pozostatych wspddnych. To zateenie mana ttumaczy tym,
ze nie naley oczekiwd&, aby g@stas¢ prawdopodobigstwa zmieniata si
znacznie podczas zmian pgémia punktu o wielkéci poréwnywalne z
wymiarami samolotu.

3. Wspohrzdne wektoréw losowych patenia i pedkosci wzglednej @
wzajemnie niezalae, tzn.:

fx(rx’vx): fr,x(rx)l:rv,x(vx) (3)
i podobnie dla pozostatych wspdadnych.
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Zatozenia 1, 2 i 3 implikyj [12]:
f(rxiry'r V. Vy’Vz): fr,x(o)Dfr,y(o)Err,z(o)va,x(Vx)DfV,y(V )Erv,z(vz) (4)

z? 'x y
dla kazdej sytuacji, kiedy wektor losowy znajduje si na granicy lub wewsirz
obszaru kolizji.

4. Samoloty poruszajsic po prostoliniowych trasach bez wykonywania zésuw
i zwrotow. Zatem orientacja przestrzenna obszaligjkoie ulega zmianie.

5. Wszystkie samoloty majtaki sam ksztatt geometrycznyy (smodelowane przy
pomocy obszaréw przestrzeni o takich samych wyrofardla wszystkich
samolotow).

6. Nie uwzgkdnia sé manewrow korygujcych lot wynikajcych z dziatania
pilota lub innych elementéw stegajych i kontrolugcych.

Przyjecie zalaen upraszczajcych podanych w punktach 1+6 pozwala na podanie
zaleznosci na liczle kolizji (na godzig lotu) w wyniku utraty separacji poziomej
pomiedzy dwoma samolotami wykoragymi lot po g@siednich trasach [4, 8]
(rys. 7):

wy=a(@)m;(o)a{w(s)cﬁl+@ fssanaae A Zﬂ} o

gdzie:

N,, - liczba kolizji w wyniku utraty separacji poziomgomigdzy dwoma
samolotami;

S - minimalna separacja pozioma (lateralna);

P (S )5 - prawdopodobigstwo zajcia zdarzenia poleg&ego na tym,ze
pozioma separacja samolotow wykagayjch lot na gsiednich trasach
(nominalnie wynoszca S, ) bedzie rowna lub mniejszaz‘niAy;

P, (O) - prawdopodobigstwo zajcia zdarzenia poleg&ego na tym,ze
pionowa separacja samolotow wykagmyjch lot po tej samej trasie
bedzie réwna lub mniejszanid, ;

Ny(s) - czstotliwos¢ mijania s¢ samolotow wykonuicych lot na ssiednich
trasach i w tym samym kierunku;

Ny(o) - czstotliwos¢ mijania s¢ samolotéw wykonujcych lot na gsiednich

trasach i w przeciwnych kierunkach;

(s) - predkaos¢ wzgledna samolotow wykonggych lot w tym samym

kierunku (sktadowa gdkosci w 0six);

V,

rx

® Ang. lateral overlap probability
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X(0) - predkos¢ wzgledna samolotéw wykonagych lot w przeciwnych
kierunkach (sktadowa pakosci w 0six);

<

Vy - skladoway predkasci wzglednej samolotéw;
Vv, - skladowaz predkosci wzglednej samolotow;
A, - dhugai¢ samolotu;
A, - szeroké¢ samolotu;
A, - wysoka¢ samolotu.
Trasa 1
N
-
v
z Trasa 2
el
X
Rys. 7. Graficzna interpretacja kolizji samolotéw
3. MODELOWANIE FUNKCJI G ESTOSCI ROZKLADU

PRAWDOPODOBIENSTWA LATERALNEGO (BOCZNEGO)
NAKELADANIA SI E TRAS SAMOLOTOW

Prawdopodobienstwo lateralnego naktadania si tras samolotow

Prawdopodobigstwo lateralnego (bocznego) naktadania tsas samolotéw jest
krytycznym parametrem z punktu widzenia szacowayegka Kolizji samolotéw
wykonujgcych loty na réwnolegtych trasach. Prawdopodadtiwo to mae by
szacowane na podstawie funkcjestpsci prawdopodobigstwa bédu pozycji
samolotéw odbywagych loty na analizowanych trasach [8, 10].
Wzajemne usytuowanie samolotow wykagyjch lot na tej samej wysoka po
sasiednich trasach, w przestrzeni powietrznej sppiog warunki RNPR-RNAV,
schematycznie przedstawiono na rys. 8, na ktérym:
R - oznacza parametr RNP olisacy maksymalny lid TSE systemu, ktéry
nie maze by przekroczony przez 95% czasu trwania lotu;
d - szeroké¢ bufora oddzielaicego dwa sgsiednie obszary ograniczone
(d=0);
S,=4R+d - zakladana separacja pozioma pgiry trasami lotu.
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Granica obszaru ograniczonego

Rys. 8. Uktad réwnolegtych tras samolotow wykeoyth lot na tej samej
wysokdci w przestrzeni RNP RNAV

Dla przedstawionego usytuowania samolotow funkcje ¢stagci
prawdopodobigstwa  bkdéw  pozycji na ssiednich trasach oraz
prawdopodobigstwo naktadania sisgsiednich tras lotdw mma przedstawi jak
narys. 9 [8].

Ggstos¢ prawdopodobienstwa Ggstos¢ prawdopodobienstwa

bigdu bledu

A A

) fix-S)
2,
o g
< 5 >

Trasa 1 Trasa 2

Rys. 9. Graficzna interpretacja prawdopodotsieva naktadania gisgsiednich
tras lotow

Zgodnie z rysunkiem 9 oraz zaemiami modelu Reicha kolizji samolotéw,
zaleznos¢ na prawdopodobisstwo bocznej kolizji samolotéw wykorggych lot na
sasiednich trasach memy zapisaw postaci [3, 8, 9, 10]:

Sy+4y

P(s,)= [c(2)z ©6)
Sy—/ly
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gdzie:
S, - zakiadana separacja pozioma pginy trasami;
)Iy - przecetna szerok& (rozpktosc skrzydet) samolotu;
oraz:
C(z)= j f(x) f(x - z)dx ()

oznacza ¢stas¢ prawdopodobigstwa naktadania sitras samolotéw, natomiast
f(x) [ f(x— z) oznaczgj funkcje gstasci prawdopodobigstwa zmiennegj
losowejX bedacej bkdem pozycji samolotow na rownolegtych trasach.

Jezeli f(x) jest funkcy gestasci prawdopodobigstwa zmiennej losowejX
bedacej bkdem pozycji samolotu, natomiaEt(x) jej dystrybuarg, to z uwagi na
wymagania przestrzeni powietrznej typu RNP RNAVaogmetrzeR musz by¢
spetnione nagpujace wymagania:

F(x)= | (x)ox )8
F(R)- F(—_T?):1— 005 9)
F(2R)-F(-2R)=1-y, (10)

Fle)= [ Fx)ex=1 1)

gdzie y, =10°/godzlotu oznacza prawdopodobistwo zdarzenia poleggjego
na tym,ze w chgu godziny w wyniku ldnego dziatania systemu nawigacyjnego
samolot zboczy z wyznaczonej trasy cegj niz 2R i zaloga nie zostanie o tym
fakcie ostrzeona.
Wymagania okrédone zalénosciami (9) i (10) mana rownie zapisg w postaci:
R
j f (x)dx = 095 (12)
-R
2R
j f(x)dx=1-y, (13)
-2R
Zaleznosci (9) i (12) zwazane g z wymaganiem na doktadftosystemu nawigacii,
tj. 95% czasu lotu z blem TSE nie wikszym ni parametiR.
Niech funkcja gstdsci prawdopodobigstwa f(x) bfedu pozycji samolotu na
zaktadanej trasie posiada remtjace wiasnéci (rys. 10):
() Posiada jedno maksimum znajgeg s¢ w punkcieX =0;
(i) Jest parzysta, tznf (x) = f (- x);
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(iii) Jest silnie skoncentrowana w rejonie tzudri® rozktadu, tzn.:

K
.[f(x)dx 01 oraz .[f(x)dx <<1 (14)
-K K]

(iv) Jest monotonicznie malgia w obszarze tzw. ogohaozkiadu, tzn. dla

X>K

W8

|
! 1 >
K 9 K X

Rys. 10. Zaktenia na postafunkciji gestasci prawdopodobigstwa bedu X

Podstawiajc (7) do (6) i korzystap z twierdzenia o warfci sredniej calki
oznaczonej [2] oraz pagtajac 0 wkasnéci (2) mazemy zapiséa[8]:
Sy+4y

J' J' Df X= z)d>dz 2/1] x Sy)dx (15)

Oznaczajc calle mew’:a;uwa w wyrazeniu (15) przezC(Sy) i pamktajac, ze
funkcije f(x) [ f(x—Sy) s3 symetryczne oraz korzysigj z whasnéci (iii)
mozemy dalej zapisa

® Ang. core region

" Ang. tail
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cls)= 2f F(x) DF(S, - x)ox =

Sy

-K

=2 jf(x)Df(x—Sy)dx+Tf X)OF (x-S, Jox+ [ £(x)0F (x-S, Jx | = (16)

K

N

—00

~2j X)CF (x - S, Joix

Nast;pnle rozwijagc jedry z funkcji w wyraeniu podcatkowym w szereg Taylora
oraz korzystajc z wtasnéci (iv) otrzymujemy:

[ rborls, = T 16903 2 cr s o

= T 19 1(s,)+ 3

TK £(x) []_ s, [E1+ gwj}dx -
- (5] (e

Ostatecznie korzystgj z wkasnéci (14) otrzymuje i [8]:

P,(s,)= 44, D(S)) 118
Powyzsza zalenos¢ pokazuje,ze prawdopodobiestwo lateralnej kolizji dwoch
samolotéw odbywapych lot na ssiednich trasach moa szacowa przy
wykorzystaniu znajomizi funkcji gestasci prawdopodobigstwa f(x) btedu
pozycji samolotéw.

(17)

IN

Model funkcji g estosci prawdopodobiaistwa btedu pozycji samolotu

W pracy [8] zaproponowano model funkcgsficsci prawdopodobigstwa f(x)
bedacy kombinacj dwoch gstasci prawdopodobigstwa, jednej modelugej tzw.
jadro funkcji gstaéci i drugiej modelujcej tzw. ogon funkcji gstasci. Jako
funkcje modelujca jadro zaproponowano uogolniony rozklad Laplace’apmaast
ogon zamodelowano wykorzysigjrozktad podwdjnie wyktadniczy.

Funkcg gestasci prawdopodobikstwa f(x) bedacg kombinacy dwoch funkciji
mozna zapiséw postaci [8]:
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f(x)=[-a) o (x)+ o (x) (19)
gdzie:
a - wspotczynnik WagOW)(O <qg<< 1);
fc(x) - funkcja gstdsci prawdopodobigstwa zwhzana zgdrem funkcji f(x) ;
f, (X) - funkcja gstasci prawdopodobigstwa zwizana z ogonem funkcjf (X) .
Uogodlniony rozktad Laplace’a zostat zaproponowamnagi na maliwosé zmian
jego  ksztaltu poprzez dobdr parametru ksztaltu. kEjan geStosci

prawdopodobigstwa pdra w postaci uogdélnionego rozkladu Laplace’a dgash
zaleznoscia:

-1 _|X
flx)= 2abr" (b) X a (20)
gdzie:
a - parametr skal(a > O);
b - parametr ksztalt{b > 0);
F(b) - funkcja Gamma dana wzorem:
r(b)= [t fexp(~t)dt (21)
0

Ksztatt uogolnionego rozktadu Lapalce’a zmienia \sraz ze zmias parametru
ksztattu b. Dla b=1 réwnanie (20) przyjmuje postarozktadu podwojnie
wyktadniczego, natomiast dld =05 przyjmuje postéa rozktadu normalnego
(Gaussa). Na rys. 11 przedstawiono zmiany ksztaibgolnionego rozkiadu
Lapalce’a w zalenosci od wartdci parametrub, przy zataeniu parametru skali
a=1. Rozktad podwojnie wyktadniczy modeday ogon funkcji gstaici
prawdopodobigstwa f(x) bfedu pozycji dany jest zataoscia:

f,(x) = % eXﬁ{?) 22]

gdzie: A - parametr skali.

W pracach [9, 10] zostalo udowodnions, przy przygciu rozktadu Gaussa do
modelowania gdra funkcji gstosci f(x), aby spetd wymagania (12) i (13)
wspotczynnik wagowy funkcji gstasci jadra (1—0') musi by wiekszy od 1, co
stoi w sprzeczrii z zal@eniem (O<a<<1). Biorac powyzsze pod uwag

wspotczynnik ksztatt powinien spetnié nieréwnaé:
b<05
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Rys. 11. Zalanasé ksztattu uogdlnionego rozktadu Laplace’a od znvientosci
parametrub dlaa=1

Dla przygtych zalgen, znalezienie funkcji e¢ptasci prawdopodobigstwa
lateralnej kolizji samolotéw sprowadza slo znalezienia postaci funkcjestasci
prawdopodobigstwa f(x) bledu pozycji samolotu. Modelyg te funkcje przy
pomocy uogolnionego rozktadu Laplace’a (dldra funkcji) i rozktadu podwajnie
wyktadniczego (dla ogona funkcji) zagadnienie s@dga s do znalezienia
wartcsci parametrow tych rozktadow, dla ktorych spetniose jednoczénie
rownania okrgone wyraeniami (9) i (10). Dla rozktadow Laplace’a i podwig
wyktadniczego tych parametrow jest cztery:

f(x)= f(§ab,A,0) (23)

Poniewa réwnai, ktdre musg by¢ spetnione jest dwa, zatem parametry te nie
mog by¢ okreslone w sposob unikalny. Nadg zatem poszukiwatakich wartdci
parametréw, dla ktérych prawdopodaisevo lateralnej kolizji jest maksymailne.

Zapiszmy funkaj gestasci prawdopodobiistwa f(x) dlax=3:
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f(s,)=@-a)x(s,)+ax(s) (24)
Zgodnie z przytymi zata@zeniami (fC(Sy)<< f, (Sy) dla S, = 2R) mazemy
zapis& zaleznos¢ na prawdopodobfestwo lateralnej kolizji w postaci:
P(8,)=40, 0A(S, )= 40, @ ¥, (8 (25)

Dla przygtego modelu ogona funkcjiggtasci prawdopodobigstwa wyraenie to
przyjmuje posté&

p(s )= g =S (26)
YR 21 A
Osigga ono warté& maksymalg ze wzgédu naA , kiedy:
oP,(S,)
AN 7Y ! (27)
0/

Co jest spetnione, gdyl = Sy i wtedy warté¢ maksymalna prawdopodoliswa

kolizji lateralnej wynosi:
) 20,1

P(s :—Syy 9 e (28)

y\Ty
Z wyrazenia (26) widd, ze prawdopodobisstwo lateralnej kolizji wzrasta
monotonicznie wraz ze wzrostem w przypadku, gdya jest niezaléne od A .
Jednake w rozpatrywanym przypadkua jest funkcp A, co zostanie
przedstawione w dalszej@zi rozdziatu.

Rownania podane zadeosciami (9) i (10) dla funkcji gstcci
prawdopodobigstwa kedacej kombinagj rozkladéw mana zapisaw postaci:
(l1-a)a,,+a0,,=1-005 (29)
(l_a)l:lc,2+a|:|t,2:1_y2 (30)
gdzie:
mR
lem= [ f(Jdx  (m=12) (31)
-mR
mR
L = [ f(x) (m=12) (32)

-mR
Dla modelu bdacego kombinag uogdlnionego rozktadu Laplace’a i rozktadu
podwdijnie wyktadniczego otrzymujemy odpowiednio:
-mR

l,=1-e’ (33)

I=nj'R 1 expg —

om 3 2abr(b) X (34)
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Wprowadmy nas¢pujace oznaczenia:

x=k [R (35)
a=k, [R (36)
A=k R (37)

gdzie k., k, oraz k s odpowiednio unormowanymi: ¢dem pozycji,
parametrem skali uogélnionego rozktadu Laplacefsiametrem skali rozktadu
podwdjnie wyktadniczego. Uwzgliniajac te oznaczenia, otrzymujemy:

-m

I, =1-e" (38)
1
K, [o

exp - I-=
K

dk (39)

X

a

_[_1
em = Im 2k br (b)

Wprowadzajc unormowane wspotczynniki, problem wyznaczeni&éjirgestosci
prawdopodobigstwa bedu pozycji sprowadzagsilo wyznaczenia parametroky,

b,k ia.

Przyktad obliczen parametréw funkcji gestosci prawdopodobieistwa biedu
pozycji samolotu

Eliminujac a z réwna (29) i (30) uzyskuje ginas¢pujace rownanie:

e(w){uc,z—1+eﬂcbcl—(1—oos]—hc,z—(1—%)1zﬁlu—1+e?]:o 0

Natomiast przeksztalcgj rownanie (29) uzyskujeeskaleznosé naa w postaci:
_1,,—-(1-005)

albk)="2 =20
|c'1—[1—ek' }

W celu wyznaczenia poszukiwanych parametréwayatajpierw, dla zaktadanych
wartdsci Kk z réwnania (40) wyznaczy ka(b), nastpnie z réwnania (41)

(41)

wyznaczy a(b, kl). Rozwigzaniami mog by¢ tylko te wartdci a, ktére
spetniag warunek O < a <1. Ostatecznie, do zbioru poszukiwanych parametréw
mog naleet tylko te, dla ktérych prawdopodohigtwo Py(Sy) oshga
maksimum.

Na rys. 12 przedstawiono przyktad przebiegu funkegjieslonej rownaniem (40)

dlab =01 orazk, :%:4'
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G(kab,ky)

Rys. 12. Postafunkcji G(ka,b,k,) z zaznaczonymi riwvymi rozwigzaniamik,
dla danychb=01i k =4

Rozwigzujgc numerycznie (przy wykorzystaniu pakietu MATHCADjwnanie
(40) otrzymujemy doktadne wadd pierwiastkbw rownania, ktore wynasz

k,, =1,05588 i k,, =586253 Za ostateczne rozy@anie réwnania naly

przyja¢ ten z pierwiastkow, dla ktérego wspoétczynnik wagow wyznaczony z
zaleznosci (41) znajduje siw przedziale (0,1). Pierwiastkiem speta@jm podane
zalazenia jestk,,, dla ktc’)regoa(b =0Lk = 4) =7,53617010°, w poréwnaniu

z k,,, dia ktéregoa(b = 01;k, = 4)=1,28557.

a(b,ky)

log(a(b.kp)

! -

b=0,40275 } -0 Y b=0,40275 .
|
|

-10 . L L 1510 L L L
0 0.1 02 03 04 0.5 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

b b

Rys. 13. Mdiwe wartaici @ spetniajce nieréwnéé 0 < a <l dla k =4
Na rys. 13 przedstawiono rozwania rownania (41) w postad = a(b, kl) dla
k =4 oraz dlab zmieniajcego st w przedziale< 0,05;0,5}. Jak wid@ na

rysunku wartéci @ spetniaj warunek O<a <1, gdy b oshkga warté¢ z
przedziatu od 0 do ok. 0,40 + 0,45. Dokladne olglita numeryczne pokaaljze
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warunek ten jest spetniony dla waxddb b spetniagcych nieréwnéé
0<b<0,40275 Dla b= 05, parametr wagowyr <0, co potwierdzaze przy
przyjetych zatgeniach niemgliwe jest zamodelowanieadira funkcji gstaici
f(x) przy pomocy rozktadu Gaussa, ktérego piygek wspomniano poprzednio,
uogolniony rozktad Laplace’a przyjmuje, gihy= 05.

Na rys. 14 pokazano przyktady wykresow funkgjstgsci prawdopodobigstwa
f(x) btedu pozycji samolotu i jej dystrybuanE (x) (dokfadnie — rénic:
1—F(x)) , wykreslone dla czterech waroi parametrub oraz dla k =4.

Natomiast na rys. 15 przedstawiono te wykresy dlehtsamych warkei
parametrub i k; =5.

log(fx))

log(1-F(x))

Rys. 14. Wykresy funkcisgtasci prawdopodobigstwa f(x) i jej dystrybuanty dla
k =4 i czterech wartéci parametrub

log(flx))
log(1-F(x))

Rys. 15. Wykresy funkcjggiasci prawdopodobigstwa f(x) i jej dystrybuanty
dla k; =5 i czterech wartéci parametrub
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Szacowanie wartéci maksymalnej prawdopodobigistwa lateralnego
naktadania sk tras

Dokonupc przeksztalag rownania (30) mzemy zapisad zalenos¢ na a
w postaci:

1-y, -1
a - y2 C,2 (42)
It,2 - Ic,z
gdzie:
lop =1=2] £, (x)clx (43)
2R
I =1- 2_[ f (X)dX (44)
2R
Podstawiajc (43) i (44) do (42), otrzymujemy:
Y, =2 '[ f_(x)dx
a= 2R (45)

2{ T f, (x)dx — T f (x)dx]

2R 2R

Wspotczynnik wagowyar staje st funkcja A, niezaleng od b w przypadku, gdy

J' fc(x)dx jest pomijalnie mate w poréwnaniu jz, oraz z J' f, (x)dx. Sytuacja
2R 2R

taka ma miejsce, kiedx > 2R , dla ktérego fc(x) << f, (x) W takim przypadku
mozna zapisé zalenos¢ na wspotczynnik wagowya (oznaczmy god,) w

postaci:

Vo

Q=" (46)
Zj f,(x)dx
2R

Podstawiajc do (46) zalenos¢ na rozklad podwdjnie wyktadniczy, otrzymujemy:
2R

a =y, @) j47

Wstawiajc zalenos¢ na wspotczynnik wagowya, (47) do (26)
otrzymujemy:



68 Jerzy Lewitowicz, Krzysztof Sajda

S,-2R
@_[ A j
(s )=21, B — (@)
A
Osigga ono warté& maksymalg ze wzgédu naA , kiedy:
op,(s,)
———==0 149

04
Co jest spetione, gdyl =S, —2R (zaktadamy S, =4R) i wtedy wartd¢

maksymalna prawdopodoligtwa kolizji lateralnej dla modelowania ogona
funkcji gestaéci prawdopodobikstwa rozktadem podwojnie wykladniczym

P, (S )DE Wynosi:

y

p(s,). =24, & (50)

4. PODSUMOWANIE

Jednym z bardzo waych zagadnie ze wzgédu na bezpieczstwo lotu, scisle
powigzanym z nawigagj jest problem ryzyka wysgpienia kolizji w przestrzeni
powietrznej, poniewanastpstwem kadej pojedynczej kolizji $ dwie katastrofy.
W pracy zaprezentowano wymagania, jakie nektadane na elementy bioe
udziat w procesie kontroli ruchu powietrznego, dema réwnig na systemy
nawigacyjne, spetniage warunki RNP RNAV oraz przybbno model Reicha
pozwalajcy na szacowanie ryzyka wyptenia kolizji samolotow. Ponadto
przedstawiono model funkcji egtasci prawdopodobigstwa bkdu pozycji
samolotu bdacy kombinacy uogdlnionego rozkladu Laplace’a oraz rozkladu
podwajnie wyktadniczego.
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