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STRESZCZENIE
W artykule przedstawiono metody optymalizacji wielokryterialnej statycznej oparte na zbiorze punktow Pareto
optymalnych w przestrzeni wariantow. Dokonano porownania tych metod na przykladzie dwukryterialnej

optymalizacji kursu statku.

SUMMARY

The article presents methods of static multicriteria optimization based on the collection of optimal Pareto points
in the space of variants. A comparison of these methods was made on the example of a bi-criteria optimization

of the ship's course.
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WSTEP

Optymalizacja wielokryterialna stanowi najbardziej naturalng metod¢ wnioskowania,
polegajaca na wyznaczeniu optymalnego rozwigzania, akceptowalnego z punktu widzenia
zatozonych kryteriow. Zadanie optymalizacji wielokryterialnej polega na znalezieniu takiego
wektora zmiennych decyzyjnych:

X=[X1, X2, . s Xiy +..n Xn], 1=1,2, ..., N (1)
spelniajacego pewne ograniczenia nierownosciowe i rownosciowe zmiennych. decyzyjnych:

g;(x)<0, j=1,2, ..., J (2)

hi(x)=0, I=1,2, ..., L (3)
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ktory optymalizuje wektor funkcji celu decyzyjnego jako wskaznika jako$ci sterowania:

F(x) = YK_ F(x),k=1,2, ....K (4)

Optymalizacja wielokryterialna wystepuje w  wielu roznych dziedzinach:
w projektowaniu produktu 1 procesu produkcji, finanséw, projektowaniu statkow,
samochodow i samolotow, w przemysle chemicznym - wszedzie tam, gdzie optymalne
decyzje musza by¢ podjete w obecnosci kompromiséw pomiedzy dwoma lub wigcej
sprzecznymi celami (Ameljanczyk, 1986; Ehrgott, 2005). Przykladem wielokryterialnej
optymalizacji jest maksymalizacja zyskow 1 minimalizacja kosztow produktu,
maksymalizacja wydajnosci przy ograniczaniu zuzycia paliwa pojazdu, czy tez obnizenie
masy urzadzenia przy jednoczesnej maksymalizacji wytrzymato$ci poszczeg6élnych jego
komponentow (Galas, 1987; Steuer, 1986). Przy realizacji tych wymagan wystepuja
najczesdciej sprzeczno$ci, to znaczy w danej przestrzeni zmiennych decyzyjnych
X poszczegoOlne kryteria nie moga jednoczesnie osiggnaé swoich wartosci ekstremalnych.
Woéwezas méwimy, ze zachodzi potrzeba znalezienia rozwigzania kompromisowego,
to jest takiego zbioru zmiennych decyzyjnych, ktory mozliwie najlepiej spetnia wymagania

okreslone przez wskaznik jakosci jako funkcje jakosci sterowania F(X).

1. ZBIOR PUNKTOW PARETO OPTYMALNYCH W PRZESTRZENI
WARIANTOW

Znana od dawna zasada 80/20 glosi, ze 80% wynikow wyptywa tylko z 20%
przyczyn, inaczej mowiac skromniejszymi srodkami 1 mniejszym wysitkiem mozna osiaggnac
wigksze efekty. Rozwinigcia tej zasady dokonal w roku 1897 wtoski ekonomista Vilfred
Pareto. Definicje zbioru punktow Pareto optymalnych w przestrzeni wariantow mozna
wyrazi¢ nastepujaco: ,,Dany wariant jest Pareto optymalny jezeli zadna z jego ocen nie moze
by¢ poprawiona bez pogorszenia co najmniej jednej z pozostatych”.

Zbior niezdominowanych rozwigzan z catej dopuszczalnej przestrzeni poszukiwan
nazywa si¢ zbiorem optymalnym w sensie Pareto, a rozwigzania te tworza tzw. front Pareto,
arozwigzania z tego zbioru nie sg zdominowane przez zadne inne wigc W tym sensie
sg optymalnymi rozwigzaniami dla problemu optymalizacji wielokryterialnej. Poniewaz
warianty dopuszczalne nie begdace Pareto optymalne mozna poprawi¢ dla wszystkich
kryteridow, to wprowadzenie pojecia Pareto optymalnego zredukowato zagadnienie ustalenia

rozwigzania zadania z wieloma kryteriami do wyboru punktu z tego zbioru (Ehrgott, 2002).
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Jako przyktad wybrano zadanie wielokryterialnej optymalizacji kursu statku

ze wzgledu na dwa kryteria (Lisowski, 2017):

Rys. 1.

doktadnosci  utrzymania zadanego kursu Fi(Ay), mierzonej wiclkoscig
tzw. myszkowania ruchu statku Ay wzdluz zadanego kursu, powodujacego
wydtuzenie drogi statku do portu przeznaczenia;

kosztu sterowania F,(o), mierzonego dodatkowym zuzyciem paliwa zwigzanym
z wydhuzeniem drogi statku przez jego myszkowanie oraz powstawaniem sity oporu
na ptetwie sterowej podczas wychylen steru o, powodujacej spadek predkosci statku

I przedhuzenie czasu rejsu (Rysunek 1).

AFZ /’__"*__\

koszt sterowania

zbior ~.
rozwigzan T~
dopuszczalnych N

front
Pareto optymalny

doktadnos¢ sterowania

Front Pareto jako zbidr rozwigzan niezdominowanych przy optymalizacji

dwukryterialnej wskaznikoéw jakosci F; i F, procesu sterowania statkiem na zadanym kursie.
Zrédto: Opracowanie wiasne.

Pozostaje jednak pytanie, czy potrafimy jednoznacznie stwierdzi¢, ktory punkt Pareto

optymalny jest najlepszy. Nad odpowiedzig na to pytanie przez wiele lat pracowali

filozofowie i praktycy (Biataszewski, 2007; Eshenauer, 1990; Galas, 1988; Kaliszewski,

2008).

Mozna wyr6zni¢ nastgpujace metody rozwigzania tego zadania:

zasada utylitaryzmu Benthama,;
zasada sprawiedliwo$ci Rawlsa;
punkt odniesienia Salukvadze;

metoda sum wazonych;
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— metoda e—ograniczen;

— metoda programowania celowego (Kauf, 2017; Ptonka, 2017; Roy, 1990).

2. ZASADA UTYLITARYZMU BENTHAMA

Pod koniec XVIII wieku angielski filozof 1 ekonomista Jeremy Bentham sformutowat
nastepujaca zasade utylitarystyczng: ,Najwicksza uzyteczno$§¢ dla najwigkszej liczby
kryteriow”. Postuzenie si¢ zasada J. Benthama pozwala przyjac¢ jako kryterium wyboru sume

Kryteriow czgstkowych (rysunek 2).

\
i

koszt sterowania >
-
(3]
~

Fi1+F2=min /

dokladnos$¢ sterowania

Rys. 2. Suma kryteriow czastkowych wedtug J. Benthama i rozwigzanie optymalne na froncie
Pareto
Zroédto: Opracowanie wiasne.

Od zasady réwnej warto$ci mozna odejs¢ przypisujac wskaznikom jakosci stosowne

wspotczynniki wagi, ale problemem pozostaje okreslenie ich wartosci.

3. ZASADA SPRAWIEDLIWOSCI RAWLSA

W 1971 roku amerykanski filozof John Rawls sformutlowal nastepujaca zasade
sprawiedliwosci: ,,Najmniejsza uzytecznos¢, najwigksza jak tylko to mozliwe”. Na rysunku
3 przedstawiono zasad¢ maksy-minimalizacji J. Rawlsa.

Wyznaczenie rozwigzania sprawiedliwego wedlug J. Rawlsa jest zagadnieniem
trudniejszym niz znalezienie rozwigzania w sytuacji postugiwania si¢ jako agregujacym

kryterium wyboru wazonej sumy.
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Rys. 3. Maksy-minimalizacja kryteriow czastkowych wedtug J. Rawlsa i rozwigzanie
optymalne na froncie Pareto
Zrédto: Opracowanie wiasne.

4. PUNKT ODNIESIENIA SALUKVADZE

W 1971 roku gruzinski automatyk Mindia E. Salukvadze zaproponowal podejscie
oparte na pojeciu punktu odniesienia: ,,W zbiorze Pareto poszukuje si¢ punktu najblizszego
w stosunku do punktu odniesienia”. W zbiorze Pareto poszukuje si¢ punktu najblizszego

w stosunku do punktu odniesienia (Rysunek 4).

AFZ /——-"‘-..\

koszt sterowania

(Fy,F2)=min

punkt
odniesienia

doktadnos¢ sterowania

Rys. 4. Podejscie wykorzystujgce punkt odniesienia wedtug M. E. Salukvadze i rozwigzanie
optymalne na froncie Pareto
Zrodto: Opracowanie wlasne.
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Salukvadze zaproponowal jako punkt odniesienia, punkt przecigcia stycznych

do zbioru dopuszczalnych rozwigzan.

5. METODA SUM WAZONYCH BENSONA

W metodzie amerykanskiego informatyka Harrolda Phillipa Bensona, opisanej w 1988
roku, wykorzystuje si¢ metryke odlegtosci badanego rozwigzania od rozwigzania idealnego
spelniajacego wszystkie kryteria. Minimalizacja odlegto$ci pomigdzy rozwigzaniem idealnym
i badanym pozwala znalez¢ najlepsze rozwigzanie nalezace do zbioru rozwigzan
dopuszczalnych.

Interpretacj¢ graficzng tej metody stanowi poszukiwanie stycznej do zbioru
dopuszczalnego, nachylonej pod katem okreslonym przez wspdtczynniki wagi w. Wektor
W utworzony ze wspotczynnikow W jest prostopadly do poszukiwanej stycznej, a rozwigzanie

stanowig punkty wspolne brzegu zbioru i stycznej (Rysunek 5).

AFZ /'—“"-.___
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w) F1+w;yFo=min

doktadno$¢ sterowania

Rys. 5. Metoda sum wazonych i rozwigzanie optymalne na froncie Pareto
Zrodto: Opracowanie wlhasne.

6. METODA e—~OGRANICZEN HAIMESA

Metoda opracowana przez Haimesa w 1971 roku, polega na wybraniu jednej z funkcji
kryterialnych jako funkcji celu 1 utworzenie ograniczen z pozostalych funkcji kryterialnych.
Dokonuje si¢ wyboru najwazniejszego kryterium przeznaczonego do optymalizacji,
przy zatozeniu, ze warto$ci pozostalych kryteridw speiniag minimalne zatozone wymagania

(Rysunek 6).
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Rys. 6. Metoda e-ograniczen i rozwigzanie optymalne na froncie Pareto
Zrédto: Opracowanie wiasne.

7. METODA PROGRAMOWANIA CELOWEGO
Metoda programowania celowego polega na zastgpieniu zadania wielokryterialnego
zadaniem w postaci:
minF =mina
X
Fy(x)-wa£c,
Fz(x)- w,a £¢, (5)

Fy (x) wagcy
gdzie:
(€1, Ca,..., Ck) — wspllrzedne punktu C okreslajacego cel poszukiwan,
(W1, Wa,..., Wk) — wspotrzedne wektora W okreslajacego kierunek poszukiwan.
Woéwcezas zadanie zostaje sprowadzone do poszukiwania punktu C ze zbioru rozwigzan
dopuszczalnych, w ktorym wartosci kryteriow sg najblizsze pewnym idealnym warto§ciom
okre$lonym przez wspotrzedne (Cy, Cy, ..., Ck).
Poszukiwania optimum sg prowadzone w przestrzeni Kryteriow, zaczynajac od punktu C

w kierunku okreslonym przez wektor W. Rozwigzanie stanowi punkt prostokata o bokach
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rownolegtych do osi uktadu, lewym dolnym rogu w punkcie C i przekatnej rownolegtej

do wektora W (Rysunek 7).
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Rys. 7. Metoda programowania celowego 1 rozwigzanie optymalne S na froncie Pareto
Zrédto: Opracowanie wiasne.

Wartosci wspotrzednych punktu C(cq.C2) pochodza od osoby podejmujacej arbitralng
decyzje. Wybdr sktadowych wektora W(wi,W;) decyduje o waznosci poszczegdlnych
kryteridow optymalizacji.

8. PODSUMOWANIE

Przedstawione metody optymalizacji wielokryterialnej statycznej stanowia najszerzej
opisang czg¢s¢ wszystkich metod optymalizacji wielokryterialnej. Roznice w wartosci
wyznaczonego optimum najbardziej zaleza od ksztaltu frontu Pareto konkretnego zadania

optymalizaciji.
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