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Transmitancja operatorowa modelu Nasha

W niniejszej pracy podjeto prébe pre-
cyzyjniejszego niz zwykle, spotykanego w
literaturze matematycznego uzasadnienia
pewnych formul uzywanych w modelach
typu opad — odplyw (Kordas 1974). Dla
danej zlewni wyprowadzono rGéwnanie
rézniczkowe opisujace zalezno$¢ natezenia
odptywu Q(z) od natezenia opadu P(t) oraz
retencji zlewni S(¢) przy zalozemu ze fun-
kcje Q(), P(t), S(t) sa klasy cl, Nastepnie
z tegoz rOéwnania wyprowadzono wzor
okreSlajacy transmitancje operatorowa dla
liniowego modelu Nasha (Nash 1958) w
postaci kaskady n zbiornik6w.

1. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
P(1) — funkcja natezenia opadu [cm-h™ ]
O(t)— funkcja natezenia odptywu [cm-h™ ]
S(t) — retencja zlewni [cm].

Zaldzmy, ze funkcje P(1), O(t), S() sa
klasy C! na przedziale (0, + o ).

Naszym celem jest wyprowadzenie
rownania rézniczkowego opisujacego za-
lezno§¢ miedzy P(r) i Q(r). W tym celu
zal6zmy, ze t > 0. Zat6zmy dalej, ze At € R
orazt + At > 0.

Rozwazmy przypadek, gdy At > 0
(rozwazania w przypadku, gdy Az < 0 sa
analogiczne).

Poniewaz z zalozenia funkcje P’(?) i
Q' (¢) sa ciagle na przedziale < f, t+At >,

zatem

dM>0 Vie<nt+At> [P (1)<
<MAIQ ()I<M]

Z réwnania ciaglosci dla danej zlewni
mamy nastepujacq réwnosc:

+ At + At
f: P(t) dt - : o) drt=

= 5(¢t + Ar) - S(@@) (1)
Ze wzoru Taylora wynika, ze

Vte (t,t+At) AN, &€ (1,1)
[PO)=P(H)+P () (T1—1) A
AQM)=00+0Q'(&)-1)]

Zatem ré6wno$¢ (1) jest rtOwnowazna na-
stepujacej:

+ At
J: [P(1)+ P'(My) (t— )] dT—
+ At
- J: (00 +Q'¢) (t-D)di=

= 8@t +Ar) - S(1)

stad:
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P At— Q@) At +

+A
TV Pmy @-na-
4

+ At
—ft 0'&) (- dr=

= S(t +Ar) - S(2)
stad:
\P(2) At — Q(2) At — [S(t + A1) = S(D]I <

+ A1
< f 1P Ml +1QEN (T — D) di<
t

+ At
<2Mf (tT-tdt=
t

=2M[% (1—1)21::+At=M(At)2

Dzielac obie strony ostatniej nieréwno-
§ci przez At, otrzymujemy:

S+ Ar) — S(2)

,P(t) -0 - A7 < MAt
.. lim _
Poniewaz A1—0 MA:=0
oraz
lim S(t+A)-S@) _ds
At—0 At =50 = dt @
zatem
lim ey SE+AD =S ) _
Page [P(t) () A J_

= P()- 00 -2 () =0
Stad:

P(H-0@)= % ®» dat>0 (2

Dla modelu liniowego zlewni przyjmu-
jemy nastepujace zatozenie:

kQ=S 3)
gdzie k — stata retencji dla danej zlewni.

Opierajac si¢ na pOWYyZszym zalozeniu
ze wzoru (2), otrzymujemy:

.Y
PO - Q0 =k 37 ()

stad

 ,__1 1 4
L O=-700+ PO dar>0 &)

2. Zalezno$é miedzy chwilowym hydrogra-
mem jednostkowym IUH [oznaczmy jego
rzedna w chwili t przez U(0,7)] oraz T—hy-
drogramem jednostkowym TUH [oznacz-
my jego rzedna w chwili ¢ przez U(T1)] jest
nastepujaca:

U0, t) = imU(T, 1)

-0 dla kazdego t> 0

Zatem IUH jest hydrogramem odptywu,
ktéry jest reakcja na chwilowy opad (w
chwili = 0) o wysokoS$ci 4 = 1 cm, tzn. P(?)
= §o(1), gdzie dy(t) oznacza dystrybucje
Diraca [ < 8y, @ > = ¢ (0) w szczegblnosci
<9y I>=1].

Rozwazmy liniowy model Nasha zbu-
dowany w postaci kaskady n zbiornikoéw
liniowych.

Niech Q,(f) oznacza odplyw z i-tego
zbiornika spowodowany chwilowym opa-
dem P(t) w chwili 1 = 0 o wysokoSci h =1
cm, tzn. P(t) = & O(I).

Niech L oznacza operator Laplace’a
tzn.:

L{AA(s)= I:f(r) e 'dr

dla zespolonej liczby s i spetniajacej pewne
warunki funkcji f (Leitner 1990).
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LEMAT.

1
(s)=L [Q; = .
469 =LIQ 01O = 7 5
dlai=1,2,...,n
W szczegdblnosci
_ 1
4n(8) =L [Q, 0] (5) = TR

Dowd6d wzoru (5) przeprowadzimy me-
toda indukcji. Skorzystamy z nastepujacej
wlasnoSci operatora Laplace’a L:

Lf @1 0)=L [g’fm] ()=

=sLLf(1)] (s) - RO)

1° Dowéd dla pierwszego zbiornika,
tzn. i=1.

Poniewaz opad P(t) jest chwilowy o
wysokosci 1 cm w chwili ¢ = 0, zatem P, (¢)
=50(t)0raz<P1, 1 >=<80, 1>=1.

Gdy P(t) = P{(t) = d((1), to réwnanie (4)
przyjmuje nastgpujaca postac:

(6)

1 1
2 O+t C10=1 dg () )

W celu rozwiazania réwnania (7) roz-
wigzujemy najpierw réwnanie rézniczko-

we: ‘fl—f 0+ %X(t) =0 z warunkiem po-

czatkowym X(0) = 716- . Latwo sprawdzic, ze
szukane rozwigzanie jeist funkcja okre§lona

1 -t
wzorem: X(£)= —e k¥, t>0.

k
Wiedzac, Ze pochodna dystrybucyjna
funkcji Heaviside’a H(f) jest dystrybucja
Diracz} [H’(r) = §;] latwo sprawdzié, ze
cja:

01() = H®) X() = H) € ¥

t>0 P

jest rozwiazaniem réwnania (7) (Schwartz
1984). H(r) oznacza funkcje Heaviside’ a.
Zauwazmy, ze

Y
lim ;H(t)e k —

t—0+

1
k

Zatem mozemy przyjaé, ze Q(0) = % :
Latwo sprawdzi¢, ze

1
LIQ] (5) = L{% H(t)e k 'J -

11
1 ks+1

k

Zatem wz6r (5) z tezy lematu jest pra-
wdziwy dlai=1.

1
k
§

2" Zat6zmy, ze 0 < i < n, i jest liczba
naturalna.
Wykazemy, ze jeSli
1
P S - ————
q; 1() (kS+1)l—l

to
1

(ks + 1)}

q;(5)= ®

Dowd6d implikacji (8).
Zal6zmy, ze
1

Qi—l(s)=W

)
Z konstrukcji liniowego modelu Nasha
wynika, ze:

do;

1 1
-dT(t)=—EQi(t)+EQi-1

oniewaz Pi (t) = Qi -1 (t) oraz Qi (O) =1).
Stad:
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dQ;
L[Q;_11=kL [’E‘} + L[]

Zatem postugujac si¢ wzorem (6), otrzy-
mujemy:

q;_ 1 (5) = ksq; (s) — kQ; (0) +¢; (5)

stad

_4i-1 ()
%= s +1)

Korzystajac teraz z zatozenia (9), otrzy-
mujemy:
1
Gs+1)-1 1
(ks+1) (ks +1)

q; ()=

Zatem implikacja (8) jest prawdziwa.

Z 1° i 2° wynika prawdziwosc tezy Le-
matu.

3. Poniewaz L [3,] (s) = 1, zatem z punktu
2 naszych rozwazan wynika, Ze transmi-
tancja operatowa (funkcja przejécia) dla
rozwazanego modelu Nasha wyraza si¢
wzorem:

CLIGG) 1
T L&) (ks+1)

H(s)

Stad:

UO)=h@®=L"HEI®=

L1 1 .4 1
| —— ==L
[(ks+1)"} K" (s+%)"

Skorzystali§my z odpowiednich wias-
nosci transformaty Laplace’a oraz z tablic
podanych w literaturze (Leitner 1990).
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Summary

Operator transmittance for linear watershed
Nash model in the form of reservoir cascade. The
paper discusses the attempt of more strick then usually
mathematical proof of formulae used in conceptual
rainfall — runoff models.
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