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O jednomianowej wypuklosci w cN
Remarks on monomial convexity in C

Uwagi wstepne

W teorii funkcji wielu zmiennych ze-
spolonych wystgpuja szeregi potegowe
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gdzie z=(zy,...,zy) jest elementem prze-
strzeni CV, tj. n-wyrazowym ciagiem
liczb zespolonych, amje {0,1,..}dla
J = 1,..,N. Wspdlczynniki A, ..m, 3
danymi liczbami zespolonymi. Obszar Q
zlozony z tych punktéw z° € CV, dla
ktérych na pewnym otoczeniu punktu z°
szereg
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jest zbiezny jednostajnie, nazywamy ob-
szarem zbieznoSci szeregu (1). Mozna
tatwo sprawdzié, ze Q2 jest petnym ob-
szarem n- kotowym (patrz nizej). Wiado-
mo takze (por. np. Bers 1964), ze peiny
n-kotowy obszar D c CV jest obszarem
zbiezno$ci pewnego szeregu potegowe-
go wtedy 1tylko wtedy, gdy ma wiasnos¢
logarytmicznej wypuktosci. W dowodzie
tego faktu istotnym elementem jest na-
stgpujacy:

Lemat 1. Kazdy N-kotowy petny i
logarytmicznie wypukty obszar D < C"
jJest jednomianowo wypukty.
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W literaturze poswigconej podsta-
wom wielu zmiennych dowdéd lematu 1
nie uzyskat jeszcze ostatecznego ksztal-
tu. Mimo pozytywnych préb (Bers 1964,
Siciak 1973) dostepne dowody nie sa
zbyt szczeg6towe. Celem obecnej notat-
k1 jest podanie dowodu, ktéry szczegéto-
wo eksponuje konsekwencje zatozenia o
logarytmicznej wypuktosci. Nasz tekst
dedykujemy L. Bersowi, ktérego pomyst
(wstepne wykorzystanie twierdzenia
Heine-Borela) stanowi punkt wyjscia dla
przedstawionego rozumowania. Podsta-
wowe informacje o zyciu i dziatalnosci
L. Bersa mozna znaleZz¢ w artykule W.
Abikoffa (1995).

Obszary kotowe i jednomia-
nowa wypuklos¢

Zaczniemy od przypomnienia podsta-
wowych pojeé. Méwimy, ze zbiér E = CV
jest N-kolowy (wzgledem poczatku ukta-
du), jesli dla kazdego (zj,....2n) € E i
kazdego A € CN z réwnosci ANl =1
=1,...,.N wynika, ze (Ay z1,...Ay 2y) € E.

Zastepujac w powyzszym okreSleniu
réwnosci | A;| = 1 nieréwnoSciami | kj|
< lotrzymujemy definicj¢ pelnego zbio-
ru n-kotowego. Nietrudno zauwazy¢, ze
kazdy zbiér N-kolowy E jest wyznaczo-
ny przez odpowiadajacy mu diagram
Hartogsa

E«:= {(Z[,...,ZN) € D; 4= IZjI,

j=1,..N} <RV (3)

Wyrézniamy podzbiér E, < Ex zlo-
zony z punktéw, ktére maja wszystkie

wspotrzedne rzeczywiste i dodatnie. Mo6-
wimy, ze zbiér E jest logarytmicznie
wypukly, jesli jego logarymiczny obraz

InE, : = {Inx:=(nx,..., In xy);

(xp,....xy) € E } 4)

jest wypuklym podzbiorem przestrzeni
RV,

Niech D bedzie obszarem w CV.
Moéwimy, ze podzbiér K < D jest rela-
tywnie zwarty i piszemy K cc D, jeSli
K (domkniecie w przestrzeni CV) jest
zbiorem ograniczonym, a ponadto
K < D. Dla dowolnej rodziny ®, ztozo-
nej z ciaglych funkcji f: D — C okre$la-
my ® — powloke zbioru K nastepujacym
wzorem:

kq,::{zeD;f/E\q)lf(z)' <7l |
5)

gdzie |f|x:=max (lfw|;we K.
Moéwimy, ze obszar D jest ®-wypukly
jesh kq, cc D dla kazdego podzbioru
K cc D . W przypadku gdy ® jest rodzi-
na wszystkich jednomianéw (od N
zmiennych zespolonych) rozpatrywa-
nych w obszarze D, méwimy odpowie-
dnio o powloce jednomianowej 1 o jed-
nomianowej wypuklosci. W dalszym
ciagu powloke jednomianowa podzbioru
K cc D bedziemy oznacza¢ symbolem
K. Nalezy wykazaé, ze w N-kotowym,
pelnym 1 logarytmicznie wypuklym ob-
szarze D z warunku K cc D wynika, ze

K ccD (6)
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Redukcja do przypadku, gdy
K jest skoniczonga suma dom-
knietych polidyskow

Niech ry,...,rn beda liczbami dodat-
nimi i niech r = (ry,...,ry). Otwarty poli-
dysk w przestrzeni CN jest to zbiér
postaci

| <rj=1.N} (D

Widaé natychmiast, ze suma dowol-
nej liczby polidyskéw (7) jest pelnym
obszarem N-kotowym i na odwrét, petny
N-kotowy obszar D moze by¢ przedsta-
wiony jako suma polidyskow

D= P, 8)

reD,

Jesli K cc D, to polidyski we wzorze
(8) tworza otwarte pokrycie domkniete-
go i ograniczonego zbioru K. Na mocy
twierdzenia Heine-Borela istnieje skon-
czony podzbidr S = {r(l),...,r(s)} c D,
taki, ze suma polidyskéw P,, r € §
zawiera K. Wynika stad, ze

KcUP, €)

reS

Oznaczmy przez F prawa strong
wzoru (9); jest jasne, ze F cc D. Ponie-
waz K c F, wiec Kc Fi je§Si F cc D

to F cc D . Tak wiec warunek (6) wy-
starczy wykazaé w przypadku gdy

Glowna idea dowodu

Symbolem I?Cn bedziemy oznaczal

powtloke zbioru (10) wzgledem rodziny
Jednomlanow rozpatrywanych na calej
przestrzeni cN.z oczywistych wlasnosci
jednomianéw wynika, ze Kcn jest pel-

nym zbiorem N-kotowym. Nie nalezy
mylié K z Kc» poniewaz na ogét
D=#CN

wykazania (6) wystarczy wykazac, ze

. Widaé, ze I?CND K, wiec dla

KovceD (11)
Z oczywistych wilasnosci jednomia-
néw wynika ze KoV jest zbiorem do-
mknietym 1 ograniczonym, wiec WzOr
(11) mozna napisaé¢ w postacit:
I?CN cD (12)
Aby wykaza¢ (12) rozpatrzmy do-
wolny punkt w € K-~ ; udowodnimy, ze

w € D. Dalsze rozumowanie uwzglednia
posta¢ punktu w. Niech J := {j; w; =0 i
niech J* :={j;w; # 0. Okreslmy w1¢c

p:=min{rj('");je J,lSm.<_s}>O
(13)
Rozpatrzmy punkt w* taki, ze
=pjeslije Jorazw = |w | jesh j

€ J’ Wykazemy , ze ln w'e InD, (stad
we D,iwe Dbo D jest N-kotowy i
pelny). W tym celu wystarczy zauwazyc,
ze

K=\ P (10) .
res Inw" € conv InkK, (14)
O jednomianowej wypuktosci w C N 35



Rzeczywiscie, K, < D, i wobec za-
lozenia o wypuklosci zbioru In D,
conv InK, c convD, =InD, (15)

Mozemy juz przedstawi¢ dowdéd lematu.

Dowadd lematu

Aby wykaza¢ (14) wykorzystamy
zalozenie w € KN rozpatrujac dowolne

liczby naturalne my,...,my oraz jedno-
mian

f(z) = H Z

jer

(16)

Z okreslenia powloki jednomiano-
wej wynika, ze

|Hw,|<max|Hz,|<max 1_[ &

jeJ jeJ je s

(17
Nasz pomyst polega na pomnozeniu
obu stron nieréwnosci (17) przez potege

liczby p o wykladniku Z m; . Otrzymu-
jeJ

jemy (niezaleznie od liczb m;) nieréw-

nos¢

N N

In w* < Z in #.
Zlen wj <max cjlnrj
j=1 reSj=l

Stad, logarytmujac obie strony i dzie-
lac przez M : = m; +...+ my otrzymujemy
nast¢pujacy wzor:

N

Smaxz—lln
reS =1

N
m:;
2;; (19)

Kazda kombinacja wypukia liczb rze-
czywistych moze byé aproksymowana
kombinacja wypukla o wspélczynnikach
wymiernych. Wobec tego, jesli ¢;>0dla j=
=1,....N1 Z¢;=1, to z nieréwnosci (19)
wynika, ze

(20)

Wypukta powloka zbioru jest to (z
definicji) najmniejszy wypukty nadzbiér
tego zbioru. Wykorzystujac szczegblng
posta¢ zbioru In K, mozna udowodnid,
ze conv In K, (powloka wypukla tego
zbioru) jest domknigta, patrz sekcja 6.
Wiadomo ze (Edwards 1969, wniosek
2.1.4), ze kazdy wypukty i domkniety
podzbiér F rzeczywistej przestrzeni lo-
kalnie wypuklej jest cze$cia wspblng
wszystkich domknigtych pélprzestrzeni,
ktore zawieraja podzbiér F. Wobec tego,
jest czgScia wspdélnag wszystkich dom-
knigtych pélprzestrzeni zawierajacych
zbiérn K.

Niech

{xe R* ax; +..+apxy<d } 21)

bedzie dowolng taka pélprzestrzenia.
Wykazemy ze a ZOdla j=1,...,.N. Rozu-
mujac nie wprost przypusémy, ze jaki§
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wspétczynnik, np. a;, jest uyjemny. Wy-
bierzmy r=(r|,...ry) € SCK,. Jedli0O<
<g<rtopunkt(Ing Inr,,. . Inry)e
In K, spelnia (21), tzn.
allna + azlnrz FeosF aNlnrN >d (22)
Przechodzac do granicy przy € — 0
stwierdzamy, ze e <d, zachodzi sprzecz-
no$¢. Teraz juz mozna bez straty ogé6lno-
Sc1 przyjac, ze nieujemne liczby a;, j =
=1,...,N w okreSleniu pétprzestrzeni (21)
sa wspolczynnikami kombinacji wypu-
klej. Poniewaz In r € In K, dla kazdego
re S, wigc ze wzoru (20) wynika, ze
In w", spelnia nier6wnosé (21). W konse-
kwencji Inw" € convInK,, co wykaza-
no juz we wzorze (14). Pozostaje zatem
sprawdzié, ze conv In K, jest zbiorem
domknietym.

Jawna postaé zbioru conv
lllK+

Zauwazmy, ze InK, jest sumg s
zbioréw

{u+Inr®e RV, u<0} i=1,..s

(23)

gdzie u <0 oznacza, ze u;<0 dlaj=
= 1,...,N. Rozpatrzmy wypukly zbiér

L :=conv {InrV,... InA9)

= {V =C lnr(l) g T anr(‘), CI'Z 0, ZC,' =

= 1} (24)

Jest on zwarty w RV, bo uklady
wspélczynnikéw (cy,...,c;) okreslajacych

kombinacje wypukla, tworza zwarty
podzbiér w R°. Wykazemy, ze

convin K, ={u+v;u<0,ve L}
(25)

jest zbiorem domknigtym. Rozumowa-
nie przeprowadzimy w trzech krokach.

1° Element prawe;j strony zbioru (25)

s A
u+v=u +Z cInr® = z c(u + Inr9)

=] i=1

(26)

jest wypukla kombinacja elementéw
zbioru InK,, wigc nalezy do conv Ink,.
WykazaliSmy, ze w zbiorze (25) prawa
strona zawiera si¢ w lewe;.

20 Jest jasne, ze w kombinacji (25)
prawa strona zawiera InK ;. Widac takze,
ze prawa strona przedstawia zbiér wypu-
kty. Rzeczywiscie, kombinacja wypukta
elementéw o niedodatnich wspétrzed-
nych ma niedodatnie wspétrzedne, a
kombinacja wypukia elementéw z (wy-
puklego) zbioru L nalezy do L. Wynika
stad ze w (25) prawa strona zawiera lewa.
Zatem réwnos¢ (25) zostata wykazana.

3% Wykazemy, ze prawa strona réw-
nania (25) jest zbiorem domknietym.
Rozpatrzmy w zbiorze tym ciag elemen-
tow u™ + v zbiezny do x° € RV:
nalezy wykazac, ze x° nalezy do prawej
strony rownosci (25). Poniewaz L jest
zbiorem zwartym, wigc istnieje zbiezny
podciag v") —1° e L. Zauwazmy, ze
u) +v%) 5 x° (jako podciag ciagu
zbieznego). W konsekwencji ciag u()
ma granice u° € RV a poniewaz
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u) <0, wiec u® < 0. Widaé stad, ze x° =
= u® + v° nalezy do prawej strony réw-
nosci (25). WykazaliSmy, ze conv InK,
jest zbiorem domknigtym.

Tym samym dowdd lematu 1 zastat
zakoriczony. Dodajmy, ze powtoka wy-
pukia domknigtego i1 nieograniczonego
zbioru nie zawsze jest domknieta (wy-
starczy rozpatrzyé w R% powloke wykre-
su funkcji g(x) = 1/x, x 21). Z tego wzgle-
du wybraliSmy dowéd domknietosci po-
wloki zbioru InK, zwiazany z jawnym
wyznaczeniem tej powloki.
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Summary

Remarcs on monomial convexity in
C"". Well known result that logarithmic con-
vexity implies monomial convexity plays
a basic role in the theory of several complex
variables. The paper presents a new and de-
tailed proof which exposes formal consequ-
ences of logarithmic convexity. Following L.
Bers the consideration of monomial hull of a
subset K is reduced to the case when K is
a finite union of closed polydiscs. The essen-
tial fact that in this case conv InK is closed

follows from explicite description of conv
InK,.
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