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POSZUKIWANIE MAKSYMALNE] LICZBY TERMINOW
WYKONANIA CZYNNOSCI W HARMONOGRAMACH
SIECIOWYCH

Mieczystaw Potonski

Streszczenie: W pracy wyprowadzono wzory i przedstawiono dyskusj¢ wyznaczania
maksymalnej liczby termindéw wykonania pojedynczej czynnosci oraz wszystkich czyn-
nosci tacznie zawartych w harmonogramie sieciowym. Rozwazono mozliwos¢ realizacji
czynnosci bez przerw, jak rowniez z podzialem na dwa etapy. Wyprowadzone wzory
zastosowano do analizy prostej, szescioczynnosciowej sieci zaleznosci. Wykazano, ze
liczba mozliwych ukladéw czynnosci w calym harmonogramic zalezy w najwigkszym
stopniu od terminu zakonczenia calego przedsigwzigcia, zapasu calkowitego czasu
poszczegdlnych czynnosci i liczby wszystkich czynnosci w sieci zaleznosdcei. Uzyskane
wyniki maja podstawowe znaczenie przy poszukiwaniu algorytmu analizy Srodkow,
pozwalajacego na polaczenie okresu realizacji wszystkich czynnosci harmonogramu
sieciowego z posiadanymi zasobami. Poprawna konstrukcja i analiza harmonogramow
sieciowych pozwala z kolei na wiarygodne planowanie i kontrolg¢ wykonania obiektow
budowlanych przy zachowaniu réznych uwarunkowan technologiczno-organizacyjnych.

Stowa kluczowe: harmonogram, harmonogram sieciowy, analiza zasobow, PERT, sie¢
zaleznosci, zarzadzanie projektami

WSTEP

Realizacja kazdego obiektu inzynierskiego powinna by¢ poprzedzona sporzadze-
niem wiarygodnego harmonogramu przebiegu planowanych prac. Z chwilag wprowa-
dzenia harmonogramow sieciowych do praktyki inzynierskiej [Potonski 2001] szybko
stwierdzono, ze oprdcz analizy czasu konieczne jest wprowadzenie powigzania termi-
now wykonania poszczegdlnych czynnosci z dostepnoscia zasobow, jakie sa zuzywane
w trakcie wykonania planowanych prac. Pierwszym etapem wprowadzanej analizy
$rodkdw bylo przypisanie zapotrzebowania na zasoby dla czynnosci w harmonogramie
i ustalenie ich sumarycznego zapotrzebowania w kolejnych dniach realizacji obiektu na
podstawie planowanych termindw realizacji poszczegolnych czynno$ci wynikajacych
z analizy czasu. Umozliwialo to poréwnanie planowanego zapotrzebowania na
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poszczegblne zasoby z rozktadem ich dostepnosci, lecz nie zapewniato faktycznej
dostgpnosci wszystkich $rodkéw w planowanych terminach wykonania czynnosci.
W zwigzku z tym podjeto badania nad poszukiwaniem algorytmu analizy $rodkow,
pozwalajacego na potaczenie okresu realizacji wszystkich czynnosci harmonogramu
sieciowego z posiadanymi zasobami przy zachowaniu réznych uwarunkowan technolo-
giczno-organizacyjnych [Potonski 1995]. Jednak problem analizy zasobéw jest zagad-
nieniem bardzo ztozonym i jak dotychczas nikomu nie udato si¢ opracowac¢ algorytmu
optymalizujacego rozwiazanie tego zagadnienia, a te ktdre istnieja sa na tyle ogélne
i ograniczone tak duzg liczba zatozen, ze nie znajduja zastosowania przy rozwiazywaniu
wielu praktycznych probleméw. W zwiazku z tym opracowano szereg algorytmow
heurystycznych, ktére nie zapewniajg co prawda rozwiazania optymalnego ze wzgledu
na przyjete kryterium, jednak pozwalaja na modelowanie realizacji dowolnego przed-
siewzigcia z uwzglednieniem wielu wymaganych ograniczen przy zastosowaniu
powszechnie dostepnych mikrokomputeréow klasy PC. Oczywiscie w takim przypadku
natychmiast rodzi si¢ pytanie o efektywnos$¢ tych algorytmow.

Jednak, aby odpowiedzie¢ precyzyjnie na to pytanie, trzeba znalez¢ wzorzec, do
ktorego mozna poréwnac uzyskiwane z réznych algorytméw rozwigzania. Oczywiscie,
najlepszym punktem odniesienia byloby rozwigzanie optymalne. Niestety najczesciej
tego rozwiazania nie znamy. Jednak w przypadku bardzo prostych harmonograméw
sieciowych istnieje stosunkowo latwy, chociaz bardzo czasochtonny, sposéb wyznacze-
nia rozwigzania optymalnego. Wystarczy przeanalizowa¢ wszystkie mozliwe w danym
harmonogramie rozwiazania i wybra¢ najlepsze z nich. Odrgbne, bardzo ciekawe pyta-
nie dotyczy liczby réwnorzednych, optymalnych rozwigzan — czy istnieje tylko jedno
takie rozwigzanie, czy istnieje ich wigcej? Oczywiscie, zaproponowane rozwigzanie jest
malo ,.eleganckie” i ma bardzo ograniczone zastosowanie, jednak wydaje si¢, ze na
razie jest to jedyne mozliwe. Istnieje ewentualnie drugie, uproszczone rozwigzanie.
Mozna ten sam harmonogram, z tymi samymi danymi, dotyczacymi czasu i srodkow,
rozwigzywac kilkoma réznymi algorytmami (programami obliczeniowymi), a uzyskane
wyniki poréwnywac¢ migdzy soba. W przypadku wigkszych harmonograméw pozostaje
to na razie jedyna mozliwg droga postgpowania, jednak nie prowadzi do wyznaczenia
rozwigzania optymalnego.

Probujac znalez¢ rozwiazanie optymalne, nalezy zbudowaé algorytm, ktory prze-
analizuje wszystkie mozliwe, w danym harmonogramie przypadki. Jednak, aby byto to
mozliwe, nalezy najpierw wyznaczy¢ liczb¢ wszystkich mozliwych rozwiazan.

MATERIAL I METODY

W tym celu rozwazmy na poczatku przypadek najprostszy: harmonogram zlozony
tylko z jednej czynnodci. Zakladajac, ze czas trwania czynnosci jest liczba naturalng
(najczgsciej dni robocze), przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

T —laczny, efektywny czas niezbgdny do wykonania czynnosci,

L — maksymalna liczba dni, w ciagu ktorych nalezy wykona¢ czynnosé.

Rozpatrujac ogdlniejszy przypadek przyjmijmy, ze czynno$é¢ moze byé realizowana
etapami, tzn. w trakcie prac moga wystapi¢ przerwy. Wprowadzmy dalsze oznaczenia:
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i — numer kolejnego etapu,

n — liczba etapdéw, w ciagu ktérych realizowana jest czynnos¢; i = 1,..., n (gdy
czynno$¢ wykonywana jest w jednym etapie i = 1),

t;— czas wykonania i-tego etapu czynnosci.
Naturalnie, taczny czas realizacji czynnosci musi pozostac staly, tzn.:

i=l

Dalsze oznaczenia:

m — liczba przerw w trakcie wykonania czynnoéci (m = n—1),

J — numer kolejnej przerwy w trakcie wykonania czynnosci; j = 0,..., n — 1 (gdy
czynnos¢ wykonywana jest w jednym etapie j = 0),

pj— czas j-tej przerwy,

P — faczny czas przerw, zauwazamy, ze m < T, a laczny czas przerw (P) wynosi

n-l1
e 2 Pj»

j=0

T — czas realizacji czynno$ci razem z przerwami (t = T + P),

W,, — liczba wariantéw, w jakich moze by¢ wykonana pojedyncza czynno$¢ przy
zalozeniu m przerw w trakcie jej realizacji,

A;,,— numer dnia, w ktérym rozpoczyna si¢ wykonanie w-tego wariantu i-tego etapu
czynnosci.

Jesli rozwigzanie ma dotyczy¢ rzeczywistych czynnos$ci, musza by¢ spetnione na-
stepujace warunki:

1. Czas pracy efektywnej nie moze by¢ dluzszy niz czas trwania czynno$ci z prze-
rwami, tzn. T <T.

2. Czas trwania czynnos$ci z przerwami nie moze by¢ dluzszy od maksymalnej licz-
by dni, w ciagu ktorych nalezy wykonac czynnosé, tzn. t < L.

3. Efektywny czas trwania czynno$ci musi by¢ wigkszy od zera, tzn. 7> 0.

4. Czas realizacji kazdego etapu czynnosci musi by¢ wigkszy od zera, tzn. 7; > 0 dla
=11t

5. Czas trwania pojedynczego etapu nie moze by¢ dluzszy od efektywnego czasu
trwania calej czynnosci, tzn. ;< T'dlai= 1,..., n.

6. Laczny czas przerw nie moze by¢ wigkszy od maksymalnej liczby dni przezna-
czonych na wykonanie czynnosci pomniejszony o efektywny czas pracy, tzn. P < (L —T).

Zakladajac, ze T= 6, L = 11, m = 2, na rysunkach 1-5 przedstawiono kilka przykfa-
dowych mozliwych sposobéw wykonania tej czynnosci.

Odnoszac powyzsze rozwazania do harmonograméw sieciowych bardzo latwo
wyznaczy¢ zadane do obliczen parametry [Potonski 2001]. Czas efektywnej pracy (7)
oraz liczbg etapéw wykonania czynnoéci (1) narzuca projektant harmonogramu (przy
czym najczesciej n waha si¢ w granicach 1-3), a maksymalng liczbe¢ dni, w czasie
ktérych nalezy wykonaé¢ czynno$é, mozna obliczyc¢ jako:
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L=T+Z,
gdzie Z. oznacza zapas catkowity czasu tej czynno$ci obliczony na podstawie analizy

czasu. Pozostaje pytanie o maksymalna, mozliwa liczbg warunkéw realizacji tej czyn-
nosci.
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Rys. 1-5. Przykltadowe terminy wykonania czynnosci w postaci harmonogramu Gantta
Fig. 1-5. Examples of task start and end dates in the Gantt view layout

Oznaczajac W,, liczbe wariantéw, w jakich moze by¢ wykonana pojedyncza czyn-
nos¢ przy zatozeniu m przerw w trakcie jej realizacji, rozpatrzmy kolejno nastepujace
przypadki.

I. Realizacja czynno$ci bez przerw (im = 0)

Wo=(L-T+1)

a wigc na przyklad czynno$¢ o czasie 3, ktéra musi by¢ wykonana w jednym etapie,
w ciggu maksymalnie 6 okresow, moze by¢ zrealizowana w czterech wariantach:

Wo=(6-3+1)=4.

Latwo zauwazy¢, ze warianty te przedstawiaja si¢ w nastepujacy sposob:
Ay = 1, dni realizacji czynnosci to 1, 2, 3,
Ay, = 2, dni realizacji czynnosci to 2, 3, 4,
A3 = 3, dni realizacji czynnosci to 3, 4, 5,
Ay4= 4, dni realizacji czynnosci to 4, 5, 6.
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II. Realizacja czynnosci z jedng obowigzkowa przerwg (m =1)
Zaktadajac, ze poszukujemy liczby W,' wariantow realizacji czynnosci z jedna
obowiazkowg przerwa, ale bez rozrézniania jej dfugosci, wynosi ona:

Wi=(Z=1)(L=1)

gdyz czynnos¢ mozna podzieli¢ na T — 1 sposobdw, a liczba termindéw, w ktérych moze
si¢ ona rozpoczac, aby zakonczy¢ nie pozniej niz L-tego dnia, wynosi L — (T + P) + 1 =
= L —T. To znaczy, ze na przyktad czynnos¢ o parametrach L = 8, T= 6, P = | moze
by¢ wykonana na W;' = (6 — 1)(8 — 6) = 10 sposobdw.

Dopuszczenie réznych dtugosci przerw (P > 1; Py = L — T) komplikuje obliczenia.
Mozna jednak zauwazy¢, ze czynno$¢ mozna rozpoczynac kolejno od pierwszego dnia
do ostatniego wynoszacego (L — T). Maksymalna dtugo$¢ przerwy, w zaleznosci od dnia
rozpoczgcia, wynosi P, P — 1, P — 2, .., 1. Ponadto czynno$¢ mozna dzieli¢ na (7 — 1)
sposobow. Wynika z tego, ze maksymalna liczba wariantow w tym wypadku wynosi:

Wi=(L-T)(T-1)+(L-T-1)(T-1D+..(T-1)=

=(T-D)((L-T)+(L-T-D+..)=(T-D1+2+3+..(L-T))

Na przyktad dla czynnosci diugosci T = 5, ktéra musi by¢ wykonana w ciagu L = 8
dni, maksymalna dtugos¢ przerwy (czyli taczny czas przerw w ogdlniejszym przypad-
ku) P=L—-T=8 -5 =3, wowczas:

Wi=(1+2+3)5-1)=24

Na rysunku 6 zestawiono w postaci harmonogramu liniowego wszystkie 24 mozli-
we sposoby wykonania tej czynnosci.

Ostatecznie faczna maksymalna liczba wariantow wykonania jednej czynnosci bez
podzialu oraz z podziatem na dwa etapy wynosi:

Woa=Wo+ W =L-T+ 1)+ +2+3+..(L-T)(T-1)

Korzystajac ze wzoru na sume¢ ciagu arytmetycznego, wyrazenie mozna przeksztat-
ci¢ nastgpujaco:

Woi =(L—T+l)+(—[‘i2L_T—+L)(T—I)=(L—T+l)[l+——_——(L—T;(T_l))

Kontynuujac rozwazania dla przyktadowej czynnosci o parametrach 7= 5, L = 8,
faczna liczba mozliwych wariantéw jej wykonania wynosi:

Wo; =(8—5+1)[1+W)=4-7=28

Architectura 2 (1) 2003
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Znajac liczbe wariantow wykonania pojedynczej czynno$ci, mozna wyznaczy¢
maksymalna liczbe wariantow wykonania harmonogramu sieciowego (HW,,) ztozonego
z K czynno$ci rzeczywistych (o czasie trwania 7 > 0) i m przerwach w trakcie wykony-
wania czynnosci:
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Rys. 6. Zestawienie wszystkich mozliwych termindw wykonania czynnosci
Fig. 6. Juxtaposition of all possible task start and end dates

WYNIKI I DYSKUSJA

Na rysunku 7 przedstawiono przyktad bardzo prostej sieci o szesciu czynnosciach
rzeczywistych i jednej czynnosci zerowe;j.

Czas trwania poszczegdlnych czynnosci w dniach podano nad strzalka, a liczbe
jednego srodka potrzebnego kazdego dnia do jej wykonania — pod strzatka. Znajac naj-
wczedniejsze 1 najpdzniejsze terminy zaistnienia zdarzen, mozna obliczyé najwczesniej-
sze 1 najpozniejsze terminy dla czynnosci. Terminy najwcze$niejsze i najpdzniejsze
wyznaczaja skrajne polozenie kazdej czynno$ci. Przedstawiono je w tabeli 1 oraz
w postaci harmonogramoéw liniowych na rysunku 8 i 9. Pod uktadem czynnosci podano
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wykres sumarycznego zapotrzebowania na analizowany $rodek w kolejnych dniach
wykonania przedsiewzigcia, wynikajacy z planowanych terminéw realizacji poszcze-
golnych czynnosci oraz ich zapotrzebowania na $rodek (podany na rys. 7). Jak wynika
z obliczen, $ciezka krytyczna przebiega przez zdarzenia 1, 2, 5, tzn. ze na Sciezce
krytycznej leza czynnosci A i D. Te czynno$ci beda mozliwe do wykonania tylko
w jednym wariancie.

% Avad o e C 2d M o Py 2
1

2R IR IR
D &d

2R

Rys. 7. Schemat harmonogramu sieciowego
Fig. 7. Diagram of network schedule
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Rys. 8. Ukfad czynnosci i wykres sumowy srodkow wedlug termindw najwezesniejszych analizy
czasu
Fig. 8. The earliest task start and end dates and chart of summary resources according to task
dates
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Rys. 9. Uklad czynnosci i wykres sumowy Srodkéw wedlug terminéw najpoznicjszych analizy
czasu
Fig. 9. The latest task start and end dates and chart of summary resources according to task dates
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Tabela 1. Numery zdarzen (ZP, ZN), czas czynnosci (7), wezesne i pozne terminy wykonania
czynnosci (NWP, NPK), zapas czasu czynno$ci (ZC) oraz liczba wariantéw wykonania czynnosci
(Wo, Wy, Wo1)

Table 1. The events number (ZP, ZN), duration (7), task start and end (NWP, NPK), time slack of
task (ZC) and number of variant of task realization (W, W;, W)

Z Z T N N N N Z
P N w W P P C L=T+ZC L-T+1 L-T T-1 W, W Wou
PO KPR K
1 2 4 0 4 0 4 0 4 1 0 3 1 0 1
20 303 4 7 7 10 3 6 4 3 2 4 12 16
204 N2 6 8 10 4 6 5 4 1 5 10 15
200 584N 2 4 12 0 8 1 0 7 1 0 1
SIS T g8 11 12 4 5 5 4 0 5 0 5
455008 T 9 100 12 3 5 4 3 1 4 6 10
Lacznie:
Sum: 400 12 000

W tabeli 1 przedstawiono obliczenia wariantéw realizacji kazdej czynnosci: bez
podziatu (W), z jednym podziatlem (W)) oraz tacznie (Wy,). Jak wida¢, taczna liczba
wariantow realizacji wszystkich czynnosci w harmonogramie bez podzialu (HW,)
wynosi 400, a z jednym podziatem (HW,,) 12 000.

Zatozmy jednak, ze modelowane przedsigwzigcie moze by¢ op6znione o jeden lub
dwa dni. Obliczenia wygladatyby wéwczas nastgpujaco: przy op6znieniu o 1 dzien, jak
w tabeli 2, przy op6znieniu o 2 dni, jak w tabeli 3.

Tabela 2. Numery zdarzen (ZP, ZN), czas czynnosci (T), wezesne i pozne terminy wykonania
czynnosci (NWP, NPK), zapas czasu czynnosci (ZC) oraz liczba wariantéw wykonania czynnosci
(Wo, W), W) przy opdznieniu wykonania przedsigwzigcia o 1

Table 2. The events number (ZP, ZN), duration (7), task start and end (NWP, NPK), time slack of
task (ZC) and number of variant of task realization (W, W;, Wy,) for deadline delayed to 1

Z Z T N N N N Z
P N w w P P C L=T+Z2C L-T+1 L-T T-1 Wo W, Woi
P K P K
1 2 4 0 4 1 5 1 S 2 1 3 2 3 5]
2 334 7 8 11 4 7! 5 4 2 5 20 25
2 4 2 4 6 9 11 5 7 6 5 1 6 15 21
2 5 8 4 12 SN ] 9 2 1 7 2 1 9
35 1 7 8 ed gt 6 6 5 0 [§ 6
choy Bl ) 9 1 1304 6 5 4 1 5 10 15
Lacznie:
Sum: 3600 2 126 250
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Tabela 3. Numery zdarzen (ZP, ZN), czas czynnosci (7), wezesne i pozZne terminy wykonania
czynnosci (NWP, NPK), zapas czasu czynnosci (ZC) oraz liczba wariantow wykonania czynnosci
(Wo, W, Wo) przy opdznieniu wykonania przedsigwzigcia o 2

Table 3. The events number (ZP, ZN), duration (7), task start and end (NWP, NPK), time slack of
task (ZC) and number of variant of task realization (Wo, W;, Wy,) for deadline delayed to 2

Z 7T NS VAR NS [V 7
P N w W P P C L=T+ZC L-T+1 L-T T-1 W, W Wo
P K P K

1 2 4 0 4 2 GO 6 3 2 8 3 9 19

2 3 3 4 7 OB OR5 8 6 S 2 6 30 30

2 4 2 4 6 10 12 o 7 6 1 7 21 28

205N R D 6 14 2 10 3 2 i 3 2 24

3 & 8§ 13 14 6 7 7 6 0 7 7

AR5 ) S 9 12 14 5 7 6 5 1 6 15 21
Lacznie: 15876 4674688
Sum:

PODSUMOWANIE

Jak wynika z przeprowadzonej analizy, liczba mozliwych wariantow zalezy w duzej
mierze od liczby czynno$ci w sieci zaleznosci oraz gwaltownie rosnie wraz ze wzrostem
zapasow calkowitych czasu tych czynno$ci. W analizowanym przyktadzie rozwazano
przypadek harmonogramu o szesciu czynnosciach. Harmonogramy uzywane w praktyce
inzynierskiej licza najczgsciej okoto 100 do 300 czynnosci, czasami przekraczaja 1000.
Terminy realizacji catosci robét w dniach roboczych to czesto 150-500 dni, zapasy
calkowite czasu poszczegdlnych czynnosci wynosza od kilku do kilkudziesigciu dni.

Wynika z tego, ze proba znalezienia rozwiazania optymalnego analizy $rodkéw
droga przeszukiwania wszystkich mozliwych rozwiazan moze byé¢ stosowana jedynie
w odniesieniu do bardzo prostych harmonograméw sieciowych i bedzie wymagata
bardzo wydajnego komputera. Na szczgscie, z praktycznego punktu widzenia najcze-
Sciej poszukiwane jest rozwigzanie bez podzialu czynnosci na etapy, co jak wynika
z przeprowadzonych obliczen, znacznie ogranicza liczbe¢ mozliwych wariantow uktadu
czynnosci.
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SEARCHING OF MAXIMUM NUMBER OF THE REALIZATION DATES OF
TASK IN THE NETWORK SCHEDULE

Abstract: The aim of study was to estimate and discuss the maximum number of the
realization dates of task and of all tasks contained in a network schedule time — limit. In
this paper was considered task realization without any breaks as well as with division into
two stages. Worked out formula was used to analyse very simple network schedule
created from six tasks. In the second part of article it was proved that the number of
possible task structures in the whole schedule depends mostly on the deadline realization
time of enterprise, whole time slack in each task and on the number of all tasks in chart
schedule. Obtained results have basic meaning while looking for an algorithm of resource
analysis which enables to connect for all task start and end dates with available sources.
Properly constructions and analysis of network schedule is necessary to create an effective
project plan while keeping various technologic and organization conditions.

Key words: schedule, network schedule, resource analysis, PERT, chart schedule, project
management
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