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Wraz ze wzrostem zuzycia nawozow mineralnych, jaki wystepuje
w ostatnich latach, wzrasta spoleczne zapotrzebowanie na badania do-
tyczace efektywnos$ci nawozenia mineralnego. Temu zapotrzebowaniu
wychodza naprzeciw liczne badania, ktérych wyniki zostaly opublikowa-
ne na lamach czasopism naukowych i popularnonaukowych. Szczegdl-
nie duzo miejsca po$Swiecono badaniom efektywnosci nawozenia metodg
funkcji produkcji, przy czym wyeksponowany zostal potegowy model
funkcji, czyli funkcja Cobb-Douglasa. Nie negujgc przydatnosci tej funk-
cji w innych badaniach naukowych, wydaje sie, ze posiada ona ograni-
czone znaczenie w badaniach nad efektywnoscig nawozenia mineralnego.

Poslugiwanie sie funkcjg Cobb-Douglasa, jak wynika z badan Brzozy
i Kurek (1, 2, 5, 6, 7, 8, 9), bylo uzasadniane miedzy innymi tym, ze wy-
razona tg funkcjg zalezno$¢ miedzy nawozeniem mineralnym a plonem
wykazywala $ciSlejszy zwigzek w poréwnaniu z funkcjg liniowg i para-
boliczng, przy czym S$cisto§é tego zwigzku byla okre§lana wspdiczynni-
kiem korelacji pomiedzy logarytmami zmiennych. W tym miejscu miedzy
innymi tkwi przyczyna, ze omawiana funkcja byla faworyzowana jako
metoda badawcza.

Nas nie interesuje $cislos¢ zwigzku miedzy logarytmami zmiennych,
lecz miedzy ich ' rzeczywistymi wielkoSciami. Chodzi przede wszystkim
o to, aby zastosowaé¢ taki model funkcji, ktéry w najwiekszym stopniu
wyjasni zmiennosé uzyskiwanych plondéw przez zmiennos¢ stosowanego
nawozenia mineralnego. Stopien wyjasnienia zmiennosci logarytmu plonu
przez logarytm nawozenia nie jest réwnoznaczny ze S$cisloscig zwigzku
miedzy rzeczywistymi wielkosciami tych zmiennych. Po wyeliminowaniu
oceny funkcji poprzez $cistos¢ zwigzku miedzy logarytmami zmiennych
w wielu przypadkach okazuje sie, ze funkcja potegowa staje si¢ modelem
malo uzsadnionym w badaniu efektywno$ci nawozenia mineralnego.

Nie spotkano dotychczas krytycznej oceny funkcji potegowej jako
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metody analizy efektywnosci nawozenia i jest ona czesto stosowana, mimo
tego, ze przebieg omawianej funkcji malo odpowiada rzeczywistemu
ksztalttowi zalezno$ci miedzy rozpatrywanymi zmiennymi. Marginesowo
(w przypisie) wyrazony poglad przez Podkominera (13), iz wyekspono-
wana w literaturze funkcja Cobb-Douglasa jest najmniej zgodna z rze-
rzywistg relacjg nawozenie — plon, nalezy uzna¢ za spostrzezenia trafne
i pokrywajgce sie z wynikami badan autora (12).

Celem niniejszego artykulu jest blizsze wyjasnienie wyzej zasygna-
lizowanych zagadnien i por6wnanie potegowego modelu z innymi mo-
delami funkcji.

Przyktady liczbowe.

Por6éwnawczg analize réznych modeli przeprowadzono na danych z 55
gospodarstw panstwowych woj. lubelskiego w latach 1968—1972. Jako
zmienne przyjeto plon przeliczeniowy w jednostkach zbozowych (JZ)
z gruntéw ornych (GO) i nawozenie mineralne w q NPK/ha GO zasto-
sowane pod zbiory danego roku (analiza statyczna). Przy obliczeniu plonu
przeliczeniowego uwzgledniono produkty gléwne i uboczne (stoma, liscie).
Ponadto wykorzystano dane z SHR Ulhéwek (pow. Tomaszéw Lub.) —
plony 4 zbéz w latach 1958—1972 i nawozenie mineralne w q czystego
skladnika na 1 ha GO zastosowane pod zbiory danego roku (analiza dy-
namiczna).

Opracowane dane stanowig wylacznie przyklady liczbowe, na ktoérych
zostang przedstawione interesujgce nas zagadnienia. Nie traktujemy wigc
niniejszego artykulu jako analizy efektywno$ci nawozenia mineralnego
w gospodarstwach panstwowych woj. lubelskiego oraz w SHR Ulhéwek
i nie omawiamy blizej charakterystyki danych, jak i warunkéw przy-
rodniczo-glebowych tych gospodarstw. Zagadnieniom tym zostaly poswie-
cone oddzielne opracowania (11, 12).

Obliczenia byly wykonane w Zakladzie Metod Numerycznych Insty-
tutu Matematyki UMCS w Lublinie przez mgr M. Chibowskg, ktorej
pragne wyrazi¢ wdziecznos¢ za udzielong mi pomoc.

Scisto§é zwigzku miedzy zmiennymi jako kryterium
wyboru modelu funkcji

Jednym z podstawowych kryteriow wyboru odpowiedniego modelu
funkcji jest Scisto§¢ zwigzku wyrazona wspétczynnikiem lub indeksem
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korelacji*. Przez podniesienie tych charakterystyk statycznych do kwa-
dratu uzyskujemy wspélczynniki lub indeksy determinacji, ktére po-
mnozone przez 100%o okre$lajg, w ilu procentach zmienna zalezna zostaje
wyjasniona przez zmienna niezalezng wystepujaca w jednoczynniko-
wym modelu funkeji. Chodzi przy tym o przyjecie takiego modelu
funkeji, ktéry w mozliwie najwiekszym stopniu wyjasnia zmiennosé uzys-
kiwanych plonéw przez nawozenie mineralne. Kazdy model funkeji po-
siada wige sw6j wspélczynnik lub indeks korelacji, oceniajacy dany mo-
del pod wzgledem Scistosci zwigzku.

W dotychczasowych badaniach efektywnos$ci nawozenia mineralnego
stosowane byly najcze$ciej nastepujgce modele funkecji:

Y’ = a + bx (regresja prostoliniowa),

.Y’ = a + bx -+ cx? (regresja paraboliczna),

(In Y)Y = In a + b In x (regresja logarytmiczna),

Y’ = axP (regresja potegowa),
gdzie Y’ — plon oceniony funkcjg, X — nawozenie mineralne, a, b, ¢, —
parametry (wspblczynniki) danej funkcji.

Wspolczynniki regresji prostoliniowej i parabolicznej sa wielko$ciami
mianowanymi i wyrazaja zmiany plonu na skutek wzrostu nawozenia
o jednostke, natomiast wspétczynnik ,b” w regresji potegowej posiada
charakter wzgledny. Wskazuje on, o ile procent wzrasta plon, gdy nawo-
zenie mineralne wzrosnie o 1% — jest wiec wspélczynnikiem elastycz-
nosci.

Oszacowane plony (Y’) przez regresje logarytmiczng i potegowa sa
ocenami réwnoznacznymi. Obydwie formy funkcji sg tozsame, z tym
tylko, ze jedna mapisana w postaci potegowej, druga zaé w postaci loga-
rytmicznej. Posta¢ logarytmiczna jest regresja roboczg, gdyz przy pomocy
logarytméw naturalnych (ln) dokonujemy estymacji parametréw funkciji
potegowej.

Mimo ze funkcja logarytmiczna i potegowa sa formami tozsamymi
z punktu widzenia oceny plonu, to jednak ich charakterystyki statystycz-
ne nie sg rownowazne. Wspoélczynnik korelacji logarytmicznej nie wyraza
Scisto§ci oceny plonu, a tylko wylgcznie $cisto$é zwigzku pomiedzy loga-
rytmami zmiennych. Funkcja logarytmiczna jest funkcjg prostoliniows,
jak ma rys. 1 i jej wspébiczynnik korelacji dotyczy wylgcznie tej prostej.

Nas nie interesuje prosta przedstawiona na rys. 1 i mniej interesujgca
jest Scisto$¢ zwigzku miedzy logarytmami zmiennych. Funkcja potegowa
jest krzywoliniowg i chcemy wiedzieé jaka jest Scisto§é oceny plonu przez
te posta¢ funkcji, czyli chcemy znaé indeks korelacji potegowej. Wsp6t-
czynnik korelacji logarytmicznej nie réwna sie indeksowi korelacji po-

* ,,Wspoélczynnik” dotyczy korelacji prostoliniowej, a ,indeks” korelacji krzywo-
liniowej — za Marszatkowicz (10).
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Rys. 1. Prosta logarytmiczna wyrazajaca zalezno§¢ miedzy loga-
rytmami plonu przeliczeniowego w JZ (y) i nawozenia
mineralnego (x) w gospodarstwach panstwowych woj. lu-
belskiego w roku 1972

tegowej. Nie mozna zatem poréwnywaé¢ wspoOlczynnikéw korelacji loga-
rytmicznej ze wspbéiczynnikami lub indeksami korelacji tych modeli funk-
cji, ktore zostaly estymowane w oparciu o rzeczywiste wartosSci zmien-
nych i nie mozna w oparciu o takie poréwnanie dokonywa¢ wyboru mo-
delu funkcji. Na to zagadnienie nie zwrécono dotychczas uwagi i mie-
dzy innymi z tego wzgledu funkcja potegowa byla faworyzowana jako
metoda analizy efektywno$ci nawozenia mineralnego.

Mozna udowodni¢ (3), ze w regresji prostoliniowej i paraboliczne]
Scistos¢ zwigzku miedzy zmienng zalezng a zmienng niezalezng jest taka
sama, jak miedzy rzeczywistymi obserwacjami zmiennej zaleznej a jej
ocenami wynikajgcymi z funkeji, czyli ryy = ryyv. lub iyx = iyy. Nie
mozna postawié¢ znaku réwnosci miedzy wspéiczynnikami korelacji loga-
rytmicznej i indeksami korelacji potegowej, a zatem wsp6lczynnik kore-
lacji logarytmicznej nie odnosi sie do funkcji potegowej.

Przy przejSciu od funkcji w postaci logarytmicznej do funkcji w po-
staci potegowej nastepuje odlogarytmowanie zmiennych i wspélczynnika
,,a"’; nie mozna natomiast odlogarytmowaé¢ wspoétczynnika korelacji. Chegc
ustali¢ indeks korelacji potegowej, nalezy dokonaé¢ analizy odchylen rze-
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czywiscie uzyskiwanych plonéw od plonéw oszacowanych funkcja po-
tegowgq iz ponizszego wzoru obliczyé¢ interesujgcy nas indeks:

S(y—Y) *
S(y—ye

— 1 —

lyx —

gdzie y'— rzeczywiste wielko$ci plonu, y — $rednie arytmetyczne plonu
rzeczywistego, Y’ — ocena plonu przy pomocy funkcji potegowej. W ten
spos6b mozna obliczy¢ wspoélezynnik korelacji dla kazdej funkeji, zarow-
no jedno-, jak i wieloczynnikowej, poniewaz wspé6tczynnik korelacji wie-
lokrotnej R;.,;.. = Ryy. Dla funkcji potegowej nie ma innej mozliwo$ci
obliczenia indeksu korelacji, jak tylko przy pomocy powyzszego wzoru.
Przyczyny, ktore powoduja, ze charakterystyki statystyczne postaci lo-
garytmicznej nie odnoszg sie do postaci potegowej sg proste i zrozumiatle.
Inna jest bowiem zmienno$é¢ logarytmoéw plonu i nawozenia niz rzeczy-
wistych obserwacji badanych cech. Ponadto wszystkie odchylenia od re-
gresji in plus ponizej jednostki plonu posiadajg ujemng warto§¢ logaryt-
mu naturalnego, a tym samym estymacja parametréow funkcji klasyczng
metodg najmniejszych kwadratéw dotyczy tylko funkcji w postaci lo-
garytmicznej. ~
W tab. 1 przedstawiono parametry funkcji potegowych oraz wspol-
czynniki korelacji logarytmicznej i indeksy korelacji potegowej, ktoére

Tabela 1

Parametry funkcji potegowej oraz korelacja logarytmiczna, potegowa,
prostoliniowa i paraboliczna w 55 gospodarstwach panstwowych woj.
lubelskiego w latach 1968—1972

Korelacija
Lata
zbio- In a a b logz‘a— pote- | prosto- | parabo-
ru rytmicz- gowa | liniowa | liczna
na |
1968 3,12690 22,80 0,46480 0,567 0,529 0,508 0,585
1969 2,94700 19,05 0,57140 0,673 0,650 0,661 0,662
1970 2,97586 19,61 0,54598 0,622 0,627 0,635 0,635
1971 2,73554 15,42 0,83777 0,541 0,509 0,542 0,544
1972 3,04176 20,94 0,50736 0,676 0,641 0,638 0,648

* Stosunek sum wystepujgcy pod pierwiastkiem jest wspoélczynnikiem zbieznoSci
(zgodnosci), czesto stosowanym przy okreSlaniu Scislo$ci zwigzku wyraZoneg_o
funkcja. Waszkiewicz np. w odniesieniu do funkcji potegowej stosuje’ wylacznie
taki wzér na obliczanie wspélczynnika zgodno$ci, bez wspominania (i slusznie)
o wspé6lczynniku obliczanym na log zmiennych (14, s. 224). Propozycja autora
nie jest wiec zupelnie nowa. ‘ ‘
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por6bwnano ze wspotczynnikami korelacji prostoliniowej i z indeksami
korelacji parabolicznej. Z tabeli tej wyraznie wynika, ze wsp6iczynniki
korelacji logarytmicznej nie réwnajg sie¢ indeksom korelacji potegowej.
Miedzy nimi mogg wystepowaé roznice in plus i in minus, jednakze czes-
ciej spotykamy sie z przypadkami, ze roéznice te sg na niekorzys¢ funkcji
potegowej. W naszym przypadku tylko w 1970 r. wystgpita wyzsza kore-
lacja potegowa niz logarytmiczna, ale mimo to byla nizsza od korelacji
prostoliniowej. W pozostatych 4 latach korelacja potegowa byla znacznie
nizsza od logarytmicznej. W tych latach korelacja logarytmiczna prze-
wyzszala korelacje prostoliniowg i oceniajac funkcje potegowa przy po-
mocy wspolczynnika korelacji logarytmicznej, nalezaloby stwierdzi¢, ze
funkcja ta SciS§lej wyraza zalezno$¢ miedzy plonem a nawozeniem, tym
samym winna by¢ zastosowana przy analizie efektywnoSci nawozenia.
Przeczg jednak temu indeksy korelacji potegowej, gdyz byly one w 3 la-
tach mizsze od korelacji prostoliniowej, a w pozostatych 2 latach nie wys-
tepowaly miedzy nimi statystycznie istotne réznice.

W latach 1969 i 1972 korelacja logarytmiczna przewyzszala korelacje
paraboliczng, podczas gdy korelacja potegowa we wszystkich 5 latach
byla nizsza od parabolicznej. Nie spotkano dotychczas takiego przypadku,
aby korelacja potegowa przewyzszala korelacje paraboliczng. Taki przy-
padek jest malo prawdopodobny, co wigze sie ze specyficznym ksztattem
krzywej potegowej, o czym bedzie mowa nieco dalej.

Przy aproksymowaniu funkcji wielomianowej drugiego stopnia Y’ =
a + bx -+ cx2, mimo istotnego indeksu korelacji, oczekujemy zawsze,
aby obydwa wspo6lczynniki funkeji (,b” i ,,¢”) byly statystycznie istot-
ne. Wystepowanie istotnego wspéiczynnika ,,c” ma woéwczas miejsce, kie-
dy indeks determinacji parabolicznej istotnie r6zni sie od wspoélczynnika
determinacji prostej, czyli kiedy roéznica i?yx — r2yx jest statystycznie
istotna przy zalozonym poziomie prawdopodobienstwa. Chodzi przy tym
o udowodnienie efektu krzywoliniowego (3), czyli stwierdzenie czy wpro-
wadzenie do modelu funkcji zmiennej niezaleznej w kwadracie w istotny
sposo6b przyczynia sie do lepszego wyjasnienia zmienno$ci uzyskiwanych
plonéw.

Z podanych w tab. 1 wspolczynnikéw korelacji wynika, ze wystgpita
najwieksza réznica miedzy indeksem korelacji parabolicznej a wspo6i-
czynnikiem korelacji prostoliniowej w 1968 r. i tylko w tym roku wspoi-
czynnik regresji ,,¢’ byl istotny przy poziomie a = 0,01. Roéwniez
w 1972 r. wystepowala znaczna rbznica miedzy korelacjg paraboliczng
a prostoliniows, ale nie tak duza, aby mozna bylo stwierdzi¢ istotnosé¢
wspolczynnika ,,¢” przy wysokim poziomie istotnosci, a tylko przy a = 0,3.
W pozostalych latach nie mozna bylo w ogdle stwierdzi¢ istotnej zalez-
nos$ci krzywoliniowej miedzy rozpatrywanymi zmiennymi.
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Przy postugiwaniu sie¢ regresja logarytmiczng mamy do czynienia nie
z dwoma wspélczynnikami funkeji, lecz z jednym (,b”). Przy jednym
wspolczynniku latwiej jest uzyska¢ jego ocene statystycznie istotng, ale
nie oznacza to, ze potegowy model funkcji przewyzsza funkcje wielomia-
nowg drugiego stopnia. Rowniez przy stosowaniu funkcji potegowej mna-
lezatoby okresli¢, czy stopien wyjasnienia zmiennos$ci plonu istotnie rézni
si¢ od stopnia wyjasnienia tej zmiennoSci przez regresje prostoliniows.

Z danych SHR Ulh6éwek (plon zb6z — nawozenie mineralne) wynikato,
ze rozklad wspélrzednych badanych cech zblizony byt do krzywej
w ksztalcie pochylonego S. W rezultacie obliczen uzyskano nastepujace
funkcje o statystycznie istotnych parametrach:

Y’ = 12,30 + 5,612x2 — 1,072x%3; iy, = 0,923

Y’ = 10,03 + 7,26%; ryx = 0,906
(In Y) = 2,82633 4 0,58760 In X; rinyinx = 0,907

Y’ = 16,88 x%'5876; i, = 0,914

Z podanych obok funkcji indekséw i wspélczynnikéw wynika, ze
i w tym przypadku korelacja logarytmiczna nie réwnala sie potegowej,
cho¢ ta ostatnia byla nieco wyzsza, ale nie przewyzszala korelacji krzy-
woliniowej, odnoszgcej si¢ do funkcji trzeciego stopnia. Réznice miedzy
wszystkimi wspéiczynnikami i indeksami korelacji nie byly wprawdzie
statystycznie istotne przy tak malej ilosci obserwacji (15 lat), ale ksztalt
poszczegdlnych funkeji znacznie sig réznil, co bedzie wykazane w nastep-
nej czesci artykutu.

Wyrazona w SHR Ulhdéwek zalezno§é¢é miedzy plonem zb6z a nawoze-
niem mineralnym niepelnym tréjmianem nie byla przypadkowa. Z roz-
mieszczenia wspoélrzednych zaobserwowano, iz nalezaloby zastosowaé
funkcje wielomianows trzeciego stopnia. Obliczone wspélczynniki takiej
funkeji (Y = 10,73 + 2,634x -+ 4,334x2 — 0,888x%) byly zupelmie nie-
istotne, podczas gdy indeks korelacji bardzo wysoki (0,923) i istotny. Wo-
bec tego usunieto z modelu funkcji czlon bx i otrzymano funkcje Y’ =
a -+ cx® 4 dx3 o istotnych parametrach i takim samym indeksie korelacji.
Wymnika stad, ze istotno$é poszczegélnych wspéOleczynnikéw regresji jest
réwniez waznym kryterium wyboru odpowiedniego modelu funkcji.

Dotychczas por6wnywane byly wspélczynniki i indeksy korelacji po-
miedzy dwoma zmiennymi. Jednak wszystkie uwagi odnoszg sie row-
niez do funkcji wieloczynnikowej, w ktorej obok nawozenia mineralnego
wystepujg inne zmienne niezalezne. Podobnie jak korelacja pojedyncza,
tak i wielokrotna korelacja logarytmiczna nie réwna si¢ potegowej. Po-
twierdzajq to podane w tab. 2 wspoélczynniki i indeksy korelacji wielo-
krotnej logarytmicznej i potegowej pomiedzy plonem przeliczeniowym
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a nawozeniem mineralnym i wskaznikiem bonitacji gleb*. Jednocze$nie
w tabeli tej poréwnano je ze wspdiczynnikami korelacji wielokrotnej przy
zatozeniu prostoliniowym.

Tabela 2

Wspéblczynniki korelacji wielokrotnej logarytmicznej, pote-

gowej i prostoliniowej miedzy plonami przeliczeniowymi

a nawozeniem mineralnym (xy) i jakoSciq gleb (x;) w 55
gospodarstwach panstwowych woj. lubelskiego w latach

1968—1972
t
L,a a l Rlny'lnxllnxz IyY ' : Ryoxixz
zbioru
1968 0,698 0,654 0,693
1969 0,781 0,754 0,771
1970 0,801 0,812 0,807
1971 0,822 0,819 0,820
1972 0,819 0,799 0,802

Z tab. 2 wynika, ze w 4 latach wspélczynniki korelacji wielokrotnej
logarytmicznej byly wyzsze od analogicznych indekséw korelacji po-
tegowej. Tylko w jednym roku (1970) indeks korelacji potegowej byl wyz-
szy od wspoélczynnika korelacji logarytmicznej. W tym tez roku nizszy
by! wspoélczynnik korelacji wielokrotnej prostoliniowej od indeksu. kore-
lacji potegowej, ale réznica byla malo istotna. W pozostalych 4 latach
wspoiczynniki korelacji wielokrotnej prostoliniowej byly wyzsze od in-
deksow korelacji potegowej, ale nizsze od wielokrotnej korelacji loga-
rytmicznej. Opieranie sie w tym przypadku na wspélczynnikach korelacji
logarytmicznej, pomijajgc indeksy korelacji potegowej, prowadzi wprost
do faworyzowania funkcji potegowej.

Mogg wystepowac¢ przypadki, jak to mialo miejsce w 1970 r., ze wie-
loczynnikowa funkcja potegowa charakteryzuje sie wyzszg korelacja po-.
tegowa w poréwnaniu z innymi modelami funkcji. Wprowadzane do mo-
delu funkcji inne zmienne niezalezne, poza nawozeniem mineralnym,
moga powodowaé, ze Scislo$¢ zwigzku miedzy plonem a wieloma zmien-
nymi bedzie wyzsza, ale trudno zgodzié¢ sie, aby czgstkowa regresja plonu
wzgledem nawozenia mineralnego mogla byé wyrazona krzywa potegows.

Charakterystyka przebiegu poréwnywanych funkcji

Przy aproksymowaniu modelu funkcji waznym zagadnieniem jest
rowniez odpowiedni ksztalt krzywej opisujgcej zwigzek miedzy intere-

* Wskazniki bonitacji obliczono wedlug wspélczynniké6w stosowanych w PGR: Kkl
I — 3; I — 26; IIla — 2,3; IIIb — 2,1 IVa — 1,8; IVb — 16; V 1,3; VI — 1.
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sujagcymi nas zmiennymi, przy czym krzywa taka winna mie¢ meto-
dyczne i merytoryczne uzasadnienie. Wydaje sie, ze funkcja potegowa nie
spelnia tych warunkéw i posiada wlasciwoSci sprzeczne z rzeczywista
relacjag nawozenie — plon.

Poréwnania krzywej potegowej z krzywa ksztaltu pochylonego S i pro-
sta dokonano na przykladzie SHR Ulhéwek, a krzywej potegowej z krzy-
wa paraboliczng w oparciu o dane z 55 gospodarstw w 1968 r., gdyz tylko
w tym roku wystgpila istotna zaleznos¢ krzywoliniowa ksztaltu parabo-
licznego.

Y
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Rys. 2. Zalezno§¢é migdzy nawozeniem mineralnym (x) a plonem
zb6z (y) w SHR Ulhéwek wyrazona funkcjami: wielomia-
nowg trzeciego stopnia, potegows i prostoliniowa

Na rys. 2 przedstawiono trzy interesujgce nas modele funkcji, przy
2zym przypominamy, ze zmienng zalezng (y) jest plon 4 zbéz, a zmienng
niezalezng (x) — nawozenie mineralne w q NPK/ha GO.

Przebieg poréwnywanych na rys. 2 funkcji byl wyraznie zréznico-
wany, przy czym nalezy zauwazy¢, ze funkcja wielomianowa trzeciego
stopnia najbardziej odpowiada teoretycznej krzywej nawozowej. W po-
réwnaniu z nig poczatkowy odcinek funkcji potggowej byl diametralnie
rézny, poniewaz dolne krzywizny obydwu funkcji byty do siebie ocdwroé-
cone. Ten pierwszy odcinek krzywej potegowej — od poczatku ukladu
osi wspélrzednych do przeciecia sie wszystkich trzech poréwnywanych
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funkcji — nie odpowiada rzeczywistej relacji nawozenie — plon. Na
omawianym odcinku krzywej potegowej, zar6wno plon oszacowany funk-
cja, jak i krancowa efektywno§¢ nawozenia mineralnego nie moga by¢é
brane pod uwage, gdyz uzyskiwane wyniki sg zbyt odbiegajgce od rze-
czywistosci.

W funkcji wielomianowej trzeciego stopnia punkt przeciecia sie krzy-
wej z osig rzednych odpowiada wyrazowi wolnemu ,,a”, ktory jest teore-
tycznie oszacowanym plonem, jaki w danych warunkach mozna uzyskaé
bez nawozenia mineralnego. Tego plonu nie mozna oszacowaé przy po-
mocy funkcji potegowej, poniewaz jej matematycznym zalozeniem jest,
ze bez nawozenia mineralnego plon réwna sie zero, co oczywiscie stanowi
sprzeczno$¢ z rzeczywistoscig. Z tych wzgledow funkcja ta nie powinna
by¢ stosowana przy analizie efektywnosci niskich dawek nawozowych.

W funkcji potegowej wspoélczynnik ,,a” oznacza plon, jaki mozna uzys-
kaé przy zastosowaniu jednostki nmawozenia na jednostke powierzchni.
Zalezy on wiec od tego, w jakich jednostkach zostalo wyrazone nawoze-
nie mineralne. W naszych przykladach wystepowaly wysokie wspélczyn-
niki ,,a”, poniewaz nawozenie bylo wyrazone w q NPK/ha GO. Dla SHR
Ulhéwek np. omawiany wsp6lczynnik wynosit 16,88, a przy wyrazeniu
nawozenia w kg NPK/ha GO wspélczynnik ten wyrazal sie liczbg 1,13.
Dzieje sie tak dlatego, ze w funkcji logarytmicznej In Y = ln a 4 b In x,
gdy nawozenie (x) r6wna sie 1, toblnx=0,aln Y = In a, czyli Y = a.
Podobnie w funkcji wieloczynnikowej (In Y = In a 4 byn %, 4 b,In
X,7...-+ bpln x,) wspélczynnik ,,a” oznacza plon jaki mozna uzyskac,
kiedy kazdy z czynnikéw réwna sie jednosci. Nie mozna zatem w funkcji
potegowej traktowaé wspoélczynnika ,,a” jako ocene plonu uzyskiwanego
bez nawozenia mineralnego (1) lub jako ,,efekt dzialania nie uwzglednio-
nych bezposrednio czynnikéw plonotworczych” (2).

‘W funkcji prostoliniowej, w préwnamiu z funkcjg trzeciego stopnia,
wyraz wolny ,a”stanowi w pewnym zakresie szacunek plonu uzyski-
wanego bez nawozenia mineralnego, ale tylko w tych przypadkach, kiedy
mozna udowodni¢é wystepowanie krzywej nawozowej w ksztalcie S. W
przeciwnych bowiem przypadkach wielkosé tego wyrazu bedzie uzalez-
niona od tego, wokél jakiego odcinka krzywej rozmieszczone zostang
wspoirzedne badanych cech.

Pierwszy odcinek prostej — od osi rzednych do pierwszego przecie-
cia sie wszystkich trzech poréwnywanych funkcji — jest bardziej zbli-
zony do krzywej trzeciego stopnia niz analogiczny odcinek krzywej po-
tegowej. Na tym odcinku z cala pewnoscig funkcja prostoliniowa lepiej
odzwierciedla zalezno$§é miedzy nawozeniem mineralnym a plonem niz
funkcja potegowa. :

Srodkowy odcinek przebiegu poréwnywanych funkcji — od pierwsze-



Model potegowej funkcji produkcji ' i 105

go przecigcia si¢ na rys. 2 do nastepnego — byl réwniez znacznie zrézni-
cowany. Zaréwno krzywa potegowa, jak i prosta wyrainie odbiegaly od
krzywej trzeciego stopnia. Analizowany odcinek jest bardzo wazny, gdyz
na nim wystepujg najbardziej interesujgce nas zmiany krancowej efek-
tywnosci nawozenia mineralnego i na tym odcinku mozemy poszukiwaé
optymalnego poziomu zastosowania nawozéw z ekonomicznego i przyrod-
niczego punktu widzenia. Z tego wzgledu na analizowanym odcinku nie
jest wskazane stosowanie funkcji potegowej i prostoliniowej, poniewaz
nie posiadajg one wiasciwosci analityczno-optymalizacyjnych.

Dalszy przebieg poréwnywanych funkcji, od punktu drugiego prze-
ciecia sie ich, w ktérym to punkcie wystapil najwyzszy plon zbdz osza-
cowany funkcjg trzeciego stopnia, byl wyraZznie zréznicowany. Zgodnie
z funkcjg prostoliniowg i potegows plon winien w dalszym ciggu wzras-
ta¢, co nie mialo miejsca w rzeczywistoSci. Réwniez trudno zgodzi¢ sie
z dalszym przebiegiem funkcji trzeciego stopnia, poniewaz z calg pew-
noScig dalszy jej odcinek nie odpowiada rzeczywistoSci i nie wystepuje
tak duzy spadek plonu, jaki wykazuje ta funkcja. Ma jednak ona te zale-
te, ze pozwala na optymalizowanie poziomu nawozenia i stosowanie racjo-
nalnych dawek nawozowych. Zadaniem rolnika jest stosowanie takiego
ukladu pozostalych czynnikéw plonotworczych, aby nawozenie mineralne
wystepowalo w dalszym ciggu jako czynnik w minimum i aby nastepo-
walo przesuwanie sie punktu ekstermalnego (Liebiga) w kierunku dla
nas pozgdanym. Taka analiza i podobne wnioski sg niemozliwe przy sto-
sowaniu funkcji potegowej i prostoliniowej. Mozna wiec wnioskowa¢, ze
funkcja potegowa, jako metoda analizy efektywnosci nawozenia mine-
ralnego, nie powinna byé¢ stosowana przy niskim i wysokim poziomie zu-
zycia nawozow mineralnych.

Gdy pominiemy dolny odcinek krzywej trzeciego stopnia, to latwo
zauwazyé, ze ksztalt pozostalego odcinka zblizony bedzie do paraboli. Sta-
nowi to uzasadnienie dla stosowania funkcji parabolicznej wéwczas, kiedy
nie dysponujemy danymi odzwierciedlajgcymi dolny odcinek krzywe]
trzeciego stopnia. Gdy np. w SHR Ulhéwek pominie sig¢ dane z pierwszych
4 lat, to w pozostatych 11 latach mozna postuzy¢ sie jedynie funkcja pa-
raboliczng (11).

Poréwnanie krzywej potegowej z paraboliczng przedstawiono na rys.
3, z ktérego wynika, ze pierwszy odcinek przebiegu obydwu krzywych
byl wyraznie rézmy. Krzywa potegowa musi zawsze nawigzywac do po-
czatku ukladu osi wspélrzednych i stromo zdgza do rozkladu badanych
wspbtrzednych, po czym przebiega lagodng krzywizng, malo odbiegajaca
od prostej. Krzywa paraboliczna natomiast w calosci podporzadkewana
jest rozkladowi wspélrzednych i moze przecinac osie wspbirzednych
w réznych miejscach. Jest wiec modelem bardziej elastycznym, dajagcym
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Rys. 3. Zalezno$é miedzy nawozeniem mineralnym (x) a plonem

przeliczeniowym w JZ (y) w 55 gosp. pafnstwowych woj.

lubelskiego w r. 1968 wyrazona funkcja paraboliczng i po-
tegowaq

sie lepiej dopasowywa¢ do badanej zmiennosci, a tym samym powinna wy-
stepowaé wyzsza Scislo§é zwigzku w poréwnaniu z funkcjg potegows. Po-
nadto funkcja paraboliczna, podobnie jak trzeciego stopnia, posiada wias-
ciwoéci analityczno-optymalizacyjne i pod tym wzgledem przewyzsza
funkcje potegowsa i prostoliniows.

Krancowa efektywno§é nawozenia mineralnego a model
funkcji produkcji

Analiza krancowej efektywnos$ci nawozenia mineralnego jest zawsze
zwigzana z modelem funkcji, gdyz przyrost plonu na skutek wzrostu na-
wozenia o jednostke wyraza sie pierwszg pochodng danej funkcji. W przy-
padku potegowego modelu funkcji Y’ = axP, pierwsza pochodna wy-
raza sie wzorem:

Ay Y’

Ax X
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gdzie Ay — przyrost plonu, Ax — przyrost nawozenia o jednostke, b —
wspotczynnik elastyczno$ci, Y’ — plon oceniony funkcjg potegows, x —
nawozenie mineralne.

Zalozeniem funkcji potegowej jest stala (Srednia) elastycznos$¢ plonu
wzgledem nawozenia mineralnego, co stanowi malo uzasadniong ceche
tej funkcji. Zgodnie z tym zalozeniem jej pierwsza pochodna, czyli efek-
tywnosé krancowa, jest wprost proporcjonalna do wspdtczynnika elastycz-
nosci i plonu ocenionego funkcjg, a odwrotnie proporcjonalna do nawo-

zenia. Stosunek posiada charakter wskaznika przecietnej efektyw-

no$ci nawozenia. Wskaznik ten wraz ze wzrostem nawozenia mineralne-
go systematycznie maleje — poczgtkowo bardzo szybko, a w miare od-
dalania sie od zerowego poziomu nawozenia — coraz wolniej. Poniewaz
wspolczynnik elastycznoSci jest staty, to zmmiejszanie sie krancowej efek-
tywnosci nastepuje w takim stopniu, w jakim maleje efektywnos¢ prze-
cietna. WskaZznik przecietnej efektywnosci nawozenia mineralnego —
praktycznie rzecz biorgc — nigdy nie ré6wna sie zero, tym samym i kran-
cowa efektywno$¢é wyrazona pochodng funkcji potegowej nie moze by¢
mniejsza od zera, co nie jest zgodne z rzeczywistoscig.

Tabela 3

Kraficowa efektywnosé nawozenia mineralnego w kg lub setnych cze$ciach JZ
obliczona z pochodnych réznych modeli funkcji

. | SHR Ulh6éwek 55 gospodarstw w 1968r.
NPK
a/ba | £ 3 stopnia . 'pf'osto- f. potegowa £ I?arabo- f. potegowa
liniowa liczna :
0,5 4,82 7,26 13,23 17,31 15,75
1,0 8,03 7,26 9,92 14,49 10,60
1,5 9,63 7,26 8,39 11,66 8,53
2,0 9,62 7,26 7,46 8,84 7,13
2,5 8,01 7,26 6,80 6,02 6,48
3,0 479 7,26 6,30 3,20 5,87
3,5 —0,04 7,26 5,92 0,37 5,41
4,0 —_— 7,26 5,60 —2,45 5,05

W tab. 3 przedstawiono analize krancowej efektywnoSci nawozenia
mineralnego, dokonang w oparciu o funkcje wykreslone na rys. 2 1 3.
Z tabeli tej wynika, ze krancowa efektywnos¢ wyrazona pochodng funk-
cji trzeciego stopnia poczatkowo wzrastala, nastepnie po osiggnigciu
swojego maksimum malala do zera, a po przekroczeniu 3,49 q NPK na
1 ha GO przybierala wartosci ujemne. Krancowa efektywnos$é obliczona
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z pochodnej funkcji' kwadratowej systematycznie malala do zera, a po
przekroczeniu 3,57 q NPK/ha GO przybierala warto$ci ujemne. Nato-
miast efektywno$é krancowa wyrazona pochodng funkcji potegowej po-
czgtkowo malala szybko (na malo prawdopodobnym odcinku krzywej),
a w miare wzrostu poziomu nawozenia jej spadki byly coraz mniejsze.
Zgodnie z asymptotycznym charakterem tej funkcji krancowa efektyw-
nos¢ nawozenia mineralnego nie moze przybiera¢ wartoéci ujemnych,
ani réwnaé¢ sie zero. W przypadku zastosowania funkcji prostoliniowej,
efektywnos¢ nawozenia wyraza sie wspélczynnikiem regresji prostej i po-
siada charakter efektywnos$ci przecietnej.

Wydaje sig, ze przyjmowanie stalej elastycznos$ci plonu wzgledem na-
wozenia mineralnego jest mniej prawdopodobne niz wyrazenie efektyw-
nosci wspétczynnikiem regresji prostej, szczegélnie wtedy, kiedy nie moz-
na udowodni¢ istotnej zaleznosci krzywoliniowej. Przy obliczaniu krarco-
wej efektywnosci nawozenia mineralnego proporcjonalnie do stalej (Sred-
niej) elastycznosci model funkcji nie odgrywa wigkszej roli. Mozna prze-
kona¢ si¢ o tym, przyjmujgc staly wspoélczynnik elastycznosci z funkcji
potegowej i plony oszacowane funkcjami: trzeciego stopnia (Y’;), para-
boliczng (Y’,), prostoliniowg (Y’;) i potegowa (Y’s). Tak obliczone wskaz-
niki , krancowej efektywno$ci” nawozenia zamieszczono w tab. 4.

Tabela 4

sKrancowa eféktywnos’é” nawozenia mineralnego w kg obliczona proporcjonalnie
do stalej elastycznos$ci plonu wzgledem nawozenia przy plonie oszacowanym funk-
cjami: trzeciego stopnia (Y’y), paraboliczng (Y’y), prostoliniowq (Y’3) i potegowq (Y’;)

SHR Ulhéwek 55 gospodarstw w 1968 r.
B ¥, b Y, Y, Y
a/ha b b b b b
p 4 X x x X
0,9 15,95 16,05 13,23 12,21 15,75
1,0 9,90 10,16 9,92 9,38 10,60
1,5 8,35 8,20 8,39 8,56 8,53
2,0 7,69 7,21 7,46 7,61 7,13
2,5 7,20 6,62 6,80 6,78 6,48
3,0 6,63 6,23 6,30 6,01 5,89
3,5 5,89 5,95 5,92 5,27 5,41
4,0 4,92 5,74 5,60 4,55 5,05

Z tab. 4 wyraznie wynika, pomijajac pierwsze odcinki przebiegu funk-
cji (do 1 9 NPK/ha GO), ze wszystkie wskazniki obliczone proporcjonalnie
do Sredniej elastycznos$ci sg zblizone do siebie i przy takim obliczaniu
wskazniki krancowej efektywmnosci nawozenia mineralnego sg malo uza-
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leznione od modelu funkcji. Wszystkie wskazniki wystepuja ze znakiem
plus, mimo ze funkcje wielomianowe drugiego i trzeciego stopnia wyka-
zywaly juz spadek plonu.

Uwagi koncowe

Przeprowadzona analiza poréwmawcza funkcji potegowej z wielomia-
nowg drugiego i trzeciego stopnia oraz z funkcjg prostoliniowa wykazala,
ze funkcja potegowa, jako metoda badania efektywno$ci nawozenia mi-
neralnego, nie ma pelnego uzasadnienia z metodycznego i merytorycznego
punktu widzenia.

Ze wzgledu na wlasciwosci matematyczno-analityczne tej funkcji moze
by¢ ona latwo przeceniana jako metoda. Dzieje sie to szczegbélnie wtedy,
kiedy charakterystyki statystyczne postaci logarytmicznej odnosi sie do
postaci potegowej, a takze wtedy, kiedy podkresla sie implikatywny
(mnoznikowy) charakter funkcji z pominieciem addytywnego (sumujgcego)
charakteru postaci logarytmicznej. Estymowanie funkcji potegowej kla-
syczng metodg najmniejszych kwadratéw (na logarytmach zmiennych)
podlega tym samym prawidlowosciom, jakie wystepujg przy estymacji
funkcji prostoliniowej. Podobnie, jak przy estymowaniu parametrow
funkcji wieloczynnikowej prostoliniowej, tak i przy postaci logarytmicz-
nej wystepujgca korelacja pomiedzy zmiennymi niezaleznymi (interkore-
lacja) utrudnia prawidlowg ocene parametréw funkcji i nie zawsze jes-
teSmy w stanie okresli¢ czgstkowego wplywu danej zmiennej na plon.
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