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Streszczenie: W artykule przedstawiono analize poréwnawczg dotyczacg badania efektywnosci
kilku réwnolegtych implementacji algorytmu Gaussa-Seidela. Analizowany w artykule algorytm
pozwala na osiggniecie dosy¢ dobrych pod wzgledem szybkosci zbieznosci oraz wartosci
wspotczynnika przyspieszenia obliczen wynikéw w poréwnaniu do standardowej sekwencyjnej
oraz rédwnolegtej implementacji metody Gaussa-Seidela. Obliczenia praktyczne przeprowadzono
w Srodowisku procesordow wielordzeniowych oraz w srodowisku klastréw obliczeniowych.
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1. Wprowadzenie

Problemy optymalizacji wystepuja w bardzo wielu dziedzi-
nach wspoélczesnej nauki oraz techniki. Pojawiaja si¢ one wsze-
dzie tam, gdzie poszukuje sie najlepszych, z punktu widzenia
przyjetych kryteriéw, rozwiazan. W teorii i praktyce obliczen
optymalizacyjnych znanych jest wiele bardzo réznorodnych
metod i algorytmoéw, czesto silnie powiazanych z rodzajem
zadan i probleméw, do ktoérych rozwigzania sa one wykorzy-
stywane. Dobér wlasciwego do rozwazanego problemu algo-
rytmu zalezny jest réwniez od ilosci oraz rodzaju dostepnej
informacji o przyjetej funkcji celu. W przypadku prostszych
algorytméw wystarczajace moze by¢ zagwarantowanie mozli-
wosci wyznaczenia jedynie wartosci funkcji celu, podczas, gdy
zastosowanie bardziej zaawansowanych metod obliczeniowych
moze wymagaé znajomosci gradientu, czy tez nawet drugich
pochodnych funkeji celu [3, 4]. W przypadku zlozonych zadan
optymalizacji juz samo wyznaczenie wartosci funkcji celu moze
wymagaé przeprowadzenia bardzo czasochtonnych obliczen,
wynikajacych ze ztozonosci modeli wykorzystywanych do opisu
optymalizowanych procesow i zjawisk rzeczywistych. Dodat-
kowym czynnikiem zwigkszajacym czasochlonnosé procedur
optymalizacyjnych moze by¢ wysoki wymiar rozwiazywanych
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probleméw, co przy stosowaniu nawet najbardziej efektywnych
algorytméw optymalizacji moze stanowi¢ powazne utrudnienie
w procesie ich rozwiazywania.

Bardzo duzy potencjal w zakresie znacznego ograniczenia nie-
dogodnosci wynikajacych z duzej czasochtonnosci obliczen opty-
malizacyjnych tkwi w mozliwosci zastosowania do ich realizacji
tak programowych, jak i sprzetowych srodkéw umozliwiajacych
réwnolegle przetwarzania danych [5, 6, 11].

Rozwazania przedstawione w niniejszej pracy dotycza gene-
ralnie zadania programowania nieliniowego (ZPN), sformulowa-
nego w punkcie 2 zaleznoscia (1).

Wiekszos¢ z podstawowych algorytméw obliczeniowych opty-
malizacji ma strukture wybitnie sekwencyjna, stad tez bezpo-
$rednie ich wykorzystanie do obliczen w systemach réwnolegtych
moze okazaé sie dosy¢ trudne.

Jest tak np. w odniesieniu do wielu metod i algorytméw pro-
gramowania nieliniowego, opartych na wykonywaniu sekwencji
elementarnych zadan optymalizacji kierunkowych realizowanych
dla wlasciwych dla danych metod sposob6éw okreslania kierun-
kéw poszukiwan.

7 uwagi na naturalne ograniczenia wielu $rodowisk prze-
twarzania rownoleglego, zwiazane z niekorzystnym wplywem
procesu wymiany danych (np. klastry obliczeniowe) lub cze-
stego odwolania do wspélnych danych (np. systemy z pamiecia
wspélna) na globalng efektywnosé praktycznych implementa-
cji algorytméw réwnolegltych, powinno sie zmierzaé do tego,
aby granulacja zadan realizowanych réwnolegle nie byta zbyt
drobna. Stad tez przyjete w niniejszej pracy zalozenie aby,
w odniesieniu do réwnoleglych implementacji rozwazanych
algorytméw optymalizacji, zadanie optymalizacji kierunkowej
bylo najmniejsza mozliwa do wyszczegdlnienia porcja zadania,
wydaje sie by¢ uzasadnione.

W implementacjach sekwencyjnych rozwazanych algorytmoéow
optymalizacji generowany jest zazwyczaj $cisle sekwencyjny ciag
przyblizen (rozwiazan) problemu, zbiezny (przy zapewnieniu
zbieznosci wykorzystywanej metody) do rozwiazania optymal-
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nego. W przypadku réwnoleglej implementacji tych algorytmoéw
otrzymuje sie z reguly (na kazdym jego etapie) rozproszona
grupe punktéw, na bazie ktorych nalezy okresli¢ jeden punkt lub
grupe punktéw (przyblizen rozwiazania optymalnego) stanowia-
cych punkt poczatkowy dla kolejnego etapu algorytmu. Wspo-
mniana wyzej grupa punktéw moze by¢ otrzymana w wyniku
réwnolegle (jednoczesnie) realizowanych wielu zadai optymali-
zacji kierunkowej, ,startujacych” z tego samego lub z wielu réz-
nych punktéw poczatkowych, realizowanych przy tym wzgledem
jednego, tego samego kierunku poszukiwan (wiazka réwnolegla)
lub wielu (wigzka zbiezna lub rozbiezna) réznych kierunkéw.

Spostrzezenie to moze by¢ podstawa sformulowania wielu
réznych réwnoleglych implementacji tego samego algorytmu
sekwencyjnego, przy czym tak sformulowane algorytmy moga
charakteryzowaé si¢ réznymi warunkami zbieznosci oraz rézna
szybkoscia zbieznosci w poréwnaniu do wyjsciowej, sekwencyj-
nej ich wersji, jednak ich bezsprzeczng zaleta jest to, ze moga
by¢ realizowane w sposéb réwnolegly, a wigc pozwalaja na
wykorzystanie trudnego do przecenienia potencjatu, jaki tkwi
w réwnoleglych systemach obliczeniowych [11].

Moze sie tez zdarzy¢, ze opracowana dla danego algorytmu
sekwencyjnego wersja rownolegla bedzie charakteryzowala sie
zdecydowanie lepszymi wlasciwosciami w poréwnaniu do jej
odpowiednika sekwencyjnego, jak to jest np. w przypadku réw-
noleglej wersji algorytmu Neldera-Meada [2, 11].

Algorytm sympleksu Neldera-Meada jest w miare popular-
nym i, jak wskazuje literatura przedmiotu (np. pozycja [8, 11]),
dosy¢ chetnie stosowanym algorytmem w obliczeniach praktycz-
nych, tym bardziej ze jego implementacja dostepna jest w srodo-
wisku MATLAB. Jednakze jego zastosowanie w odniesieniu do
realizacji sekwencyjnej moze prowadzi¢ do tak zwanej redukcji
sympleksu, co skutkuje praktycznie niemoznoscia wyznaczenia
rozwiazania optymalnego bez zastosowania procedury ,,od$wie-
zania” sympleksu. Ponadto, jak pokazuja badania zaprezento-
wane w pracy [11], dla rozwazanych tam przykladéw, zastoso-
wanie algorytmu Neldera-Meada daje gorsze wyniki odnos$nie
czasochtonnosei obliczeri, (zaréwno w implementacji sekwencyj-
nej, jak i réwnoleglej) w poréwnaniu do omawianego w niniej-
szym artykule algorytmu Gaussa-Seidela z dynamiczna mody-
fikacja bazy kierunkéw poszukiwan.

Mozliwosé réwnoleglego prowadzenia obliczen (np. jednocze-
snego poszukiwania ekstremum w réznych kierunkach genero-
wanych wedlug réznych algorytméw) stwarza réwniez realne
podstawy poprawy niezawodno$ci stosowanych obecnie algoryt-
méw, co ma znaczenie w odniesieniu do trudnych (np. Zle uwa-
runkowanych) zadan optymalizacji. Straty czasu spowodowane
stosowaniem wielu kierunkéw poszukiwan sa tutaj rekompen-
sowane przyspieszeniem wynikajacym z réwnoleglego sposobu
przetwarzania danych. Moze si¢ tez zdarzy¢, ze opracowana
dla danego algorytmu sekwencyjnego wersja réwnolegta bedzie
charakteryzowala si¢ lepszymi wlasciwo$ciami lub tez nawet
w pewnych warunkach szybsza zbieznoscia, jak jest na przyktad
w przypadku jednej z zaproponowanych w pracy [11] réwnole-
glych implementacji algorytmu Gaussa-Seidela, ktéry to algo-
rytm dla niektérych zadan okazatl si¢ wyraznie szybciej zbiezny
niz jego podstawowa wersja sekwencyjna.

Jedna z bardzo interesujacych propozycji réwnoleglej imple-
mentacji obliczen optymalizacyjnych jest metoda zapropono-
wana przez Chazana-Mirankera [1, 11]. Opiera si¢ ona na réw-
noleglej optymalizacji kierunkowej prowadzonej jednoczesnie
przez P = n procesoréw (gdzie n — wymiar problemu optyma-
lizacji) w jednym i tym samym kierunku, przy czym poszcze-
gblne procesory prowadza te optymalizacje startujac z pew-
nej, sukcesywnie modyfikowanej bazy n punktéw okreslonych
w przestrzeni R". W pracach po$wieconych omawianej metodzie
znajduje uzasadnienie stwierdzenie, iz jest ona zbiezna dla pew-
nej klasy $cisle wypuklych, podwdjnie rézniczkowalnych funk-
¢ji. Ponadto, jezeli minimalizowana funkcja f(x), gdzie x € R"
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jest funkcja kwadratowa, wéwczas metoda ta bedzie zbiezna po
wykonaniu maksymalnie n* optymalizacji kierunkowych, co przy
zalozeniu, ze n optymalizacji jest wykonywanych jednoczesnie
przez P=n procesoréw daje w efekcie zbieznoéé dla tego typu
funkcji po n iteracjach, gdzie przez iteracje rozumie sie jeden
pelny cykl algorytmu. Jak pokazaly zaprezentowane w pracy
[11] badania, metoda ta moze prowadzié¢ do bardzo interesuja-
cych rezultatow, w szczegdlnosci w odniesieniu np. do trudniej-
szych zadan optymalizacji (np. dla funkcji Rosenbrocka), dla
ktérych inne, prostsze metody zawodza.

Innym, réwnie interesujacym rozwiazaniem jest zapropo-
nowany w pracy [11] algorytm réwnolegly oparty réwniez na
wykorzystaniu wiazki réwnoleglej, lecz wykorzystujacy dodat-
kowo pewna specyficzng wladciwosé tak prowadzonej optymali-
zacji, skutkujacej majaca miejsce na kazdym etapie algorytmu
redukcja wymiaru przestrzeni poszukiwan, co dla pewnego typu
probleméw optymalizacji, gwarantuje uzyskanie zbieznosci algo-
rytmu do rozwiazania optymalnego w n krokach, lecz przy dwu-
krotnie mniejszym, w poréwnaniu do metody Chazana-Miran-
kera, nakladzie obliczen.

Na szczegdlna uwage zasluguja réwniez tak zwane algorytmy
dwuetapowe. Powstaly one réowniez z mys$la o wykorzystaniu
do ich realizacji systeméw rownolegtych, gdyz w naturalny spo-
sob zakladaja rownolegle przeszukiwanie przestrzeni, w jakiej
okreslone jest rozwazane zadanie przy wykorzystaniu zbieznej
badz réwnoleglej wiazki kierunkéw [11, 13]. Sa one polaczeniem
wykonywanych naprzemiennie algorytméw dwojakiego typu.
Pierwszy z tych algorytméw, stanowiacy tak zwana iteracje roz-
biezna, ma za zadanie wygenerowanie rozproszonego zbioru roz-
wigzan aproksymujacych rozwiazanie optymalne. W najprost-
szym przypadku moze tu by¢ wykorzystany algorytm realizujacy
poszukiwania w kierunkach wersoréw kartezjanskiego uktadu
wspolrzednych (np. algorytm Gaussa-Seidela). Drugi z algo-
rytméw polega z kolei na wytyczeniu w kazdym z tych punk-
tow kierunku poprawy, przeprowadzeniu optymalizacji w tych
kierunkach oraz wyborze takiego sposréd otrzymanych rozwia-
zan, ktére najlepiej aproksymuje rozwiazanie optymalne. Jezeli
kierunki te beda generowane niezaleznie w kazdym z punktéw
przy wykorzystaniu np. algorytméw newtonowskich, wéwczas
otrzyma sie tzw. zbiezna wiazke kierunkéw (iteracja zbiezna),
jezeli natomiast dla kazdego z punktow generowany bedzie
jeden i ten sam wspoélny kierunek to otrzymana wiazka bedzie
wiazka réwnolegla (iteracja réwnolegla) [11]. Jak z powyzszego
wida¢, w algorytmach tych tkwia duze potencjalne mozliwosci
zwiekszenia niezawodnosci obliczen optymalizacyjnych w poréw-
naniu do klasycznych algorytméw jednoetapowych. Wynika to
gléwnie z tego, iz przeszukuje sie dany obszar rozwiazania nie
jednym, lecz wiazka kierunkéw, a ponadto przy generowaniu
wiazki kierunkéw mozna postugiwaé sie nie jednym, lecz wie-
loma réznymi algorytmami, co moze by¢ wazne w przypadku
trudnych zadan optymalizacji.

Przedmiotem niniejszego artykutu jest przedstawienie jeszcze
innej mozliwosci réwnolegtej realizacji obliczen optymalizacyj-
nych zaproponowanej w pracy [11], bedacej daleko idaca mody-
fikacja klasycznego algorytmu Gausa-Seidela. Modyfikacja ta
polega na sukcesywnej aktualizacji przyjetej na poczatku obli-
czen ortogonalnej bazy kierunkéw poszukiwan. Jak pokazano
w pracy [11], podejscie takie moze prowadzi¢ dla pewnych funk-
¢ji do bardzo dobrych wynikéw, konkurencyjnych w stosunku do
rezultatéw otrzymanych przy wykorzystaniu innych klasycznych
metod optymalizacji podobnego typu.

2. Metoda Gaussa-Seidela

Algorytm Gaussa-Seidela jest jednym z najprostszych, a zara-
zem najbardziej naturalnym algorytmem rozwiazywania wie-
lowymiarowych zadai programowania nieliniowego (ZPN) bez
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ograniczen, opartym na wykorzystaniu optymalizacji kierunko-
wej [3, 4, 7, 11, 12]. Cecha charakterystyczna tego algorytmu
jest wykorzystanie stalej, niezmieniajacej sie w czasie realizacji
obliczen bazy kierunkéw okreslonej przez wersory kartezjan-
skiego uktadu wspoélrzednych. Kierunki te w przestrzeni R"
okreslone sa nastepujaco:

E] = [17 05 07 05 0]'["
£, =1[0,1,0,..0,0],

& =10,0,0,..0,1]".
Zadanie poszukiwania minimum funkcji bez ograniczen
mozna sformulowaé nastepujaco:

f(@) = min f(z), (1)

zeR”

gdzie: f R"— R, przy czym zaklada sig, ze f jest funkcja ogra-
niczona od dotu.

Analize efektywnosci réwnoleglych realizacji omawianych
algorytméw prowadzono w oparciu o przyktadowe, mieszczace
sie w klasie probleméw opisanych ogdlng zaleznoscia (1) zadanie
programowania nieliniowego. Ponizej przedstawiono rozwazane
w artykule wersje algorytmu Gaussa-Seidela tak w implemen-
tacji sekwencyjnej, jak i analizowanych realizacjach réwnole-
glych. Do wyznaczania minimum funkeji w kierunku (w wersji
sekwencyjnej oraz réwnoleglej) wykorzystano algorytm Brenta
[10] oparty na zastosowaniu metody interpolacji kwadratowej
oraz metody zlotego podziatu. Jako kryterium stopu przy obli-
czaniu minimum w kierunku przyjeto spetnienie warunku:

‘7%41 - e, (2)

gdzie: A, A, oznaczaja kolejno po sobie wyznaczane w algo-
rytmie minimalizacji kierunkowej przesuniecia wzgledem
punktu 2, w kierunku §(z =z, 4 A8), gwarantujace zmniejsze-
nie wartosci funkcji f{x,4+A§). Natomiast generalnie dla kazdej
z analizowanych metod programowania nieliniowego kryterium
stopu byto spelnienie warunku:

i1 =] < &0 (3)
gdzie: x|, @, oznaczaja przyblizenia rozwigzania optymalnego
wyznaczone w kolejnych krokach algorytmu, przy czym przez
krok algorytmu rozumie si¢ w przypadku metody Gaussa-
-Sedela wykonanie n zadan minimalizacji kierunkowych funk-
cji flx) we wszystkich kierunkach przyjetej bazy ortogonalnej,
natomiast norma rozumiana jest w sensie normy euklideso-
wej, tzn.:

05
lol = [ § <xl->2] | n

i=1

Dla wielkosci okreslajacych odpowiednio dokladnosé realizacji
optymalizacji kierunkowej (e,) oraz dokladnoi¢ realizacji calej
metody (e ) przyjeto nastepujace wartosci

e, =10%¢ =10° (5)

Jako punkt x, z ktérego inicjowano obliczenia, przyjeto we

wszystkich przeprowadzonych badaniach symulacyjnych punkt
poczatkowy uktadu wspoltrzednych:

z,=[0,0,0,...0,0]".
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Dla rozwazanego w artykule przykladu (15) badane algo-
rytmy sa praktycznie zbiezne do rozwiazania optymalnego nie-
zaleznie od wyboru punktu poczatkowego. Moga jednak wysta-
pi¢ pewne réznice w szybkosci zbieznosci (liczbie iteracji nie-
zbednych dla uzyskania wymaganej dokladnosci obliczen), ktére
nie maja jednak wigkszego znaczenia z punktu widzenia rozwa-
zanej w artykule problematyki.

Algorytm sekwencyjny (AS)

Algorytm w implementacji sekwencyjnej sprowadza sie do
realizacji obliczen wedlug nastepujacych krokéw [11]:

1.dla j=1, 2, ..., n obliczy¢ kolejno lj minimalizujace:

Iri;n: f(iﬂj,ﬁ-/ljgj)u (6)

J
oraz wspolrzedne nowego punktu:

;= @+ A, (7)

gdzie: f(z) — minimalizowana funkcja, z€R", &, &,,..,§,

— baza wyjéciowa utworzona z n wzajemnie ortogonalnych

wersoréw kartezjanskiego uktadu wspélrzednych.

2. powyzsze kroki powtarza si¢ do momentu spelnienia kryte-
rium stopu.

Przyjmujac zadania minimalizacji kierunkowej za najmniej-
sze czesci algorytmu, ktére moglyby by¢ realizowane réwno-
legle (jednoczesnie), zadania tego nie da sie w prosty sposéb
zrealizowa¢ réwnolegle, gdyz ma ono strukture sekwencyjna.
Dostosowanie omawianego algorytmu do réwnolegtej architek-
tury komputera (w wersji procesora wielordzeniowego, czy tez
klastra polaczonych ze soba komputeréw) wymaga jego wcze-
$niejszej modyfikacji. Zréwnoleglong wersje omawianego algo-
rytmu mozna sformulowaé w przedstawiony ponizej sposéb [11].

Algorytm réwnolegty (AR1)

Algorytm w implementacji réwnoleglej polega na realizacji

obliczeri w nastepujacych krokach [11, 12]:

1. kazdy procesor oblicza 4; minimalizujace funkcje f() w jed-
nym kierunku (gdy n=P, gdzie n — wymiar problemu,
P — liczba procesoréw) lub kolejno w kilku kierunkach (gdy
n>P),j=1,2, .., n

H/lli-n: f($0+/lj§j)a (8)

J

gdzie: ¢, — wynik poprzedniej iteracji,
2. nowy punkt wyznacza si¢ wedlug zaleznosci:

T = 930+§ iﬁj — Ty, 9)
j=1

3. powyzsze kroki powtarza sie¢ do momentu spelnienia kryte-
rium stopu.

Konsekwencja stosowania zlozenia (9) moze by¢ wolniejsza
zbieznos¢ algorytmu, co zostalo potwierdzone praktycznymi
obliczeniami. Zaleta natomiast jest to, ze tak sformulowany
algorytm moze by¢ realizowany w sposob réwnolegly.

Przedstawiony powyzej algorytm réwnolegly, podobnie jak
jego wyjsciowa wersja sekwencyjna, zaklada korzystanie z nie-
zmieniajacej sie w czasie bazy ortogonalnych kierunkéw poszuki-
wan. Zakladajac mozliwo$¢ jednoczesnej (réwnoleglej) realizacji
wielu zadan poszukiwania minimum optymalizowanej funkcji
w wielu réznych kierunkach, mozna podja¢ prébe sformuto-
wania nowego algorytmu dopuszczajacego modyfikacje bazy
kierunkéw. Idea ta legla u podstaw zaproponowanej w pracy
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[11] nowej réwnoleglej wersji analizowanego w artykule algo-
rytmu. Algorytm w takiej wersji nie jest juz de facto algoryt-
mem Gaussa-Seidela. Mozna stwierdzié, iz zawiera on zaréwno
elementy algorytmu Gaussa-Seidela (optymalizacja wzgledem
n-wymiarowej bazy kierunkéw), jak i analizowanej w pracy [11]
réwnoleglej implementacji algorytmu Powella (dopuszczajacej
modyfikacje wykorzystywanej bazy kierunkéw). Wersja sekwen-
cyjna algorytmu Powella opisana jest w pracach [3, 4], nato-
miast zréwnoleglony algorytm Gaussa-Seidela z modyfikowana
baza kierunkow zostal sformutowany ponizej.

Algorytm réwnolegty Gaussa-Seidela z modyfikacjg bazy (AR2):

Zaproponowany w pracy [11] algorytm réwnolegly z modyfi-

kacja bazy sprowadza sie do realizacji obliczen wedlug naste-

pujacych krokéw: )

1. kazdy procesor oblicza 4; minimalizujace funkcje flz)w jed-
nym kierunku (gdy n=P, gdzie P - liczba procesoréw) lub
kolejno w kilku kierunkach (gdy n>P), j=1,2,...,n:

min: () (10)
gdzie: x, — wynik poprzedniej iteracji,
2. nowy punkt wyznaczy¢ z:
rz=x+te ., (11)
gdzie:
€z = Bos (lefl), e’=A&;, ij=12..n
B=1, e >0
B=-1, ef <0
3. wyznaczy¢ wspoétrzedne nowego kierunku:
§i =4/, gdzie A=z - =, (12)
4. zmodyfikowa¢ baze kierunkéw &,,&,,....&,:
£, =& +ak,  i,j=12,...n (13)

gdzie: 0<a<l, ij przeorientowany znakowo kierunek Sj

(za dodatni przyjmuje sie zwrot zgodny ze zwrotem §),

5. powyzsze kroki powtarza sie do momentu spelnienia kryte-
rium stopu.

Tak sformulowany algorytm znaczaco rézni si¢ od réwnole-
glego algorytmu Gaussa-Seidela AR1. Nastepuje tutaj mody-
fikacja bazy kierunkéw w sposob nie zachowujacy jej ortogo-
nalnosci. Ponadto, ze wzgledu na niezachowana ortogonalnosé
wykorzystywanej bazy kierunkéw, stosowanie prostego ztozenia
geometrycznego wyznaczanych réwnolegle przesunie¢ (uzyska-
nych dla poszczegdlnych kierunkéw bazowych) moze prowadzié
do ,,spowolnienia” algorytmu, jak tez moze, w krancowych sytu-
acjach by¢ przyczyna niezbieznosci algorytmu. W celu unikniecia
tych niedogodnosci, zaproponowano ztozenie tylko maksymal-
nych wartosci wyznaczonych przesunieé, obliczanych wzgledem
poszezegblnych skladowych (wersoréw) globalnego, kartezjan-
skiego ukladu wspélrzednych (globalnego ukladu odniesienia).
Generowany nowy kierunek wykorzystywany jest jedynie do
modyfikowania istniejacej bazy wedlug zaleznosci (13), a nie tak
jak to jest w metodzie Powella do tworzenia nowego kierunku
bazowego. Wymagane przeorientowanie zwrotéw kierunkéw ma
zapewni¢ zawezanie sie ukladu kierunkéw wokét wyznaczanych
kolejno (w kolejnych krokach algorytmu) przyblizen rozwiazania
optymalnego. Poczatkowa warto$¢ wykorzystywanego do mody-
fikacji bazy kierunkéw wspolezynnika a zostala empirycznie
wyznaczona na 1072
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Na podstawie badan ustalono, ze wspotczynnik a rzedu 107
jest odpowiedni tylko dla probleméw o wymiarze nie wiekszym
niz 250. Dla probleméw o wickszym wymiarze taka wartosé
wspoélezynnika a byta przyczyna zaklécen w zbieznosci algo-
rytmu do rozwiazania optymalnego lub tez skutkowala spowol-
nieniem szybkosci zbieznosci algorytmu. Problemy te znikaly
przy wladciwym doborze wartosci tego wspolczynnika dla danego
wymiaru problemu n. Warto$¢ wspoétczynnika a dla probleméw
o wiekszym wymiarze byta dobierana na tym etapie badan eks-
perymentalnie. Generalnie przyczyna zaobserwowanych proble-
méw w przebiegu algorytmu byly problemy wynikajace z nieza-
chowania wzajemnej sprzezonosci wektoréw okreslajacych kie-
runki poszukiwarn, wchodzacych w sklad sukcesywnie modyfiko-
wanej bazy kierunkéw. Probleméw tych uniknieto stosujac suk-
cesywne ods$wiezanie bazy kierunkéw lub tez wprowadzajac na
wzor metody Powella, dodatkowy warunek uzalezniajacy mody-
fikacje bazy od np. wartosci wyznacznika macierzy kierunkéw.

Algorytm Gaussa-Seidela zostal zaimplementowany w dwdch
Srodowiskach systemow réwnolegtych: przy wykorzystaniu stan-
dardu OpenMP — w érodowisku maszyn wielordzeniowych, oraz
przy wykorzystaniu standardu MPI — na klastrze komputeréw
[6]. Obliczenia z biblioteka OpenMP zostaly przeprowadzone na
komputerze stacjonarnym z procesorem i5-3570k w systemie ope-
racyjnym Ubuntu 12.04, natomiast obliczenia z protokotem MPI
zostaly przeprowadzone na klastrze uczelnianym skladajacym sie
z 16 identycznych maszyn (weztéw) z procesorem AMD Phenom
II X6 1090T w systemie operacyjnym Fedora 17.

Ponizej przedstawiono wyniki numeryczne otrzymane na dro-
dze praktycznej realizacji oméwionych wyzej metod i algorytmow
réwnoleglych. Oceng efektywnosci obliczen réwnoleglych prowa-
dzono w oparciu o wspoétczynnik przyspieszenia okreslony zalez-
noscia (14). Oznaczajac mianowicie przez tSEQ(l,n) czas realizacji
algorytmu sekwencyjnego (lub algorytmu réwnoleglego realizo-
wanego sekwencyjnie) na jednym watku albo na jednym proce-
sie, natomiast przez t,,,(P,n) czas réwnoleglej realizacji algo-
rytmu réwnoleglego przy wykorzystaniu P watkow albo P proce-
séw. Czasy te dotycza rozwigzania tego samego n-wymiarowego
problemu optymalizacji. Warto$¢ wspolczynnika przyspieszenia
obliczenn wyznaczano w oparciu o zaleznosé:

5(p}n)ztsEQ7(1’n).

(14)
tpar(P,n)
Obliczenia prezentowane ponizej przeprowadzone byly na
przyktadzie nastepujacego problemu optymalizacji:

n=1 n
min f(r) =X (20-1)(@; - (2+9)'+ 3 (5 2,40 -9)",
zeR" i=1 i=1j=i+1

(15)
gdzie n oznacza wymiar problemu optymalizacji.

Funkcja (15) jest typowa funkcja testowa, podobna do innych
tego typu funkcji cytowanych w literaturze [13], skonstruowana
na potrzeby analizy poréwnawczej prowadzonej m.in. w pracy
[11]. Jest ona funkcja $cisle wypukla w calym obszarze okreslo-
noéci, spetniajaca wszystkie podstawowe wymagania zawarte
w warunkach stosowalnosci analizowanych metod optymaliza-
¢ji. Na rys. 1 przedstawiono wykres poziomicowy funkeji (15)
dla przypadku n = 2.

Wyniki obliczen przedstawione zostaly na rysunkach: 2, 3
oraz 4. Prezentowane badania symulacyjne dotyczyly rozwiaza-
nia problemu (1) dla funkcji f{z) okreslonej zaleznoscia (15), przy
n=500. Rysunki 2 oraz 3 dotycza algorytmu AR1, przy czym
rys. 2 obrazuje zaleznosé wartosci wspotczynnika przyspiesze-
nia obliczen w funkeji liczby watkéw (OpenMP), natomiast rys.
3. przedstawia zaleznos¢ wartosci tego wspotczynnika od liczby
proceséw (MPI). W tym przypadku obliczenia zrealizowane byly
na 16 wezlowym (96 rdzeniowym) klastrze, przy czym wyszcze-
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Rys. 1. Funkcja testowa: n =2
Fig. 1. Benchmark function: n = 2

gblnione w obliczeniach procesy realizowane byly na réznych
rdzeniach wchodzacych w sklad weztéow klastra. Rys. 4 dotyczy
natomiast algorytmu AR2 i przedstawia, podobnie jak rys. 2,
zaleznos$¢ wartosci wspélezynnika przyspieszenia obliczen w funk-
cji liczby watkéw. Jak wynika z rysunkéw 2 oraz 4, algorytmy
ARI1 oraz AR2 niewiele sie réznia jezeli chodzi o uzyskane war-
tosci przyspieszenia obliczen, co jest raczej zrozumiate z uwagi na
przyjety w artykule, czesto stosowany w praktyce, sposob obli-
czania wartosci wspélezynnika przyspieszenia. Za punkt odniesie-
nia przy wyznaczaniu jego wartosci, czyli jako czas sekwencyjnej
realizacji algorytmu, przyjeto czas realizacji zréwnoleglonej wersji
algorytmu na jednym watku/procesie.

Wielkos¢ problemun = 500

Przyspieszenie

1 2 3 a

Liczba watkow

Rys. 2. Réwnolegty algorytm Gaussa-Seidela (AR1): n = 500 (OpenMP)
Fig. 2. Parallel Gauss-Seidel algorithm (AR1): n = 500. (OpenMP)

Wielkos¢ problemun = 500

14
12

Przyspieszenie

oM B O®

1234567 891011121314151617181920
Liczba procesow

Rys. 3. Réwnolegty algorytm Gaussa-Seidela (AR1): n = 500,
P=1,2,...,20 (klaster, MPI)

Fig. 3. Parallel Gauss-Seidel algorithm (AR1): n = 500, P = 1,2,...,20
(cluster, MPI)

Marek Machaczek, Jan Sadecki

Réznice pomigdzy analizowanymi wersjami algorytmu Gaussa-
-Seidela beda mozliwe do zaobserwowania jedynie wéwczas, gdy
do ich poréwnania przyjmie sie wskaznik odzwierciedlajacy rze-
czywista czasochlonnosé obliczen. Dobra bezwzgledna miara
moze by¢ tutaj liczba iteracji niezbednych do przeprowadze-
nia w celu uzyskania takiej samej doktadnosci rozwiazania (dla
takich samych parametréw zadania). Jest to tym bardziej uza-
sadnione, iz czasochlonnosé pojedynczych iteracji dla wszystkich
analizowanych algorytméw dla takiej samej liczby watkéw /proce-
s6w powinna by¢ zblizona. Naklad obliczen mierzony liczba itera-
¢ji jaka otrzymano w przypadku algorytméw AS, AR1 oraz AR2
(dla n = 500) przedstawiono na rys. 5. Rysunek ten obrazuje bar-
dzo interesujaca zalete analizowanego algorytmu z modyfikacja
bazy (AR2), a mianowicie dla rozwazanych przykladéw okazal
sie on szybciej zbiezny zaréwno w stosunku do podstawowej wer-
sji réwnoleglej tego algorytmu (AR1), jak tez, co jest niezmiernie
istotne, w stosunku do jego oryginalnej wersji sekwencyjnej (AS).
Wynik ten zaobserwowany w pracy [11] dla niewielkich wymia-
réw analizowanych przyktadowych probleméw optymalizacji
potwierdzil sie réwniez dla zadan o znacznie wiekszym wymiarze.

3. Poprawiona metoda Gaussa-Seidela
z modyfikacjg bazy

Algorytm Gaussa-Seidela z modyfikacja bazy, dla odpowied-
nio dobranego a, pozwalal na otrzymanie rozwiazania przy
wyraznie mniejszej liczbie iteracji niz algorytm sekwencyjny
oraz podstawowy réwnolegly algorytm Gaussa-Seidela. Eks-

Wielkos¢ problemu n = 500, alfa = 0.0014

MW

Przyspieszenie

1 2 3 a

Liczba watkow

Rys. 4. Réwnolegty algorytm Gaussa-Seidela z modyfikacjq bazy
kierunkéw (AR2): n = 500 (OpenMP)

Fig. 4. Parallel Gauss-Seidel algorithm with modification of search
directions (AR2): n = 500 (OpenMP)

Wielkos¢ problemun = 500

50
40

30
20
10

0

Sekwencyjny  Zrownoleglony Z modyfikacja
bazy

Liczba iteracji

Algorytm

Rys. 5. Algorytmy Gaussa-Seidela (AS, AR1, AR2): szybkos¢
zbieznosci (OpenMP)
Fig. 5. Parallel Gauss-Seidel algorithms (AS, AR1, AR2): speed of
convergence (OpenMP)
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Wielkos¢ problemun = 500

Przyspieszenie

1 2 3 4

Liczba watkow

Rys. 6. Réwnolegty algorytm Gaussa-Seidela (AR2m): n = 500
(OpenMP)
Fig. 6. Parallel Gauss-Seidel algorithm (AR2m): n = 500. (OpenMP)

perymentalny dobér warto$ci wspélezynnika a dla réznych
wielkosci problem jest jednak dzialaniem przyblizonym i nie
zawsze prowadzil do zadowalajacych rezultatéw w odniesieniu
do uzyskiwanych praktycznie szybkosci zbieznosci algorytmu.
W zakresie doboru wartosci tego wspélczynnika wymagane
jest wobec tego prowadzenie dalszych badan teoretycznych,
ktére by¢ moze pozwola w przyszlosci okresla¢ warto$é tego
wspoélezynnika w sposéb optymalny.

Inna wprowadzona dodatkowo modyfikacja algorytmu byto
przywracanie bazy kierunkéw do stanu pierwotnego po wykona-
niu pewnej, zalozonej z gory liczby iteracji (od$wiezanie bazy).
Drzigki tej modyfikacji zauwazona zostala poprawa wiladciwosci
algorytmu — zawsze znajdowal on rozwiazanie optymalne, lecz
kosztem pewnego spowolnienia obliczen — zwigkszenia liczby ite-
racji.

Poprawiony algorytm réwnolegty Gaussa-Seidela z modyfikacja

bazy (AR2m) R

1. kazdy procesor oblicza 4; minimalizujace funkcje fle) w jed-
nym kierunku (gdy n= P, gdzie P — liczba procesoréw) lub
kolejno w kilku kierunkach (gdy n>P), j=1, 2, ..., n:

II/lli_Ili f(zyg+4,85), (16)

7
gdzie: @, — wynik poprzedniej iteracji,

2. nowy punkt wyznaczy¢ z:

z=z+ e, (17)
gdzie:
emaxi = ﬁ”}az (|ezj|)’ 8]21]5]: Z:] = 172’ cey
B=1, el >0
B=-1,¢€l <0
3. sprawdzi¢ warunek
I mod10 = 0 oraz >0 (18)

gdzie: | — numer iteracji, 10 — przyjeta czestotliwo$¢ odswie-
zania bazy.

Jezeli warunek jest spelniony to wykonaj krok (4),

jezeli warunek nie jest spelniony to przejdz do kroku (5).
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Wielkos¢ problemun = 500
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bazy modyfikacjg
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Liczba iteracji

Algorytm

Rys. 7. Algorytmy Gaussa-Seidela (AS, AR1, AR2, AR2m): szybkos$¢
zbieznosci (OpenMP)
Fig. 7. Parallel Gauss-Seidel algorithms (AS, AR1, AR2, AR2m): speed of
convergence (OpenMP)

4. odswiez baze kierunkéw

é: = Epooz (19)

gdzie: ’g’pm — poczatkowa baza kierunkéw,
przejdz do kroku (9)
5. sprawdzi¢ warunek

det > 0.45 (20)

gdzie 5 = [§, §,, .. §] — macierz kierunkéw.

Jezeli warunek jest spelniony to przejdz do kroku (6),

jezeli warunek nie jest spelniony to przejdz do kroku (9).
6. wyznaczy¢ wspo6lrzedne nowego kierunku:

i =4/, gdzie =z - =, (21)

7. zmodyfikowa¢ baze kierunkow:

* . .
§=§;+af, i,j=12,..,n (22)
gdzie:
I<a<l, E; — przeorientowany znakowo kierunek §].
(za dodatnim przyjmuje si¢ zwrot zgodny ze zwrotem &)
8. znormalizowaé baze kierunkéw:

& =&; /&l (23)

9. powyzsze kroki powtarza sie do momentu spelnienia kryte-
rium stopu.

Obliczenia dla zmodyfikowanego algorytmu Gaussa-Seidela
z modyfikacja bazy zostaly przeprowadzone przy wykorzysta-
niu standardu OpenMP. Wartoéé¢ wspolczynnika a wynosita
102, odswiezanie bazy bylo wykonywane co 10 iteracji. Bada-
nia przeprowadzono dla wielkosci problemu n = 500. Najlepsze
wyniki uzyskano dla przyjetej w warunku (20) wartosci 0,45.

Wyniki otrzymane dla tej wersji metody przedstawiono na
rysunkach 6 oraz 7, przy czym rys. 6 obrazuje zaleznos¢ warto-
$ci wspolezynnika przyspieszenia obliczen w funkeji liczby wat-
kéw, natomiast rys. 7 przedstawia liczbe iteracji otrzymana dla
algorytmu AR2m na tle analogicznych rezultatéow otrzymanych
dla wszystkich wczesniej omawianych wersji metody Gaussa-
-Seidela. Rys. 6 pokazuje, iz algorytm AR2m poddaje sie zrow-
nolegleniu réwnie dobrze jak pozostate algorytmy, natomiast
rys. 7 wskazuje iz jest on pod wzgledem czasochtonnosci obli-
czen najbardziej efektywnym algorytmem sposréd wszystkich
wersji rozwazanych w artkule.
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Na rysunkach 8 oraz 9 przedstawiono z kolei przebieg zalezno-
Sci liczby iteracji niezbednych dla osiagniecia zalozonej doktad-
nosci obliczen dla analizowanego przykitadu obliczeniowego
odpowiednio dla probleméw o wymiarze n = 2, 3, 4, ..., 20
(rys. 8) oraz probleméw o wymiarze n = 50, 100, ..., 950 (rys. 9).
Rysunki te pokazuja, ze dla niewielkich wymiarowosci analizo-
wanego problemu optymalizacji proponowany algorytm wyka-
zuje przewage w poréwnaniu do sekwencyjnej jak i podstawowe;j
réwnoleglej jego wersji, natomiast dla duzych wymiarowosci
problemu przewage ta mozna zachowaé¢ wprowadzajac okresowe
odé$wiezanie bazy kierunkow.

4. Podsumowanie i dalsze kierunki badan

7 przeprowadzonych i czeSciowo zaprezentowanych w niniej-
szym artykule badan wynika, ze dla zadan o znacznie wiek-
szym wymiarze w poréwnaniu do rozwazan prowadzonych
w pracy [11] (gdzie analizowano zadania o wymiarze prze-
waznie do n = 20), to znaczy np. dla n = 500 i wiecej dalo
sie rowniez w wielu analizowanych przypadkach zaobserwo-
waé wyrazna, pod wzgledem szybkosci zbieznoéci, przewage
algorytmu Gaussa-Seidela z modyfikacja bazy zaréwno w sto-
sunku do podstawowej wersji réwnoleglej tego algorytmu, jak
tez, co jest niezmiernie istotne, w stosunku do jego oryginal-
nej wersji sekwencyjnej. Dalsze badania obejma w przyszlosci
jeszcze bardziej zlozona pod wzgledem wymiarowosci grupe
probleméw optymalizacji, jak tez tzw. trudniejsze zadania
optymalizacji stanowiace pewne wyzwanie rowniez dla innych
znanych efektywnych algorytméw i metod optymalizacji.

Innym problemem jest zagadnienie analizy i okreslenia teo-
retycznych warunkow zbieznosci rozwazanego w artykule algo-
rytmu bardzo mocno uzaleznionych od sposobu generowania
kierunkéw poszukiwan. Wiadomo, ze jezeli jakiekolwiek dwa
kierunki spoéréd kierunkéw tworzacych macierz kierunkéw =,
gdzie 5= [§, &, .., § ], beda wzgledem siebie liniowo zalezne,
to wéwczas wyznacznik tej macierzy bedzie réowny zero:
det = = 0. Liniowa zalezno$¢ jakichkolwiek dwéch, lub wiek-
szej liczby kierunkow zawartych w modyfikowanej na biezaco
bazie kierunkéw moze skutkowaé¢ duzymi trudnosciami w osia-
gnigciu zbieznodci algorytmu w ogdle, a w szczegdlnosci trud-
nos$ciami w osiagnieciu zbieznosci algorytmu do rozwiazania
optymalnego. Stad zagwarantowanie spelnienia warunku: det
= >0 przy kazdorazowej modyfikacji macierzy kierunkéw
dokonywanej w trakcie dzialania algorytmu moze mieé bardzo
duze znaczenia. W szczegblnosci, warunek ten moze przyjacé
ostrzejsza forme, a mianowicie: det ='> 3, gzie f jest przyjeta
graniczna dopuszczalng wartoscia jaka moze przyjaé¢ wyznacz-
nik macierzy =. W dotychczasowych badaniach problem okre-
$lenia wartosci wsp6lezynnika  analizowany byl jedynie na
gruncie eksperymentalnym, i pokazal ze ma on niebagatelny
wplyw na szybko$¢ zbieznosci algorytmu. W dalszych bada-
niach podjete beda dzialania zmierzajace do teoretycznego
okreslenia wartosci tego wspétczynnika lub tez do okreslenia
bardziej sformalizowanego warunku gwarantujacego zbieznosé
analizowanego w artykule algorytmu réwnoleglego z modyfika-
cja bazy np. na wzér warunkéw sformulowanych dla metody
Powella [3, 4].

Bibliografia

1. Chagzan D., Miranker W.L., A Nongradient and Parallel Algo-
rithm for Unconstrained Minimization, “SIAM Journal on Con-
trol”, vol.8, No. 2, May 1970, 207-217. DOIL: 10.1137/0308015.

2. Dennis J.E., Torczon V., Direct Search Methods on Parallel
Machines, STAM Journal on Optimization, Vol. 1, No.4, Novem-
ber 1991, 448-474. DOI: 10.1007/978-3-642-48417-9 2.

Liczba iteracji

Marek Machaczek, Jan Sadecki

&

=
=

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Wielkos¢ problemu n

== Sekwencyjny

==t Poprawiony algorytm Gauss-Seidela
z modyfikacja bazy

== Algorytm Gauss-Seidelaz
modyfikacja bazy

Rys. 8. Algorytmy Gaussa-Seidela: n=2, 3, ..., 20 (OpenMP)
Fig. 8. Gauss-Seidel algorithms: n=2, 3, ... , 20 (OpenMP)

70

60

= Ul
o o

w
o

Liczba iteracji

]
o

=
=

50 150 250 350 450 550 650 750 850 950

Wielkos¢ problemu n
sl Sekwencyjny algorytm Gaussa-Siedela
s Rownolegly algorytm Gaussa-Siedela
=== Poprawiony algorytm Gauss-Seidela z modyfikacjg bazy

ods$wiezanie co 2

Poprawiony algorytm Gauss-Seidela z modyfikacjg bazy
odswiezanie co 10 z warunkiem

Rys. 9. Algorytmy Gaussa-Seidela: n = 50, 100, ..., 1000 (OpenMP)
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Efficiency Analysis of Some Parallel Implementations
of the Gauss-Seidel Algorithm

Abstract: The paper presents the results of the efficiency analysis of some parallel implementations
of Gauss-Seidel algorithm. The main idea of the presented method consists in successive modifica-
tion of the search directions used in the computations. This modification is performed on the basis

of solutions of local optimization subproblems received for all stages of the algorithm. The analyzed
algorithm enable to achieve a good efficiency of parallel computation in terms of speed of conver-
gence and value of speedup factor in comparison to standard sequential and parallel implementation
of Gauss-Seidel method. Parallel computation were implemented in the multicore processor and multi-
processor cluster.
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mgr inz. Marek Machaczek

dr hab. inz. Jan Sadecki, prof. PO

marek ma89@gmail.com

Dyplom magistra inzyniera w zakresie infor-
matyki uzyskat w 2013 r. na Wydziale Auto-
matyki, Elektrotechnik i Informatyki Politech-
niki Opolskiej. Obecnie jest doktorantem Poli-
techniki Opolskiej w dyscyplinie Automatyka
i Robotyka. Gtownym kierunkiem jego badan
s3 obliczenia rownolegte.

j.sadecki@po.opole.pl

Jest dtugoletnim pracownikiem Politechniki
Opolskiej. Stopien doktora nauk technicz-
nych (1988 r.) oraz doktora habilitowanego
(2004 r.) uzyskat w dyscyplinie Automatyka
i Robotyka na Wydziale Elektroniki i Technik
Informacyjnych Politechniki Warszawskiej
Zajmuje sie przetwarzaniem rownolegtym
i rozproszonym, systemami rownolegtymi,
klastrami obliczeniowymi

36 PO M I

A R Y

AAU T O MATY KA

RO B O T Y KA





