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REGRESJA JAKO METODA PROCESU PREDYKCJI

Dariusz AMPULA
Wojskowy Instytut Techniczny Uzbrojenia

Streszczenie: W artykule autor we wstepie przedstawia krotki rys historyczny a nastepnie zapoznaje
czytelnika z metodg analizy regresji. Na poczatku scharakteryzowano funkcje regresji 1 i Il rodzaju po
czym na przyktadzie podjetych decyzji podiagnostycznych zapalnikow typu B-23U, przedstawiono
spos6b wyznaczenia tych funkcji. Scharakteryzowano klasyczny model regresji liniowej oraz za
pomocag ww. wynikow badan przestawiono posta¢ graficzng i analityczng funkcji regresji tacznie z
wyliczonymi przedzialami ufnosci. Zgodnie z procedurg wyznaczania linii regresji dokonano takze
estymacji parametrow modelu regresji oraz weryfikacji tego modelu. Zaprezentowano réwniez metode
okreslania predykcji na podstawie modelu regresji liniowej dla analizowanych w artykule zapalnikow
typu B-23U. Przedstawiono graficzng interpretacj¢ przedziatu predykcji dla ww. zapalnikow. Ze
wzgledu na obszernos¢ artykutu, nie omowiono testdow sprawdzajacych podczas weryfikacji
statystycznej zaprezentowanego modelu regresji. W artykule zastosowano uniwersalne narzedzie
statystyczne jakim jest program Statistica. Dzigki niemu przedstawiono interpretacj¢ graficzng oraz
arkusze wynikow analizowanych danych statystycznych zapalnikéw typu B-23U. Na koncu artykutu
przedstawiono zwigzte wnioski dotyczace analizy regresji liniowej.

Stowa kluczowe: predykcja, model, regresja, zmienna, estymacja.

THE REGRESS AS THE METHOD OF PREDICTION PROCESS

Dariusz AMPULA
Military Institute of Armament Technology

Abstract: In the introduction of the article the author presents a short historical outline and then
acquaints the reader with the method of the regress analysis. The function of regress 1st and 2nd kind is
shown at the beginning and on the example undertaken after diagnostic decisions fuses type B-23U, the
way of marking this function was introduced. The classic model of the linear regress was characterized
and using the results of the tests the graphic and analytic figure of the regress function together with
enumerate trust range was introduced. According to the procedure of making regress line, the estimation
of the parameters regress model and verification of this model was also executed. The method of
defining prediction on the basis linear regress model for analysed fuses type B-23U in article was
presented. The graphic interpretation of the prediction range for this fuses was discussed. Due to the
extensiveness article, tests checking during the statistical verification of the presented regress model
were not outlined. In the article, the universal statistical tool was applied i.e. the Statistica programme.
Thanks to it, the graphic interpretation and the sheets of analysed statistical results of the fuses type B-
23U were introduced. Concise conclusions relating to analyses linear of regress were introduced at the
end of the article.
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1. Wstep

Wigkszo$¢ zjawisk w otaczajagcym nas $wiecie wystgpuje nie w odosobnieniu, ale w
roznorodnych zwigzkach. O powigzaniach mi¢dzy nimi mowig roznorodne prawa, formutujac
przerdzne zalezno$ci migdzy wystepujacymi tam zmiennymi.

Wspotzalezno§¢ miedzy zmiennymi, wedlug [1], moze by¢ dwojakiego rodzaju:
funkcyjna 1 stochastyczna (probabilistyczna). Istota zaleznosci funkcyjnej polega tym, ze
zmiana warto$ci jednej zmiennej powoduje Scisle okre§long zmiang drugiej zmiennej. Tak
wigc w zaleznosci funkcyjnej okreslonej wartosci jednej zmiennej X odpowiada jedna i tylko
jedna warto$¢ drugiej zmiennej Y. Symbolem X oznacza si¢ zmienng niezalezng
(objasniajaca), natomiast symbolem Y zmienng zalezna (objasniang). Ze zwigzkami typu
funkcyjnego spotykamy si¢ w naukach przyrodniczych i w technice.

Zalezno$¢ stochastyczna wystepuje wtedy, gdy wraz ze zmiang jednej zmiennej zmienia
si¢ rozklad prawdopodobienstwa drugiej zmiennej. Szczegdlnym przypadkiem zaleznosSci
stochastycznej jest zalezno$¢ korelacyjna (statystyczna). Polega ona na tym, ze okreslonym
wartosciom jednej zmiennej odpowiadajg Scisle okreslone $rednie wartosci drugiej zmienne;.
Mozemy zatem ustali¢, jak zmieni si¢ $rednio bioragc warto$¢ zmiennej zaleznej Y w
zaleznosci od warto$ci zmiennej niezaleznej X.

Jesli miedzy badanymi zmiennymi nie ma zwigzku stochastycznego, to nie ma rowniez
zwigzku korelacyjnego. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Wynika to z tego, ze
okreslonej liczbie identycznych wariantow zmiennej odpowiada zawsze ta sama $rednia, ale
dang $rednig mozna uzyska¢ z réznej kombinacji takich wariantéw.

O badaniu zwigzku korelacyjnego mozna méwic tylko wtedy, gdy przynajmniej jedna
zmienna jest mierzalna. W celu okre$lenia stopnia zaleznos$ci migdzy badanymi zmiennymi
mozna postuzy¢ si¢ wspotczynnikiem korelacji lub funkcja regresji. Wspotczynnik korelacji
jest miernikiem sity zalezno$ci miedzy badanymi zmiennymi. W wyniku analizy regresji
mozna odpowiedzie¢ na pytanie, jakiej zmiany Sredniej warto$ci zmiennej zaleznej nalezy
oczekiwaé przy zmianie warto$ci zmiennej niezaleznej o jednostke. Obie metody badania
wspotzaleznosci, tj. korelacja i regresja, odpowiadaja zatem na rozne, ale uzupetniajace si¢
nawzajem pytania.

Nazwa regresja wedtug [2] 1 [5] jest nieco niefortunna, poniewaz ma niewiele wspolnego
z cofaniem si¢ jak sugerowalby to wyraz. Nazwa ta zostala po raz pierwszy uzyta w 1885
roku przez Sir Francisa Galtona ( ucznia Darwina ) podczas badan nad zalezno$cig wzrostu
potomstwa od wzrostu rodzicéw. Obserwacje te daty poczatek teorii ,,regresji w kierunku
przecietnosci”. W istocie regresja jest o wiele starsza. Jak zauwazono w literaturze, francuscy
matematycy w XVIII wieku ( Laplace ) przeprowadzili analizy, ktore nazwaliby$my regresja.

2. Regresja liniowa

Jezeli przyjmiemy [2], ze zbiorowos$¢ jest badana ze wzgledu na dwie zmienne X 1 Y,
gdzie oczywiscie zmienna Y jest zmienng mierzalng, wartosci tych zmiennych w n-elemento-
wej probie oznaczamy odpowiednio x4, X3, ..., X, OFaZ Y1, V2, <) V-

Narzedziem badania mechanizmu powigzan miedzy tymi zmiennymi jest funkcja regresji.
Funkcja regresji jest to funkcja matematyczna okreslonej postaci, ktora jest przyblizeniem
faktycznej zaleznosci mig¢dzy zmiennymi. Posta¢ funkcji jest ustalana na podstawie
zaobserwowanych wartosci (x;, y;).

Doktadny obraz takiej zaleznos$ci w populacji daje funkcja regresji 1 rodzaju, ktora
pokazuje, jak zmieniajg si¢ wartosci oczekiwane zmiennej zaleznej w zaleznosci od zmian
warto$ci innych zmiennych ( zmienne niezalezne ).

Dla omawianych zmiennych X i1 Y funkcje regresji I rodzaju mozemy zapisac:
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ECYIX=x)= f(x) (1)

gdzie: E(Y|X = x;) - $rednia z warto$ci zmiennej Y, ktore odpowiadajg warto$ci zmiennej x; .

Tabela 1 - zapalniki typu B-23U

Czas skladowania Liczba decyzji | Liczba dc_ecyzji Frakcja d_ecyzji Liczba zba_@anych
negatywnych dodatnich dodatnich partii

10 0 2 100,00 2
11 4 22 84,62 26
12 2 10 83,33 12
13 2 5 71,43 7
14 3 6 66,67 9
15 2 1 33,33 3
16 12 4 25,00 16
17 8 9 52,94 17
18 3 3 50,00 6
19 9 2 18,18 11
20 1 2 66,67 3
21 4 0 0,00 4
22 4 4 50,00 8
23 1 5 83,33 6
24 4 2 33,33 6
25 3 5 62,50 8
26 3 3 50,00 6
27 3 0 0,00 3
28 2 4 66,67 6
29 1 1 50,00 2
30 6 1 14,29 7
31 3 2 40,00 5
32 3 6 66,67 9
33 3 3 50,00 6
34 4 3 42,86 7
35 5 0 0,00 5
36 6 2 25,00 8
37 1 2 66,67 3
38 1 6 85,71 7
39 3 4 57,14 7
40 8 1 11,11 9
41 5 0 0,00 5
42 7 4 36,36 11
43 9 0 0,00 9
44 3 1 25,00 4
45 1 3 75,00 4
46 1 0 0,00 1

Razem 140 128 47,76 268

Dla przedstawionych danych w tabeli 1, wykres zaleznoS$ci frakcji decyzji dodatnich od
czasu sktadowania przedstawia rysunek 1.

Analityczna posta¢ funkcji f (x; ) jest najczesciej nieznana. Tym samym wyznaczenie
regresji | rodzaju jest trudne. W praktyce postepuje si¢ w ten sposob, ze na podstawie
zaobserwowanych wynikow z préoby mozemy graficznie przedstawi¢ tzw. empiryczng lini¢
regresji. Przy jej pomocy wyznaczamy najbardziej odpowiednig posta¢ analityczng funkcji
opisujgcg powigzanie miedzy zmiennymi. Funkcja ta nosi nazwe funkcji regresji 11 rodzaju.
Funkcja regresji Il rodzaju zastepuje nam, jesli uzyskane przyblizenie mozemy uznaé za
wystarczajace, nieznang krzywa regresji [ rodzaju.
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Jako przyktad wyznaczenia funkcji regresji I rodzaju postuzymy si¢ wynikami badan
diagnostycznych zapalnikow typu B-23U. S3 to zapalniki stosowane w 25 mm nabojach
morskich. Przedstawiona tabela 1 zawiera wszystkie decyzje podjete po badaniach
laboratoryjnych dla tego typu zapalnikéw do roku 2010 wiacznie.

Funkcja regresji | rodzaju
Fapalniki B-231
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Rys. 1. Empiryczna linia regresji | rodzaju dla zapalnikéw B-23U

Wykres empirycznej linii regresji podpowiada nam typ funkcji opisujacej powigzanie
pomig¢dzy badanymi zmiennymi. T¢ funkcj¢ nazywamy funkcja regresji Il rodzaju. Funkcja ta
jest wiec przyblizeniem funkcji regresji I rodzaju. Empiryczny wykres regresji pozwala na
wskazanie analitycznej postaci funkcji regresji Il rodzaju. Dla jej doktadniejszego
wyznaczenia korzystamy takze ze zrddel pozastatystycznych, np. z poprzednich badan
doswiadczalnych, opinii dos§wiadczonych badaczy.

Ogo6lnie wedtug [2] proces wyznaczania modelu funkcji regresji Il rodzaju mozemy
podzieli¢ na cztery etapy:
specyfikacja modelu;

— estymacja parametrow modelu;
— weryfikacja modelu;
— uzycie modelu do procesu predykcji.

Specyfikacja to sformutowanie modelu w postaci nadajacej si¢ do dalszej analizy i
weryfikacji empirycznej. Punktem wyjscia do sformutowania modelu jest istniejaca teoria
oraz postawiona przez nas hipoteza naukowa, ktora chcieliby$my zweryfikowa¢ w oparciu o
dane liczbowe, ktérymi dysponujemy.

Estymacja to zastosowanie odpowiednich metod statystycznych w celu otrzymania jak
najlepszych ocen wystepujacych w modelu parametrow w oparciu o dane liczbowe. Dane te
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to najczesciej wyniki badan przeprowadzonych w losowo wybranej probce. Na tym etapie
nastepuje nadanie parametrom modelu wartosci liczbowe;.

Weryfikacja to sprawdzenie, czy otrzymane oszacowanie modelu wytrzymuje
konfrontacj¢ z teorig oraz czy dane potwierdzajg poprawno$¢ utworzonego modelu.
Wykorzystujac metody statystyczne, szacujemy istotno$¢ otrzymanych parametrow. Jesli
model nie spelnia stawianych mu wymagan, mozemy sformutowa¢ nowy model (zmienié¢
posta¢ funkcji, zebra¢ nowe dane, wykorzysta¢ inng teorig¢ itd.).

W koncowym etapie, kiedy model uznajemy za poprawny, mozemy go wykorzysta¢ albo
do obliczenia nieznanych warto$ci zmiennej zaleznej (méwimy wowczas o procesie
predykcji), albo do wyznaczenia wartosci zmiennych niezaleznych dla uzyskania
odpowiedniego poziomu zmiennej zaleznej (méwimy wowczas o procesie sterowania).

W podanym przyktadzie 1, wyspecyfikowang krzywa, ktora najlepiej opisuje wzajemne
powigzanie zmiennych, jest wykres funkcji liniowej. Ta krzywa moga by¢ funkcje
logarytmiczne, wyktadnicze, potggowe, wielomianowe itp. Funkcja liniowa jest wigc
najprostsza, a zarazem najczesciej spotykana zalezno$cia opisujaca wyspecyfikowang krzywa.

3. Klasyczny model regresji liniowej

Przy rozpatrywaniu regresji liniowej, regresja I rodzaju opisujaca zalezno$¢ zmiennej Y

od X, jest wigc w takiej sytuacji postaci:
Y=E(Y|X=x) =fp+ f1x +¢ (2)
gdzie: E(Y | X =x)=E (Y |X) - oznacza warto$§¢ zmiennej Y oczekiwana przy warunku
Ze zmienna przyjmuje wartos¢ x;
¢ - sktadnik losowy.

Oznacza to, ze znajomo$¢ jednej zmiennej (X) pozwala nam na u$cislenie jakich wartosci
nalezy oczekiwa¢ od drugiej zmiennej. Sktadnik losowy reprezentuje losowe zakldcenia
funkcyjnego powigzania migdzy warto§ciami zmiennej zaleznej a warto$ciami zmiennej
niezaleznej. Sktadnik ten wyraza wptyw wszystkich czynnikow, ktére obok X wptywac¢ moga
na zmienng objasniang Y oraz zwigzany jest z brakiem pelnego dopasowania analitycznej
postaci funkcji regresji do rzeczywistego powigzania mi¢dzy analizowanymi zmiennymi.
Sktadnik losowy jest wigc losowa zmienna, ktoéra pozwala na obliczenie doktadnos$ci
szacunku parametrow liniowej funkcji regresji. Rownania lub uktady réwnan opisujgce
powigzania mi¢dzy zmiennymi statystycy nazywaja modelami. Tak wigc rOwnanie ( 2 ) wraz
z dodatkowymi zatozeniami nosi nazwe klasycznego modelu regresji liniowe;.

Nalezy pamigtac, ze w rzeczywistosci nie sg znane parametry S, i f; . Mozemy je jedynie
oszacowa¢ na podstawie n-elementowej probki, sktadajacej si¢ z par obserwacji ( x;,y;) dla
i =1,2,...,n. Oszacowana funkcja regresji przyjmuje wowczas nast¢pujacg postac:

Yi=bo+ bix;+ e, =9; + e (3)
gdzie: i = 1, 2, ..., n - kolejne numery elementdéw obserwaciji;
e; - reszty ( zmienna losowa ) definiowane jako e; = y; — ;.

Dla statystykow przy wyznaczaniu dopasowanej linii regresji, punktem wyjs$cia sg reszty,
a wihasciwie suma kwadratow reszt, opisujaca rozbiezno$¢ pomiedzy warto§ciami empiry-
cznymi zmiennej zaleznej a jej warto$ciami teoretycznymi, obliczonymi na podstawie
wybranej funkcji. Oszacowania b, i b; dobieramy tak, aby suma kwadratéw reszt osiggneta
minimum. Ta najbardziej znana i stosowana metoda szacowania parametréw linii regresji nosi
nazw¢ metody najmniejszych kwadratow. Wszystkich czytelnikéw chcacych doktadnie
pozna¢ zasady tworzenia i stosowania tej metody odsytam do wczesniejszego mojego
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artykutu nt. Predykcja za pomocq metody najmniejszych kwadratow, ktory ukazat sie¢ w
Problemach Techniki Uzbrojenia nr 1/2014.

Ogoblnie metoda najmniejszych kwadratéw polega na takim oszacowaniu parametrow
funkcji ( 2 ), by dla danych z probki spetniony byt warunek:

wyrazenie Yi—1(vi — 9% = Yi=1(y; — b1 x; — by)* ma osiaggng¢ minimum, (4)
gdzie: y; oznaczajg warto$ci empirycznej zmiennej Y, a J; warto$ci teoretyczne wyznaczone

na podstawie rownania ( 3 ).
Wykorzystujac wige ( 4 ) otrzymujemy wzory:

bO = }_/ - bl X ( 5 )
_ ZimaGa= 0=y
by = T, (= )2 (6)

gdzie: x - $rednia warto$¢ X;
¥ - $rednia warto$¢ Y.

Oceny parametrow b, i b; nosza nazwe wspotczynnikow regresji.

Licznik ulamka okreslajacego warto$¢ b; stanowi podstawowy element miary
wspotzmienno$ci dwoch zmiennych pozostajacy w zwigzku liniowym. Nosi on nazwe
kowariancji
1 wyraza ja wzor postaci:

cov (X, Y) — Zi:l(xi_ X)i— ) ( 7 )

n-1
Szacujac parametry powyzszych wzorow, otrzymujemy liniowg funkcje regresji postaci:

y =75304—-1,103 x x (8)

Wykres regres;ji liniowej dla rozpatrywanego przyktadu zapalnikow B-23U tzn. zaleznoS$ci
frakcji decyzji dodatniej od czasu sktadowania przedstawia rysunek 2.

Dodatkowo, podczas wyznaczania funkcji regresji zostal wyliczony wspotczynnik
korelacji liniowej Pearsona, ktory wynosi r = -0,4114.

Podczas wyznaczania linii regresji, oprocz kwestii jej specyfikacji, nalezy wzia¢ pod
uwagge cztery bardzo wazne problemy:

— problem zastosowania metody najmniejszych kwadratow (spelienie odpowiednich
zalozen);

—  problem wlasno$ci estymatorow otrzymanych metoda najmniejszych kwadratow;

—  problem istotno$ci ocen parametrow;

—  problem doktadno$ci dopasowania linii regresji do warto$ci empirycznych.

Wyznaczanie przedzialdéw ufnosci jest bardzo popularne, gdyz nie posiadaja one szeregu
wad jakimi obarczone sg estymatory. Przedzialy ufnoSci okreslaja nam prawdopodobny
zasigg naszych wyliczen od warto$ci rzeczywistej. Wyznaczenie arytmetyczne tego
przedziatu jest skomplikowane 1 wymaga zastosowania specjalnych wzoréw, ktorych postaé
zalezy od liczno$ci probki oraz od pewnych zatozen dotyczacych badanej cechy. Dzigki
pomocy techniki komputerowej, wiekszo§¢ programéw statystycznych wylicza przedzialy
precyzyjnie
i bez problemu.

Interpretacja przedzialu ufnosci jest oczywista: im mniejszy przedziat ufnosci, tym
doktadniej obliczony przez nas estymator przybliza warto$¢ rzeczywista dla calej populacji.
Odwrotnie, szeroki przedziat ufnosci oznacza mozliwo$¢ duzych odchylen wartosci z proby
od wartosci z populacji, czyli matg wiarygodnos$¢ naszych wynikéw obliczen.
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Wiykres rozrzutl wraz z linig regresji

y=75,304-1,103% r=-0,4114 #5% p.Umosel
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Rys. 2. Wykres rozrzutu, linia regresji wraz z 95% przedzialem ufnosci

4, Estymacja parametréw modelu funkcji regresji

Na poczatku nalezy wyznaczy¢ oceny parametrow modelu metoda najmniejszych
kwadratow. W tym celu uzyjemy programu Statistica i otrzymujemy arkusz wynikow
przedstawiony na rysunku 3.

Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: Frakcja decyzji dodatnich (Regresja B-23U) R=,41140461 R"2=
,16925375 Skoryg. R2=,14551815 F(1,35)=7,1308 p<,01142 Blad std. estymacji: 26,819

b* BL std. - z b* b BlLstd.-zb t(35) p
W. wolny 75,30350 12,37471 6,08527 0,000001
Czas skladowania | -0,411405 0,154064 -1,10272 0,41295 -2,67035 | 0,011415

Rys. 3. Arkusz wynikdw danych regresji dla zapalnikow B-23U

Wspdtezynniki regresji to kolumna ,,b”. Poszukiwany model regresji ma wigec postaé
rownania ( 8 ). Badacz nigdy nie dysponuje peilng informacja o calej populacji. To co ma, to
tylko funkcja regresji wyliczona na podstawie danych z badanej prébki. Ta funkcja regresji,
jest aproksymacja regresji w catej populacji. Wiaze si¢ z tym problem oceny rozbiezno$ci
migdzy warto$ciami zmiennej zaleznej y;, a warto§ciami y; wyliczonymi z modelu. Roznice
e; = y; — ¥, opisujace t¢ rozbieznos¢, jak wspomniatlem wczesniej s3 to reszty. Im reszty
beda mniejsze, tym blizej wartoSci empirycznej y; beda wartosci y; przewidywane przez
model. Najlepiej bytoby, gdyby reszty byly rowne zero.
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W statystyce precyzj¢ estymatora mierzy jego wariancja. Wielko$¢ dana wzorem (9),
zwana btedem standardowym estymacji, informuje o przecigtnej wielkosci odchylen
empirycznych warto$ci zmiennej zaleznej od wartosci wyliczonych z modelu.

n eZ

— i=1"i
Se= |5 (9)

Im S, mniejsze, tym lepiej jest dopasowany model. Wartos¢ ta zawarta jest w arkuszu
wynikow danych jako ,,Btad std. estymacji”. W przypadku analizowanych zapalnikéw B-23U
wynosi on S, = 26,819. Oznacza to, ze przewidywane warto$ci zmiennej zaleznej ro6znig si¢
od warto$ci empirycznych $rednio o0 26,819%. Mozna wigc rownanie ( 8 ) zapisac jako:

y =-1,103 xx + 75,304 + 26,819 (10)

Wyliczone wspotczynniki regresji sa oszacowaniami wspotczynnikoéw regresji dla catej
populacji. Jakim wigc bledem sg one obarczone? Odpowiedzi na to pytanie udziela $redni
btad szacunku parametru. Jest on oszacowaniem S$redniej rozbieznosci migdzy parametrami
modelu a jego mozliwymi ocenami. Wartosci tych bledow sg zawarte w arkuszu wynikow
danych jako ,,Bl. std.- z b”. Dla zapalnikéw B-23U mamy:

— oceny parametru b; odchylajg si¢ od tego parametru 0 S, = 0,41295,
— oceny parametru b, odchylajg si¢ od tego parametru o Sp, = 12,37471.

Mozna wigc powiedzie¢, ze szacujac wspoOtczynnik kierunkowy na poziomie -1,103
mylimy si¢ $rednio o 0,413. Analogicznie, szacujagc wyraz wolny na poziomie 75,304,
mylimy si¢ $rednio biorgc o 12,375. Nasuwa si¢ pytanie czy to duzo czy tez nie? Dla
parametru b; btad szacunku stanowi okoto 37%, natomiast dla parametru b, btad ten stanowi
okoto 16%. Uzyskane bledy szacowania sg akceptowalne, dopiero wartosci wigksze od 50%
powinny wzmoc naszg czujnosc.

Wielu statystykow uwaza, ze $rednie btedy szacunku sg niewygodne w uzyciu. Duzo
tatwiej jest interpretowac ilorazy t (t = b;/Sp,). Wartosci te zawarte s3 w arkuszu wynikow
danych jako ,,t(35)”. Mamy wigc:

t,, = 6,08527, t, = —2,67035 (11)

Ocena pierwszego parametru jest okoto 6 razy wieksza od btedu szacunku, natomiast dla
drugiego 2,67 razy wicksza od bledu szacunku. Zle jest gdy btad szacunku jest wiekszy od
oceny parametru ( [t] < 1).

Najbardziej jednak popularng miarg dopasowania jest wspotczynnik determinacji
oznaczany jako RZ2. Punktem wyjécia do zbudowania takiej miary jest badanie sumy
kwadratéw odchylen poszczegdlnych obserwacji y; od $redniej y. Wspdlczynnik determinacji
mierzy nam, jaka cz¢$¢ ogdlnej zmienno$ci zmiennej zaleznej jest wyjasniona przez regresje
liniowa. Tej miary dopasowania uzywamy tylko dla regresji liniowej. Symbol R?wzial sie z
tego, ze w modelu linlowym wspdlczynnik determinacji jest rowny kwadratowi
wspotczynnika korelacji.

Dla zapalnikow B-23U warto$¢ wspotczynnika determinacji wynosi R? = 0,16925375.
Jak wida¢ obliczony model wyjasnia bardzo niski procent zaobserwowanej zmienno$ci, a nie
wyjasnia wysokiego procentu zmiennosci.

Oczywiscie im wieksze R? tym lepiej, dotaczenie bowiem nowej zmiennej do istniejacego
modelu zawsze spowoduje zwiekszenie R?. Pamietajmy, Ze celem oceny istniejacego modelu
nie jest dazenie do jak najwigkszego R?, a znalezienie zwigzku migdzy rozpatrywanymi
zmiennymi X i Y z rzetelnymi ocenami parametrow.
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W praktyce, statystycy uzywaja raczej poprawionego lub skorygowanego wspolczynnika
determinacji. W naszym przypadku wynosi on (rys. 3) ,Skoryg. R2 = 0,14551815".
Wspolczynnik ten moéwi, ze R? jest obliczony z proby i jest troche ,za dobry” jesli
uogodlniamy nasze wyniki na populacje. Skorygowane R? méwi nam, jak dobrze dopasowane
byloby nasze rownanie regresji do innej proby z tej samej populacji.

5. Weryfikacja modelu regresji

Kazdy model regresji [2] powinien zosta¢ poddany weryfikacji. Najwazniejsze etapy to
weryfikacja merytoryczna i statystyczna. W trakcie weryfikacji merytorycznej sprawdzamy,
czy model spelnia nasze oczekiwania, czy poczynione zatozenia modelu sg spelnione oraz czy
model jest zgodny z zalozeniami teorii, ktoéra postuzyta do jego budowy. Weryfikacja
merytoryczna musi by¢ potaczona z weryfikacja statystyczng. Jesli ta ostatnia wypadnie Zle,
to model jest najprawdopodobniej zty 1 jego ocena merytoryczna budzi duza watpliwosc.

Do weryfikacji modelu warto wykorzysta¢ ré6znorodne dodatkowe informacje o rownaniu
regresji. Nalezg do nich przede wszystkim:

—  wspolczynnik zmiennej zaleznej wzgledem zmiennej niezaleznej — beta,
—  postulat o koincydenciji,
—  elastyczno$c¢.

Obliczonych warto$ci wspotczynnikdw regresji nie mozemy porownywacé ze wzgledu na
rozne jednostki miary. Wprowadzono wigc, wspdtczynnik beta B, ktory dla zapalnikow B-
23U wynosi B =-0,411405 (rys. 3). Mozna to zinterpretowac, ze zmiana zmiennej niezaleznej
o jedno odchylenie standardowe powoduje spadek warto$ci zmiennej zaleznej o 0,411 jej
odchylenia standardowego. Zaleta tej interpretacji jest jej niezalezno$¢ od jednostek miary.

Postulat o koincydencji jest w tym przypadku speilniony, poniewaz w modelu z jedng
zmienng postulat ten jest zawsze spetniony.

W trakcie weryfikacji wyliczamy takze wartos$¢ elastycznosci Y wzgledem X:

elastyczno$¢ = by * % (12)

Elastycznos$¢ ta pokazuje, o ile procent zmienia si¢ warto$¢ Y, gdy warto$¢ zmiennej X
wzrasta 0 1%. Dla zapalnikow B-23U wartos¢ ta wynosi -0,695%. Oznacza to, ze w otoczeniu
warto$ci $rednich zmiennych X i Y, wzrost o 1% zmiennej X powoduje okoto 0,7-
procentowy spadek Y.

Na weryfikacje statystyczng sktada si¢ caty szereg testow sprawdzajacych:

— istotno$¢ parametréw modelu,
— istotno$¢ calego modelu,
— zalozenia metody najmniejszych kwadratow.
Ze wzgledu na obszerno$¢ artykutu testy te nie zostaty omowione w tym artykule.

6. Predykcja na podstawie modelu regresji liniowej

Podczas budowy modelu funkcji regresji, bierzemy pod uwage mozliwos$¢ predykeji
wartosci zmiennych tzn. jakie wartos$ci przyjmie zmienna zalezna przy réznych wartosciach
zmiennej niezaleznej. Finalnym wigc etapem analizy regresji jest wykorzystanie
zweryfikowanego modelu regresji do predykcji zmiennej zaleznej. Dzieki predykcji mozemy
ustrzec si¢ skutkow przysztych zdarzen, a takze wplywac na ich bieg lub im zapobiegac.

Predykcje dzielimy na:

— ex post - kiedy wartosci zmiennych niezaleznych sg znane, sama predykcja moze
by¢ poréwnana z warto$ciami zaobserwowanymi,
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— ex ante - kiedy nie znamy wartosci zmiennej niezaleznej. Zaleza one od
charakteru i1 wartosci tych zmiennych we wcze$niejszych okresach. Na ogét nie
wiemy z calg pewnoscia, jak uksztattuje si¢ zmienna niezalezna w przysztym
okresie T + s. Znamy jedynie jej warto§¢ w okresie T. Najczesciej dane te
wyznaczamy prognostycznie z pewnym prawdopodobienstwem rownocze$nie dla
obu zmiennych X 1 Y. Taka predykcja wystepujaca przy szeregach czasowych
nosi nazwe predykcji warunkowe;.

Wykorzystujagc model zbudowany dla zapalnikéw B-23U mozemy wyliczy¢ predykcje
frakcji decyzji dodatnich dla Zzadanego czasu sktadowania. I tak np. dla czasu skladowania
rownego 22 lata wyliczona predykcja zmiennej zaleznej zostata przedstawiona w arkuszu
wynikéw danych na rysunku 4. Przedstawiony zostat rowniez 95% przedziat ufnosci.

Obliczanie wartosci (Regresja B-23U) zmiennej: Frakcja decyzji dodatnich
Wagib | Wartosé Wagi b - *Wartos¢

Czas skladowania -1,10272 | 22,00000 -24,2599
W. wolny 75,3035
Przewidyw. 51,0436
-95,0%GU 40,7762
+95,0%GU 61,3111

Rys. 4. Arkusz wynikéw danych z przedzialem ufnosci

Roéwnanie predykcji frakcji decyzji dodatnich dla czasu sktadowania 22 lata ma postac
wzoru ( 13 ). Przedziat ufno$ci ma postac ( 40,7762; 61,3111).
Yp = —1,10272 % 22 + 75,3035 = 51,0436 (13)
Natomiast rownanie predykcji frakcji decyzji dodatnich dla czasu sktadowania 50 lat dla
zapalnikow B-23U bedzie miato postaé:
¥p = —1,10272 x50 + 75,3035 = 20,1674 (14)
Arkusz wynikow danych dla tego réwnania tacznie z przewidywanym przedziatem
ufnosci przedstawiono na rysunku 5.

Obliczanie warto$ci (Regresja B-23U) zmiennej: Frakcja decyzji dodatnich
Wagib | Wartosé Wagi b - *Wartos¢

Czas skladowania -1,10272 | 50,00000 -55,1361
W. wolny 75,3035
Przewidyw. 20,1674
-95,0%GU -0,3332
+95,0%GU 40,6680

Rys. 5. Arkusz wynikéw danych z przedzialem ufnosci

Mozemy réwniez przedstawi¢ graficznie wykres rozrzutu frakcji decyzji dodatnich w
zalezno$ci od czasu sktadowania z naniesionym przewidywanym 95% przedzialem predykc;ji.
Granice przedziatu predykcji zostaty przedstawione na rysunku 6 linig przerywang.
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Wiwkres rozrZUutu wraz z linig regresji
W=75,3035-1,1027%x 95% p . predykcji

120 —

100 | o

Frakecja decyzji dodatnich

_an L L L L . BRREE . .
5] 10 15 20 258 a0 25 40 45 g0

Czas skiadowania w latach

Rys. 6. Wykres rozrzutu, linia regresji wraz z 95% przedzialem predykcji

Mozna takze obliczy¢ analitycznie przyktadowo dla czasu sktadowania wynoszacego 50
lat, przewidywany przedziat predykcji. Arkusz wynikow danych przedstawiono na rysunku 7.

Obliczanie warto$ci (Regresja B-23U) zmiennej: Frakcja decyzji dodatnich

Czas skladowania
W. wolny
Przewidyw.
-95,0%GP
+95,0%GP

Wagi b |Wartos¢
-1,10272 50,00000

Wagi b - *Wartos¢
-55,1361
75,3035
20,1674
-38,0106
78,3455

Rys. 7. Arkusz wynikéw danych z przedzialem predykcji

8. Whnioski

Klasyczny model regresji liniowej dzigki estymacji parametrow, czyli dzigki metodzie
szacowania parametrow zmiennych losowych w calej populacji, pozwala nam przy ustalonym
z gory prawdopodobienstwie (zwanym poziomem ufnosci) utworzy¢ dla nieznanego
parametru populacji oszacowanie zwane przedziatem ufnosci.

Z kazdym przedzialem ufnos$ci jest zwigzany poziom ufnosci okreslony liczbg (oznaczany
jako 1— «). Wydawaé¢ by sie¢ moglo, ze przyjecie wysokiego poziomu ufnosci rozwigze
wszystkie problemy. Niestety tak nie jest. Zwiekszenie poziomu ufnosci powoduje
zwigkszenie szeroko$ci przedziatu ufnosci, czyli zmniejszenie precyzji estymacji. Poprawa
precyzji jest mozliwa pod warunkiem zwigkszenia licznosci probki, co powoduje zwickszenie
kosztéw badan.
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W artykule przeprowadzono analiz¢ regresji dla regresji liniowej z jedna zmienng
niezalezng dla zapalnikow B-23U, przyjmujac jako zmienng niezalezng czas sktadowania
natomiast jako zmienng zalezng frakcje decyzji dodatnich jakie zostaly podjete po
przeprowadzonych badaniach diagnostycznych. Zaproponowany model regresji liniowej oraz
przeprowadzona analiza tego modelu, moéwi nam, ze w miar¢ uptywu lat sktadowania, stan
jakosciowy populacji zapalnikow typu B-23U ulega pogorszeniu. Swiadczy o tym wyliczony
wspotczynnik korelacji liniowej r = —0,4114 oraz wspotczynnik regresji b; = —1,10272.

W wyniku analizy regresji mozna wigc odpowiedzie¢ na pytanie, jakiej zmiany $redniej
warto$ci zmiennej zaleznej nalezy oczekiwac przy zmianie warto$ci zmiennej niezaleznej o
jednostke. Podczas wykonywania analizy regresji, bardzo waznym elementem jest
wyznaczenie reszt. Analizujac reszty, mozemy bowiem szybko i skutecznie wykry¢ wszystkie
odstepstwa od poprawnej analizy regresji. Mimo, ze nie wszystkie zatozenia dotyczace
regresji mozemy sprawdzi¢, to jednak najwigksze odstepstwa mozemy wykry¢ i ewentualnie
wyeliminowac. Regula powinna sta¢ si¢ analiza wartos$ci resztowych zawsze po oszacowaniu
parametrow modelu regresji.
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