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Streszczenie

Przedstawiono podstawowe wiasciwosci statystyczne rozktadow skosnosci
i kurtozy dla zbioru probek o okreslonych matych liczbach elementow.
Rozklady te wyznaczono je metoda Monte Carlo. Probki wielokrotnie
pobierano losowo z populacji o rozktadzie normalnym oraz dla poréwna-
nia z populacji o kilku innych prostych rozktadach. Znajomos¢ statystyk
skos$nosci i kurtozy umozliwi bardziej wiarygodne oszacowanie odchyle-
nia standardowego i niepewnosci estymatora wartosci mensurandu
z probek pomiarowych o matej liczbie obserwacji, gdy znany jest rozstep
populacji rozrzutu ich wartosci.

Stowa kluczowe: probka pomiarowa, sko$nos¢, kurtoza.

Statistics of skewness and kurtosis of small
measurement samples from populations of
normal and few other distributions

Abstract

Statistics of skewness and kurtosis distributions and their basic parameters
for a set of samples of certain small numbers of elements are find. These
distributions were determined using the Monte Carlo method. The samples
were repeatedly taken at random from a normally distributed population
and for comparison from the population of a few other simple distributions.
Knowledge of skewness and kurtosis statistics allow a more reliable
estimate of the standard deviation and the uncertainty of the value of the
measurand estimator from the measurement samples of a small number of
observations, when the range of their value distribution is known.

Keywords: Measurement sample, skewness, kurtosis.

1. Wprowadzenie

Dane eksperymentalne, w tym wartosci obserwacji pomiarowych,
sg zwykle niesymetrycznie rozproszone losowo i roznie skoncen-
trowane. Dla przyrzadu lub systemu pomiarowego z czujnikami
réznych wielkosci jest to zbior odczytow lub wartosci sygnatu
wyjSciowego otrzymywanych poprzez probkowanie. Nierdwno-
mierno$¢ rozrzutu dotyczy nie tylko probek z populacji o niesyme-
trycznych rozkladach prawdopodobienstwa, ale tez i niezbyt duzych
probek z populacji o rozktadzie normalnym i o innych rozktadach
symetrycznych. Asymetria takich probek wzrasta przy zmniejszaniu
sie ich liczby elementow. Jednakze w wielu przypadkach wystepu-
jacych w praktyce dysponuje si¢ tylko matg liczba obserwacji po-
miarowych i z réznych przyczyn nie ma mozliwosci jej zwicksze-
nia. Ograniczenie to spowodowane jest:

- brakiem wigkszej liczby obiektéw badanych, (np. przy walidacji
metody stosowanej tylko w kilku akredytowanych laboratoriach),

- duzym kosztem badan lub ograniczonym czasem ich wykonania,

- niemoznos$cia ponownego przeprowadzenia pomiardw np.

w badaniach odlegtych terenowo i w medycynie, w badaniach

proceséw jednorazowych i badaniach niszczacych obiekt lub

zmieniajgcych nieodwracalnie jego wlasciwosci.

We wszystkich powyzszych przypadkach mozna jedynie wyko-
rzysta¢ otrzymang matg probke danych i dotozy¢ staran, by przy
ich przetwarzaniu jak najlepiej oszacowa¢ wynik pomiarow.
Dotychczas przy wyznaczaniu tego wyniku wg rekomendacji
Przewodnika GUM [2] traktuj¢ si¢ probke danych tak, jakby
pochodzita z populacji o rozkladzie normalnym. Estymatorem
wartosci mensurandu jest jej wartos¢ §rednia, a niepewno$¢ typu
A, powstajaca wskutek rozrzutu danych, opiera si¢ na wariancji
probki. Nalezato by zbadaé: na ile istotna moze by¢ tez znajomos¢
innych parametréw statystycznych matych i bardzo matych pro-
bek, w tym jej skosnosci i1 kurtozy w przypadkach, gdy rodzaj
rozktadu populacji danych nie jest znany. Ponizej, jako pierwszy
etap tych badan, metoda symulacji Monte Carlo (MC) wyznaczy
si¢ statystyki skosnoéci i kurtozy matych i bardzo matych probek
pobranych losowo z populacji o rozktadzie normalnym i dla po-
réwnania - o dwu innych prostych rozktadach.

2. Wspolczynniki skosnosci populacji i probki

Rysunek 1 podaje przyktad rozktadu gestosci prawdopodobien-
stwa (pdf) o asymetrii prawostronnej (wydtuzone prawe ramig).
Zaznaczono potozenie podstawowych parametrow statystycznych
tego rozkladu: mody, mediany i $redniej. Asymetri¢ rozkladu
opisujg si¢ roéznymi wspotczynnikami skos$nosci. Proste miary
skosnosci (ang. skewness) sg nastepujace [1]:

A, =224 ey g =3H (1) 4 _Q+0s2m

o o 20

gdzie: B — $rednia arytmetyczna, m — mediana, d — dominanta
(moda), ¢ — odchylenie standardowe, ESME® - pierwszy i trzeci
kwartyl, B - odchylenie éwiartkowe.
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Rys. 1. Parametry rozkfadu o dystrybuancie (pdf) asymetrycznej prawostronnie
Fig. 1. Parameters of the right-asymmetric distribution function (pdf)

Miary (la-c) nadajg si¢ jedynie do poréwnywania asymetrii
jednego rodzaju rozktadéw. Jednolity opis asymetrii réznych
rozktadow umozliwia podany przez Pearsona wspotczynnik sko-
$nosci y; [1, 3]. Dla populacji X jest on stosunkiem momentu


http://pl.wikipedia.org/wiki/%C5%9Arednia_arytmetyczna
http://pl.wikipedia.org/wiki/Mediana
http://pl.wikipedia.org/wiki/Moda_%28statystyka%29
http://pl.wikipedia.org/wiki/Moda_%28statystyka%29
http://pl.wikipedia.org/wiki/Odchylenie_standardowe
http://pl.wikipedia.org/wiki/Kwartyl
http://pl.wikipedia.org/wiki/Kwartyl
http://pl.wikipedia.org/wiki/Odchylenie_%C4%87wiartkowe
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centralnego u3 i odchylenia standardowego w trzeciej potedze o” -
wzor (2) w Tabeli 1. Wspotczynnik y; ma warto$¢ zero dla roz-
ktadow symetrycznych, jest dodatni dla rozktadéw o asymetrii
prawostronnej i ujemny dla rozktadow o asymetrii lewostronne;.

Dla probki o n elementach x; z populacji generalnej X wspot-
czynnik skosnosci Pearsona g, okresla si¢ przez jej momenty
centralne X , m,=s* i my- wzér (3) w tabeli 1, ktore sg estymato-
rami momentow centralnych u, u,, 13 populacji generalne;j.

Tab. 1.  Wspodlczynniki skosnosci wg Pearsona dla rozktadu i probki
Tab. 1. Pearson skewness coefficients of distribution and sample

populacji )
Dla _
probki 3)

3. Skosnos¢ probek z populacji o rozkladzie
normalnym

Wspotczynnik skosnosci probki g, wg wzoru (3) jest obciazony.
Wprowadzono wigc zmodyfikowang jego postaé:

g:Mgl @)
n-—2

W statystycznych programach obliczeniowych uzywa si¢ tez
wspotczynnika skosnosci probki o innej postaci [3], tj.:

23— )
== 5
g (n-1)(n-2)s* ®

oraz standaryzowanego wspotczynnika sko$nosci

SSKE = g\/% . (6)

Dla n >150 i populacji symetrycznych ma on rozktad normalny.
Roéznice warto$ci pomiedzy réznymi postaciami wspotczynnika
skosnosci nie sg duze i wystepuja dla bardzo matych probek.

4. Wariancja wspoétczynnika skosnosci

Wariancja wspotczynnika skosnosci g dla probki o n elemen-
tach z populacji o rozktadzie normalnym wynosi[1]:

y N G VI 7
PO = s Y 3) @

W [4] zamieszczono nieco inny wzor podany przez Smirnova

D(g):(6(n—_2):é{l— 12 +0[i3ﬂ (®)

n+1)(n+3) n 2n+7 n

gdzie: O() - czlon resztkowy 1/n°

Wzor (8) dotyczy probek o $redniej licznosci poczawszy od
n>25 elementow. Przy duzej liczbie n czlon resztkowy O(-) staje
si¢ pomijalny i dla probek o n>150 wariancja D(g) — 6/n.

5. Kurtoza matych prébek
Kurtoza jest miarg sptaszczenia (smuktosci) rozktadu. Kurtoza

probki informuje o koncentracji jej danych. Oblicza si¢ ja na
podstawie wartosci momentow m,, mp—_s* probxki, tj.
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(xi - f)4
m y
Kurtoza = m—g = W

n

Do poréwnywania innych rozkltadéw z rozkladem normalnym
(Gaussa) o kurtozie 3, stosuje si¢ wspotczynnik excesu kurtozy
K = Kurtoza - 3. Dla probek o n >4 w [3] podano dla K wzor

nln+1) 3 (x; - x)* )
Ko i-1 3(n-1)

(n—1Nn—2)n-3)%* (n-2)fn—3)s*

oraz zdefiniowano standaryzowany wspotczynnik kurt ozy

1

SK(n) = K[ﬁj_E
n

6. Modelowanie skosnosci i kurtozy matych
probek metoda MonteCarlo

W literaturze nie znaleziono szczegbétowych informacji o roz-
ktadach skosnosci g i ekscesu kurtozy K dla malych probek
o liczbie elementow: 3 < n < 25. Autorzy postanowili te rozktady
wyznaczy¢ metodg symulacji MonteCarlo i przeanalizowaé ich
wlasciwosci statystyczne dla réznych liczb elementéw n probki.

Opiszemy blizej eksperyment symulacyjny przeprowadzony dla
wspolczynnika skosnosci Pearsona. Z numerycznego modelu
badanej populacji X pobierano wielokrotnie losowo probki
o okreslonej liczbie elementow # i dla kazdej z tych probek obli-
czono wspotczynnik sko$nosci g wg wzoru wynikajacego z (3)

m o
g="3=—"=! : ©)

gdzie: m; - moment centralny trzeciego rzedu dla probki, s - jej
nieobcigzone odchylenie standardowe.

Badania w pierwszej kolejnosci dotyczyly probek z populacji
generalnej o rozktadzie normalnym. Wybrano z niej losowo serie
po N=100 000 probek o liczbie elementow n=(3, 4, 5, ... 50). Dla
kazdego n wyznaczono histogramy wspotczynnika skosnosci g.
Niektore z histograméw przedstawiono na rysunku 2. Wraz ze
wzrostem n probki ksztatt histogramu g zbliza si¢ do funkcji
Gaussa. Na histogramach narysowano tez pdf-y ich najlepszych
rozktadéw Gaussa.

Ponadto dla zbioru probek o liczbach elementow »n > 3 obliczo-
no odchylenia standardowe wspodtczynnika skosnosci s(g), rednia

warto$é jego modutu |g

, wariancj¢ D|g| i standardowe odchylenie

Alg| od tej wartosci oraz wspolczynnik kurtozy K. Wyniki tych
obliczen, otrzymane przy stosowaniu réznych wzordéw, podano
w postaci wykreséw na kolejnych rysunkach.

Na rysunku 3 przedstawiono przebiegi obliczonych parametréw
skosnosci w funkcji liczby elementéw n probki po wygladzeniu
metoda najmniejszych kwadratow oraz odchylenie standardowe

s(g) = [D(g) -ti- wg wzoru (8) Smirnowa.
Rys. 4 podaje w powickszeniu zalezno$¢ sredniego modutu
skosnosci [g| i jego odchylenia standardowego \/D‘ g| dla poczat-

kowych liczb elementéw n. Osiagaja one maksimum okoto n = 6
i nastepnie maleja ze wzrostem liczby n elementéw probki.
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Rys. 2.

Fig. 2.

Liczba obserwacji n = 50

Przyktady rozktadow wspotczynnika skosnosci g dla probek o matej
liczbie elementow n

Examples of the skewness coefficient g distributions of samples with
low number of elements n
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Rys. 3. Parametry sko$nosci g w funkcji liczby elementéw n probek z populacji Gaussa
Fig. 3. Parameters of skewness g of n element small samples of Gauss population
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Rys. 4. Parametry sko$nosci g dla probek o bardzo matych n <25
Fig. 4.  Parameters of skewness g of the very small samples (n<25)

Dla zbiorow probek pobranych 100 000 razy z populacji o roz-
ktadzie normalnym, korzystajac z symulacji metoda MC, wyzna-
czono tez rozktady kurtozy (rys. 5) oraz przebiegi ich podstawo-
wych parametrow statystycznych w funkeji liczby elementow n
probki (rys. 6 irys. 7).

Liczba obserwacjin = 6
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Rys. 5.

Fig. 5.

Kurtoza dla n =10

S (M
_._\H“ 51 i

Histogramy kurtozy kilku probek o licznosci n z populacji o rozkladzie
normalnym (dla serii N=100 000)

Histograms of kurtosis for samples of observations # is taken from
population of Normal distribution (N=100 000 trials)

Rys. 6.

Fig. 6.

Rys. 7.

Fig. 7.
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Parametry statystyczne kurtozy w funkcji liczby elementow n probek
Statistical parameters of kurtosis as function of number n of elements
of sample from Gauss population
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Parametry statystyczne histograméw kurtozy dla bardzo matych probek N(0,1)
Statistical parameters of kurtozis histograms of very small samples of N(0,1)

7. Poréwnanie skosnosci prébek z rozkiadu
normalnego, jednostajnego i trojkatnego

Na rys. 8, dla probek z populacji o trzech rozktadach: normal-
nym, jednostajnym i trojkatnym, podano zaleznos$ci od n $rednie-
go modutu skosnosci k,=|g| oraz wariancje D wg Smirnowa -wzor
(8), anarys. 9 - ich odchylenia standardowe STD.

Rys. 8.
Fig. 8.

Rys. 9.

Fig. 9.
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Wariancja D(g) i odchylenie standardowe STD skosno$ci g probek o n
elementach z populacji o trzech réznych rozktadach pdf (1 000 000 powtorzen)
Variance and standard deviation STD of the skewness g of n element samples
from population of three different pdf. (values from 1 000 000 trials)
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Z zaleznosci tych wynika, ze probki z populacji o rozktadzie
jednostajnym maja mniejsza skosno$¢ niz dla normalnego,
a o rozkladzie trojkatnym - wigkszg. Liczba obserwacji #n,, dla
maksimum $redniej sko$nos$ci jest roOwniez najwigksza dla rozkta-
du trojkatnego.

8. Whnioski i podsumowanie

Dla zbioru matych prébek z populacji o rozktadzie normalnym
warto$¢ Srednia modutu wspoétczynnika skosnosci odbiega znacz-
nie od zera, a $rednia kurtoza - od wartosci 3 dla calej populacji.
Skos$nos¢ osiaga maksimum dla liczby n elementoéw probki okoto
6, a kurtoza - dla n ok. 20. Nastepnie, wraz ze wzrostem n oba
parametry bardzo powoli maleja do wartosci 0 i 3 dla populacji.
Ksztatty rozktadow obu parametrow dla matych n réwniez zdecy-
dowanie rdznia si¢ od krzywej Gaussa.

Skosénos¢ i1 kurtoza nie sg dotychczas uwzgledniane przy wy-
znaczaniu zardwno wartosci $redniej probki jako estymatora
warto$ci mensurandu, jak i jego niepewnosci jako miary oceny
doktadnosci (precyzji) wyniku pomiaru.

Dla prébek z populacji o rozktadach niegaussowskich, np. row-
nomiernego, trapezowego 1 trojkatnego,wartos¢ $rednia nie jest
najlepszym estymatorem mensurandu [5 - 7], a przebiegi sko$no-
$ci 1 kurtozy w funkcji # sg inne niz rozktadu normalnego.

Zamierza si¢ jeszcze zbada¢ czy rozmnazajac dane matych pro-
bek z kilku réznych populacji metoda resamplingu i uwzglednia-
jac ich skos$nos¢ i kurtoz¢ mozna wyznaczy¢ lepszy estymator
warto$ci mierzonej niz $rednia wg GUM 1 jego niepewnos$¢ roz-
szerzona, w tym metoda MC podano w Suplemencie 1 [8].
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