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POTENCJAL MURNAGHANA DLA CIALA HIPERSPREZYSTEGO
- WYBRANE INFORMACJE | PRZYKLAD OBLICZENIOWY
PROPAGACJI FALI PRZYSPIESZENIA W PRECIE

Wprowadzenie

Cialo materialne jest rozmaito$cig rozniczkowa, tzn. zbiorem, ktéry mozna jedno
- jednoznacznie odwzorowa¢ na pewien obszar przestrzeni euklidesowej. Ciato
sprezyste jest osrodkiem cigglym i posiada stan naturalny bez naprezen i odksztat-
cen. Gdy poddamy go obcigzeniu, to wraca do tego stanu po odcigzeniu, a zalez-
no$¢ miedzy naprezeniem i odksztatceniem jest lokalna w czasie i przestrzeni.

Uwzgledniajac te wlasnos$ci osrodka ciagtego okreslamy dla niego zwiazki kon-
stytutywne.

Jednym z podejs¢ do tego zagadnienia jest metoda zaproponowana przez Greena,
ktora polega na zalozeniu istnienia potencjatu sprezystego. Przyjmuje si¢ wowczas,
ze gesto$¢ energii wewnetrznej jest funkcja tensora odksztatcenia i tak opisane
rownaniem konstytutywnym ciato sprezyste nazywane jest cialem sprezystym
w sensie Greena lub ciatem hipersprezystym.

Inne podejscie reprezentuje metoda Cauchyego. Zaktada ona istnienie wzajem-
nie jednoznacznej zalezno$ci miedzy napr¢zeniem i odksztatceniem w skonczonym
otoczeniu stanu naturalnego.

Dla matych odksztalcen obie metody opisujg ten sam material, jednak w ogol-
nym przypadku metoda Cauchyego jest ogolniejsza od metody Greena, [1].

Ruch ogoélny ciata sprezystego opisany jest zaleznoscia [2]:

x'=x{(x*t) dla i,0=123 )

Przez ruch rozumiemy zalezne od czasu przemieszczenie ciala materialnego
wewnatrz przestrzeni euklidesowej. We wzorze (1) t oznacza czas, a uktady wspot-

rzednych {x‘} - przestrzenny oraz {X“} - materialny, parametryzujg t¢ sama prze-
strzen.
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Podstawowg wielkoscig kinematyczng jest gradient deformacji X'. , ktory uzywajgc
tradycyjnego zapisu, tj. zgodnie z [3] oznaczymy nastepujaco:

i o
X.a(xa,t)zm )
oxX*“
Energie sprezysta nagromadzong w ciele, a odniesiona do jednostki masy materiatu
w konfiguracji odniesienia 98, oznaczymy przez ¢
Gzc(xia,X“) (3)
Zwiazek naprezenie - odksztalcenie dla materiatu sprezystego przybiera postac:

o oo
Tr =Pr— 4)
X'
gdzie Tg* jest tensorem Pioli-Kirchhoffa.

W przypadku jednorodnego izotropowego materiatu sprezystego funkcje o opisu-
jaca energi¢ sprezysta odniesiong do jednostki masy w 98, mozemy przedstawic
jako funkcje trzech niezmiennikéw tensora deformac;i:

=3Iy, 1,,15) 5)

Tensor napr¢zenia dla ciala izotropowego przyjmuje postac, (por. [4]):

T = ngx'{zl aacl; +3, ai:l; +3, ai';} (6)
gdzie:
o =;—i dla K=123 %
Roéwnanie cigglosci przyjmuje postaé:
pr=1Jp (8)

gdzie pg i p jest gestoscig odpowiednio w konfiguracji odniesienia Bg i konfigu-
racji chwilowej B .

1. Powierzchnia nieciaggtosci

W oérodku cigglym wszystkie zaburzenia rozprzestrzeniajg si¢ ze skonczong
predkoscia. Powierzchni¢ rozgraniczajaca obszar zaburzony i niezaburzony nazy-
wamy ruchomg powierzchnig nieciggto$ci w kontinuum materialnym.
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Ruchomg powierzchnie¢ nieciggtosci mozemy okresli¢ rownaniem:
t=y(X*) dla =123 9)

Powyzszy zwiazek jednoznacznie okresla potozenie powierzchni A, w czasie t.

Rys. 1. Potozenie wektora N, = N w stosunku do ruchomej powierzchni nieciagtosci

AR, dzielacej obszar przed frontem fali — F i za frontem fali — B.

Kierunek propagacji powierzchni okres§limy przez wektor jednostkowy N, orto-
gonalny do powierzchni Ag. Funkcja y - patrz warunek (9), okresla chwile,
w ktorej powierzchnia nieciggtosci dochodzi do punktu X*. Rzut predkosci X,

na normalng N jest niezalezny od sposobu parametryzacji. Oznaczamy go przez
U i nazywamy predkosciq propagacji powierzchni A , (patrz [5])

U=X<, Naz; (10)
AU
gdzie:
Ny =Uy,, (11)

Skok pola powierzchni nieciaglosci A

dratowym

. 0znaczymy podwojnym nawiasem kwa-

[L11=0)"-()° (12)

2. Fala stabej nieciaggtosci

Jesli istnieje ruchoma powierzchnia nieciggto$ci Ay, to ogdt zjawisk zwigza-
nych z ruchem tej powierzchni, nazywa si¢ falg niecigglosci. Najnizsza nieciagla
pochodna przemieszczenia decyduje o nazwie fali. Jesli wszystkie pochodne az do
rzedu n—1 sa ciagte, a jedna z pochodnych rzedu N jest nieciagta, to fala jest falg
rzedu n .
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[[H.11=AN,, [[H]]=-AU (13)

Réwnania zgodno$ci [por. 6], gwarantuja, ze wszystkie pozostate pochodne rzedu
n sa wtedy rézne od zera.
Fala stabej nieciaglosci jest fala przyspieszenia. Zakladamy, ze dla ruchu opisane-
go zaleznoscia (1) funkcje

ox'(X*, 1) ax' (X%, t)

xH(X* 1),
( ) oX* ot

(14)
sa ciagle na powierzchni Ag, natomiast nieciggle sg drugie i wyzsze pochodne.
W szczegolnosci nieciagle jest wowczas przyspieszenie X' Ogot zjawisk na
takiej powierzchni (patrz rys.1 dla Ag) nazywamy falg przyspieszenia albo falg
stabej nieciggtosci w odroznieniu od fali silnej nieciggtosci, dla ktorej juz pierwsze
pochodne funkcji x'(X*,t), a wiec x',, oraz x',, sa nieciagle.

Skoki drugich pochodnych funkcji x'(X“,t) zapiszemy w postaci zalezno$ci:

[X,0s 1= ANGNg, [[X,0 ]1=-UAN,, [[X',]]=U’A (15)

Ze wzgledu na tensorowy charakter wielkosci x' wap OraZ N, zespOt parametrow

A" jest wektorem. Wektor ten okresla skoki wszystkich drugich pochodnych funk-
cji x'(X“,t) i nazywany jest amplituda fali przyspieszenia. Na podstawie analizy
rownania ruchu (1) w uktadzie kartezjanskim {X*} zaktadajac, ze ggstos¢ pg oraz
pole sit masowych b; jest ciggte, otrzymujemy w oparciu o (15) warunek propaga-
cji fali przyspieszenia w konfiguracji odniesienia 2, w postaci:

(Qi —prU%gi)A* =0 (16)
W réownaniu (16) Q, jest tensorem akustycznym dla kierunku N i wynosi:
Qi = AN, Ny (17)
Tensor A;“k” jest tensorem funkcji materiatowej pierwszego rzedu, ktory opisze-
my zaleznoscia:

AP = o’y

PR ox'a0x"g (18)

Ze wzgledu na symetrie AiO‘kB = AKB i tensor Qjc jest rowniez tensorem syme-

trycznym Qj. = Qi . Z warunku (16) wynika, ze amplituda A jest wektorem wia-
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snym, a iloczyn prU? wartoscig wlasng tensora akustycznego Q.. Z symetrii
tensora akustycznego wynika, ze istniejg zawsze trzy wzajemnie ortogonalne am-
plitudy i trzy odpowiadajace im rzeczywiste kwadraty predkosci propagacji. Jezeli
wartoéci wlasne sa dodatnie, to istnieje rzeczywiste U i powierzchnia moze si¢
propagowac, jezeli wartoéci whasne sa ujemne, to A' =0 i powierzchnia Ag nie
jest powierzchnig nieciaggtosci, [7].

3. Przyktad propagaciji fali przyspieszenia
w osiowo symetrycznym precie
0 zmiennym przekroju poprzecznym

Celem niniejszego przyktadu jest analiza fali przyspieszenia propagujacej si¢
w precie o zmiennym przekroju poprzecznym. Podstawowe rownania propagacii
dla omawianego przypadku preta pochodza z pracy [8], w ktorej autor wykazat, ze
réwnanie transportu dla intensywnosci fali w przypadku propagacji fali przyspie-
szenia w hipersprezystym precie o zmiennym przekroju poprzecznym jest uogdl-
nionym réwnaniem Riccatiego.

Rozwazamy jednorodny izotropowy osrodek sprezysty o statej gestosci w ksztat-
cie pohieskonczonego cienkiego preta o wolno zmieniajagcym si¢ przekroju po-
przecznym 1 potencjale sprezystym Murnaghana. Deformacje mozemy zapisaé
w postaci zaleznosci (por. [8], [9]):

x=u(X,t)+X (19)

gdzie u(X,t) jest przemieszczeniem punktow kontinuum na kierunku osi preta.
W przyjetym uktadzie wspotrzednych gradient przemieszczenia i predkos¢ wyno-
$z3:
ou ou
Vv=——=

p _uX1 at

= = 20
ox Uy (20)

Zaktadamy, ze w przekroju poprzecznym wystepuje wytacznie napr¢zenie normal-
ne i stale wzdhuz przekroju.

T:TRll:a_2¢O (21)
p

Naprezenia normalne Tg,, = Trss towarzyszace ruchowi gtdéwnemu w tym przy-
blizeniu mozna pomingé. Woéwczas powierzchnia boczna preta jest wolna od na-
prezen, a zatozenie to dopuszcza jedynie propagacje fal plaskich. Tym samym wa-
runki brzegowe spelnione sg w sposéb przyblizony.
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4. Analiza numeryczna

Zakladamy, ze fala przyspieszenia propaguje si¢ w $ci§liwym materiale sprezy-
stym okreslonym potencjatem Murnaghana (por. [7]):

1+2 A+2p+4
W('lv'b'3)=PRG('1,'z,|3)=+2—4:n(l1_3)3+++”n('1—3)2+ 22)
8 4
2R, -3)- T (1,-3)1,-3)- 2 1, -3)+ 21,1

Material sprezysty Murnaghana opisany jest pigcioma stalymi sprezystosci
;J. Trzy pierwsze sa stalymi sprezystosci drugiego rzedu, pozostate dwie

(I, m,n, A, 1
statymi Lamégo.
Dla deformacji (19) niezmienniki tensora deformacji wynosza:

lL=p>+2p+3 1,=2p°+4p+3 Il3=p*+2p+1 (23)
Przyjmujac stale na podstawie [10],

m = —6,237-10"[Pa], n=-6,943.10"[Pa],
| =-4,521-10"[Pa], A =1,089-10"[Pa], (24)
1 =8,051-10"[Pa]

oraz zaktadajac, ze poczatkowo:

ToA, =TuA(X)=0, p,(X)=0 (25)

44><

Przyjmujemy wyktadnicza zmiang przekroju A(X)oneY . Wowczas intensyw-

no$¢ fali przyspieszenia I(X) WYynosi:

I(X)= QX)X I(O) QX)X (26)

e * +B(X)Xe 2z 1(0)

gdzie:

T (&% 1 (&
Q(x){l sz2C04£ap3Jo} B(X)= 4pRC04( apgl 27)
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Rys. 2. Wykres intensywnosci fali przyspieszenia dla A(X) =A™ przy zatozeniu,
7e 1(0)=10"2|m/s?]

Podsumowanie i wnioski

Podsumowujac przeprowadzong analize numeryczna mozna stwierdzi¢, ze wraz
ze zmiang przekroju poprzecznego analizowanego przypadku pregta zmienia si¢
intensywno$¢ fali przyspieszenia.

Dla preta o rosnacym przekroju poprzecznym intensywnos$¢ fali maleje, (patrz
rys.2). Do obliczen numerycznych przyjeto statyczng predkosé odksztalcenia rzgdu
1-10_4[8_1] , zgodnie z [11]. Warto$¢ odksztalcen dynamicznych w procesie propa-
gacji fal przyspieszenia w metalach, zgodnie z cytowang literatura (por. [11]), mie-
Sci si¢ w przedziale od 1072 [s‘l], do 102 [s‘l]. Przeprowadzona analiza numerycz-
na, zgodnie z poczynionym zalozeniem, uwzglednia wylacznie statyczng predkosc
odksztatcenia.

NP

Wprowadzona funkcja opisujaca przekrdj poprzeczny preta A(X):Aoey' ,
dala nowe jakoSciowo rozwigzanie w stosunku do pracy [14], jednakze wyniki
przeprowadzonej analizy numerycznej nie wykazaty znaczacej rdéznicy w warto-
sciach intensywnosci propagujacej si¢ fali przyspieszenia. Mozna wrgcz powie-
dzie¢, ze warto$ci dla omawianego tu przekroju i dla przekroju opisanego w pracy
[14] daja niezauwazalne réznice w intensywnosci fali przyspieszenia.
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Streszczenie

Przedstawiono podstawowe informacje dotyczace materiatdéw hipersprezystych. Omoéwiono po-
wierzchni¢ nieciagtosci, podajac wzor na predkos¢ propagacji powierzchni oraz omowiono fale stabe;j
nieciaglosci. Do analizy numerycznej przyj¢to pret o wolno zmieniajacym si¢ przekroju poprzecznym
opisany potencjalem Murnaghana. Zamodelowano funkcje opisujaca przekrdj poprzeczny i wykonano
obliczenia propagacji fali przyspieszenia w precie wykonanym ze stali. Analiza numeryczna wykaza-
ta, Zze wraz ze wzrostem przekroju preta intensywnos$¢ propagujacej sie fali przyspieszenia maleje.

Murnaghan’s potential for hyperelastic body - selected informations
and calculation example of acceleration wave propagation in the rod

Abstract

The paper presents basic information about the hiperelastic materials. Discussed the surface of
discontinuity, giving the formula for the speed of propagation of surface and also were discussed
wave of weak discontinuities. For numerical analysis assumed rod with slowly changing cross-
section, described by Murnaghan potential. Modeled the function describing the cross-section and
calculated the acceleration wave propagation speed in a stainless rod. Numerical analysis proves that
if the rod cross-section growth, the intensity of propagating wave decreases.



