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WSTĘP
Śliwa (Prunus domestica L.) jest gatunkiem znanym na 

całym świecie. Według FAO Statistical Yearbook [1] najwię-
cej śliw jest uprawianych w Chinach, Stanach Zjednoczo-
nych, Francji, Włoszech, Rumunii, Serbii, Turcji, Indiach, 
Chile i Iranie [14]. Śliwki, jako owoce pestkowe, są wyko-
rzystywane w polskiej kuchni i stanowią cenny surowiec  
w przetwórstwie spożywczym. Minh [10] twierdzi, że dżem 
ze śliwek wykazuje dla ludzi wiele właściwości zdrowot-
nych. Zdaniem Świetlikowskiej i in. [16] największe zna-
czenie w przetwórstwie spożywczym w Polsce mają śliw-
ki z grupy odmianowej węgierki. Śliwki są owocem różno-
rodnym pod względem wielkości, koloru i kształtu (rys. 1).

Rys. 1. Wybrane kształty owoców: a - śliwek, b – moreli, 
c - renklody, d – brzoskwini. 

fig. 1.  Selected shapes of fruit: a - plums, b - apricot, c - 
greengage, d – peach.

Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study
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W artykule zaprezentowano metodę matematycznego mo-
delowania kształtu powierzchni zewnętrznych śliwek i pe-
stek odmiany Węgierka Zwykła. Do modelowania kształtu  
z próby 100 owoców wybrano śliwkę najmniejszą, największą  
i zbliżoną wymiarami do wymiarów średnich. Do odwzoro-
wania kształtu powierzchni śliwki i pestki wykorzystano rów-
nania parametryczne. Opracowany matematyczny model 3D 
kształtu śliwek i pestek można wykorzystać do modelowania 
i sterowania operacjami technologicznymi procesów produk-
cji i przetwarzania.

Key words: plum (Węgierka Zwykła), drupelet, the shape, 
the outer surface, parametric equations, mathematical model.
The article presents the method of mathematical modeling 
of the shape of the outer surface of of plums and drupelet 
Węgierka Zwykła varieties. To model the shape of a sample 
of 100 fruits selected plum smallest, largest, and similar di-
mensions to the dimensions of the medium. To map surface 
the shape of the plums and drupelet parametric equations 
used. Developed mathematical model of the 3D shape of 
plums and drupelet can be used for modeling and control of 
technological operations production and processing.

Właściwości geometryczne śliwek są ważne w projekto-
waniu systemów automatycznego sortowania i pakowania [6, 
11, 12, 13, 15]. Wielkość i kształt śliwek ma duże znaczenie 
w projektowaniu przenośników stosowanych na liniach pro-
dukcyjnych w zakładach przetwarzających owoce (rys. 2).

   
Rys. 2. fragmenty elementów roboczych przenośników: 

prętowych, płytkowych, taśmowych i rolkowych. 
fig. 2.  fragments of working parts conveyors: rod, pla-

te, belt and roller. 
Źródło: Opracowanie na podstawie [3, 4, 5]
Source: Study based [3, 4, 5]

Na liniach technologicznych między operacjami techno-
logicznymi całe śliwki, śliwki wydrylowane i ich pestki pod-
legają składowaniu tworząc złoża. Właściwości geometrycz-
ne złoża zależą między innymi od wymiarów i kształtu śli-
wek (rys. 3).

  
Rys. 3. Złoża całych śliwek, śliwek wydrylowanych i ich 

pestek.
fig. 3.  The deposits whole plums, pitted prunes and 

their drupelet.
Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study
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W celu uzyskania zadanych wymiarów szerokości (b) 
modeli śliwki i pestki należy dokonać skalowania. Wyskalo-
wane macierzowe równanie współrzędnych Y punktów wę-
złowych siatki powierzchni opisującej kształt zewnętrzny 
śliwki i pestki ma następującą postać:
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Równanie parametryczne współrzędnej X w zapisie ma-
cierzowym do opisu grubości śliwki i pestki ma następują-
cą postać:
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N – rozmiar macierzy (liczba wierszy i kolumn). 
Podobnie na podstawie równania 6 można w wyniku uzy-

skać liczby zespolone. Z równania 6 wydzielono część rze-
czywistą i urojoną, a do modelu wybrano tylko części rze-
czywiste liczb zespolonych: 
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W celu uzyskania zadanych wymiarów grubości (a) mo-
deli śliwki i pestki dokonano skalowania. Wyskalowane ma-
cierzowe równanie współrzędnych X1 punktów węzłowych 
siatki powierzchni opisującej kształt zewnętrzny śliwki i pest-
ki mają następującą postać:
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Podstawiając do równań 1 – 12 wartości parametrów za-
pisanych w macierzy 13 otrzymuje się powierzchnię mode-
lu śliwki. 
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Rashidi, i in., [14] analizując wielkości śliwek w celu ich 
klasyfikacji wymiarowej posłużyli się modelem elipsoidy 
dokonując pomiaru długości, średnicy maksymalnej i śred-
nicy minimalnej. Obecnie nie wystarcza określenie kształtu 
owocu w sposób umowny, np. kulisty, eliptyczny czy owal-
ny. Grafika komputerowa daje projektantom użyteczne na-
rzędzia opisu kształtu brył [2, 7, 9]. Mieszkalski [8] do opisu 
kształtu surowców pochodzenia roślinnego zastosował pa-
rametryczną krzywą przestrzenną oraz czterowęzłową siat-
kę rozpiętą na zewnętrznej powierzchni modelowanej bry-
ły. Problemem do rozwiązania jest opracowanie metody, za 
której pomocą byłby możliwy opis 3D kształtu śliwek oraz 
ich pestek.

Celem artykułu jest przedstawienie opracowanego  
z dokładnością do 5% matematycznego modelu kształtu 
śliwek odmiany Węgierka Zwykła i ich pestek. 

MATERIAŁ I METODYKA BADAń
Materiałem do badań była śliwka odmiany Węgierka 

Zwykła pochodząca z sadów z rejonu Grójca. Ze złoża wy-
brano losowo 100 śliwek. Za pomocą suwmiarki z dokładno-
ścią do 0,1 mm zmierzono ich długość, szerokość oraz gru-
bość. Korzystając z programu komputerowego Microsoft 
Excel 2010 wyznaczono wymiary minimalne, maksymalne, 
średnie, odchylenia standardowe i rozkłady częstości podsta-
wowych wymiarów śliwek. Do matematycznego modelowa-
nia, z próby 100 owoców wybrano 3 śliwki różniące się pod 
względem wielkości i kształtu. Wybrano śliwkę najmniejszą, 
największą i zbliżoną wymiarami do wymiarów średnich. 
Owoce i ich pestki fotografowano aparatem Panasonic LU-
MIX DMC-TZ3. Odległość obiektywu od fotografowanego 
obiektu była stała i wynosiła 400 mm. Zdjęcia o wymiarach 
2560x1712 pikseli zapisywano w formacie JPEG.

Kształt powierzchni śliwek i ich pestek opisano równa-
niami parametrycznymi. Wymiary w ustalonych przekrojach 
(dla śliwek na wysokościach 5, 10, 25, 35 mm, dla pestki na 
wysokościach 5, 10, 15, 20 mm) rzutów na płaszczyznę XY 
modeli 3D śliwek i pestki porównano z odpowiednimi wy-
miarami rzutów rzeczywistych śliwek i pestki. 

OPIS MODELU MATEMATYCZNEGO
Równanie parametryczne współrzędnej Z w zapisie ma-

cierzowym do opisu długości śliwki i pestki ma następują-
cą postać:
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Równanie parametryczne współrzędnej Y w zapisie ma-
cierzowym do opisu szerokości śliwki i pestki ma następu-
jącą postać:
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Na podstawie równania 2 można w wyniku uzyskać licz-
by zespolone. Dlatego z równania 2 wydzielono część rze-
czywistą i urojoną, a do modelu wybrano tylko części rze-
czywiste liczb zespolonych: 
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Podstawiając do równań 1 – 12 wartości parametrów za-
pisanych w macierzy 14 otrzymuje się powierzchnię mode-
lu pestki. 

       

(14)

WYNIKI BADAń I ICh ANALIZA
Wyniki podstawowych wymiarów śliwek określonych 

z próby 100 owoców zamieszczono w tabeli 1. Różnica 
między maksymalnym a minimalnym wymiarem długości  
w próbie wynosi 6,3 mm, dla szerokości 6,6 mm a dla grubo-
ści 6 mm. Określono również wartość średnią podstawowych 
wymiarów śliwy w próbie. Ponieważ w warunkach rzeczy-
wistych nie ma śliwki odpowiadającej dokładnie wymiarom 
średnim, w związku z tym wartość średnia wymiarów po-
zwoli na wybranie w próby śliwki o wymiarach zbliżonych 
do wartości średniej.

Tabela 1. Podstawowe wymiary śliwek odmiany Węgier-
ka Zwykła

Table 1. Basic dimensions of prunes Węgierka Zwykła 
varieties

Wyszczególnienie długość szerokość grubość

mm mm mm

min 33,1 24,8 24,1

max 39,4 31,4 30,1

średnia 36,8 28,3 26,9

Od. standardowe 1,54 1,52 1,54

Źródło: Badania własne
Source: The own study

Na rysunku 4 zamieszczono harmonogramy częstości 
wymiarów podstawowych (długość, szerokość, grubość) śli-
wek. Z danych zamieszczonych na rysunku 4 wynika, że naj-
więcej jest śliwek o długości w przedziale od 37 do 38 mm. 
Śliwek o szerokości w przedziale od 28 do 29 mm jest w pró-
bie najwięcej. Wartości długości i szerokości śliwek są zbli-
żone do rozkładu normalnego. Od rozkładu normalnego od-
biegają wartości grubości śliwek. W próbie śliwek o grubo-
ści z przedziału 26 mm i z przedziału 29 mm jest najwięcej.

W tabeli 2 zamieszczono wymiary wybranych do mo-
delowania trzech śliwek odmiany Węgierka Zwykła (mała, 
zbliżona wymiarami do wartości średniej i duża) oraz ich pe-
stek. Modele tych śliwek wraz z ich pestkami zamieszczono 
na rysunku 5.

Rys. 4. Rozkład częstości podstawowych wymiarów śli-
wek odmiany Węgierka Zwykła.

fig. 4.  The frequency distribution of the basic dimen-
sions of prunes Węgierka Zwykła varieties.

Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

  

  
Rys. 5. Modele 3D śliwek małej, średniej i dużej odmia-

ny Węgierka Zwykła.
fig. 5.  3D models plums small, medium and large vari-

eties of Węgierka Zwykła.
Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study
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Tabela 2. Wymiary wybranych do modelowania śliwek 
odmiany Węgierka Zwykła i ich pestek

Table 2. Dimensions selected to modeling prunes 
Węgierka Zwykła varieties, and their drupelet

Wielkość
śliwki

Śliwka Pestka

dłu-
gość

szero-
kość

gru-
bość

dłu-
gość

szero-
kość

gru-
bość

mm mm mm mm mm mm

mała 33,1 25,3 24,1 22,3 13,1 7

średnia 36,8 29,5 27,5 22,6 12,2 6,8

duża 39,2 31,1 30 21,1 12,9 7,5

Źródło: Badania własne
Source: The own study

Na rysunku 6 zamieszczono model 3D pestki wybranej 
śliwki odmiany Węgierka Zwykła.

   

 

Rys. 6. Model 3D pestki wybranej śliwki odmiany Wę-
gierka Zwykła.

fig. 6.  3D Model drupelet selected varieties of plums 
Węgierka Zwykła.

Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

WERYFIKACJA MODELU
W celu weryfikacji modelu matematycznego opisujące-

go kształt śliwek i ich pestek (wymiary w tabeli 2) wykonano 
nałożone na siebie zrzutowane na płaszczyznę XZ fotogra-
fie śliwek, pestki oraz ich modeli i pokazano je na tle pozio-
mych linii wykresu (rys. 7). Linie poziome przecinają obraz 
rzutu modelu i obraz rzutu rzeczywistej bryły śliwki i pestki. 
Linie poziome, przecinając się z konturami rzutów, wskazują 
długości zaznaczonych przekrojów. Na podstawie różnic wy-
znaczonych długości tych przekrojów dla śliwek oraz mode-
li obliczono błąd względny (tabela 3).

 
Rys. 7. Rzuty śliwek, ich modeli oraz pestki i jej modelu 

na płaszczyznę XZ.
fig. 7.  The projection plums and their model, drupelet 

and their models on the XZ plane.
Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

Tabela 3. Wartości błędu względnego (%) dla wymiarów 
śliwek (małej, średniej, dużej) i ich modeli 3D 
w zależności od wartości wykładników potęg d i f

Table 3. The values of relative error (%) for the size of 
plums (small, medium, large) and their 3D mod-
els depending on the value exponents d and f

Wysokość przekroju 
(mm)

Wartości wykładników potęg d i f

1,1 1,2 1,5

Śliwka mała

5 -1,1 0 14,6
10 -1,3 0 0
25 1,5 4,5 7,4
30 3,6 7,8 20,9

Śliwka średnia

5 0 0 8,7
10 0 0 2
25 1,8 1,4 3,8
30 1,3 2,3 10,4
35 2,6 11,3 33,3

Śliwka duża

5 -3,9 -3,1 8,5
10 -4,5 -2,7 0,8
25 1,3 2,7 4,4
30 3,4 4,2 10,8
35 0 7,1 15

Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

W proponowanym modelu kształtu powierzchni ze-
wnętrznych śliwek odmiany Węgierka Zwykła, by błąd 
względny odwzorowania nie przekraczał 5%, należy zasto-
sować wartości wykładników potęg wynoszących: f=1,1; 
d=1,1. 

W tabeli 4 zamieszczono wartości błędu względnego (%) 
dla wymiarów pestki i jej modelu 3D. W proponowanym 
modelu, uzyskanie kształtu powierzchni zewnętrznej pest-
ki z błędem względnym nie przekraczającym 5% jest moż-
liwe przy zastosowaniu wartości wykładników potęg wyno-
szących: f=1,2; d=1; e=3; g=0,6.

Tabela 4. Wartości błędu względnego (%) dla wymiarów 
pestki i jej modelu 3D, przy f=1,2; d=1; e=3; 
g=0,6 

Table 4. The values of relative error (%) for the dimen-
sions of the drupelet and the 3D model, at f = 
1.2; d = 1; e = 3; g = 0.6

Wysokość przekroju (mm) Wartości błędu względnego (%)

5 -4,3

10 -3,1

15 2,6

20 -2

Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study
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Na podstawie porównania nałożonych na płaszczyznę 
XZ rzutów śliwek i ich modeli oraz pestki i jej modelu (rys. 
7) i z wyników zawartych w tabelach 3 i 4 uznano, że pro-
ponowana metoda dokładnie odwzorowuje podstawowe wy-
miary części składowych śliwek (powierzchnia śliwki, pest-
ka). Z analizy danych zawartych w tabelach 3 i 4 wynika, że 
dokładność modeli kształtu śliwek i pestki jest wystarczają-
ca do celów praktycznych, ponieważ błąd względny nie prze-
kracza 5%.

WNIOSKI
1. Równania parametryczne mogą być stosowane do mo-

delowania kształtów śliwek odmiany Węgierka Zwykła 
i ich pestek.

2. Opracowany model 3D bryły śliwki (Węgierka Zwykła) 
odwzorowujący kształt powierzchni śliwki i jej pestki dla 
wartości wykładników potęg d i f wynoszącej 1,1 może 
służyć do reprezentowania rzeczywistych owoców wszę-
dzie tam, gdzie jest wymagana dokładność odwzorowa-
nia kształtu na poziomie błędu względnego wynoszącego 
do 5 %.

3. Odwzorowane równaniami parametrycznymi bryły śli-
wek (Węgierka Zwykła) i ich pestek mają identyczne 
podstawowe wymiary główne jak dla rzeczywistych śli-
wek i ich pestek.

4. Proponowana metoda modelowania powierzchni śliwek 
i ich pestek może być stosowana przez projektantów do 
konstruowania przenośników, separatorów, pakowarek i 
urządzeń do drylowania.
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