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1.  Wstep

Rotator (z matematycznego punktu widzenia) jest to funkcja realizujaca obrot
punktu lub obiektu o danych wspotrzednych wokot okreslonego poczatku uktadu
wspotrzednych. Dla tradycyjnego dwuwymiarowego (2D) uktadu wspotrzednych
kartezjanskich, rotator opisany jest w nastepujacy sposob [1]:

x, = x, cos(a)— y, sin(e)

V=X, sin(a)+ Yo cos(a)
gdzie:

X0, Yo — wspotrzedne punktu przed obrotem,

X1, y1 — wspotrzedne punktu po obrocie,

(D

o — kat obrotu punktu wokot poczatku uktadu wspotrzednych.
Graficzng interpretacje rotacji punktu (1) przedstawiono na rysunku 1.
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Rys. 1. Graficzna interpretacja rotacji punktu w uktadzie wspoirzednych

Rotatory jako funkcje matematyczne sg znane i wykorzystywane juz od wielu lat.
Nawet w dobie powszechnej digitalizacji, cyfrowe odpowiedniki rotatorow sg
powszechnie uzywane, np. w systemach graficznych [2] lub ukfadach cyfrowego
przetwarzania sygnatow (CPS) [3, 4]. W kolejnych punktach przedstawiono
mozliwos¢ realizacji sprzgtowej rotatora przy wykorzystaniu algorytmu CORDIC

[5].

2. Realizacja sprzetowa rotatora

Niniejszy artykut skupia si¢ na problemie implementacji rotatorow w uktadach
FPGA, gdzie bardzo istotnym uwarunkowaniem jest skonczona precyzja zapisu
zmiennych. Przy realizacji rotatorow w bezposredni sposob niezbedne jest
wykonanie az czterech mnozen i dwoch sumowan. Problemem s3 tu zwlaszcza
uktady mnozace, ktéore wymagajg uzycia znacznych zasobow lub specjalnych
blokéw DSP procesora FPGA.

Alternatywg jest tu mozliwo$¢ zastosowania algorytmu CORDIC, ktory oparty
jest na zasadzie kolejnych przyblizen i wykorzystuje jedynie multipleksery
i sumatory. Ponizej przedstawiony zostal iteracyjny algorytm CORDIC
wykorzystany do wykonywania rotacji w systemach CPS [6]:
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a.,,=a/2
P =012
T =112
s;+a,dlas, <0
S, =145,—a;dlas, >0
s;dlas, =0
¢, +a;dlac, <0
¢, =41¢,—a;dlac, >0
¢;dlac, =0
x,+p dlac,>0,s <0 2)

x,—p;dlac, <0,s,20

X, =4x,—rdlac <0,s, <0
x,+r,dlac,>0,5,20lubc; 20,s,>0
x,dlac;=0,s,=0

y,+rdlac <0,s 20

y,—rdlac 20,5 <0

Yim =10y —pidlac; <0,s,<0
y,+p;dlac,>0,s,201lubc, 20,5, >0

y,dlac,=0,s5,=0
gdzie:

ao=1,

so= sin(a),

co=cos(@),

Po=Xot o,

o= Xo — Yo,

Wy = 0,

z0=0,

x1i+1, Yi+1 — kolejne przyblizenia wspotrzgdnych punktu po rotacji.

Na potrzeby niniejszej publikacji zalozono, Ze system o ograniczonej precyzji
zapisu liczb oparty jest na publikacji [6] i dopuszcza zapis zmiennych
staloprzecinkowych na 16-bitach, przy czym zachowana musi by¢ mozliwo$¢ zapisu
wartosci funkcji trygonometrycznych w zakresie <-1,1>. Stad przyjeto zapis
statopozycyjny Q2.14 w systemie U2 dla zmiennych a;, s; i ¢; oraz zapis Q10.6 dla

zmiennych p;, r;, wi 1 z.. Dane wejSciowe systemu to wartosci catkowite z zakresu od
-128 do 127 (zgodnie z systemem U2 8-bit). Pobudzenie o takiej postaci zostaje
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rozszerzone do formatu Q10.6 [6] oraz w odpowiednio analogiczny sposob dane
wyjSciowe przeksztalcane sa ponownie do formatu U2 8-bit uwzgledniajac
zaokraglenie do wartosci calkowite;.

W kolejnym rozdziale przedstawiono analiz¢ dziatania oraz wyniki obliczen rotatora
w systemie o skonczonej precyzji obliczen przy zastosowaniu algorytmu CORDIC

Q).

3. Badanie i analiza dokladnosci rotatora

Zbadanie doktadnosci dzialania rotatora opartego na algorytmie CORDIC
opiera si¢ gldownie na analizie wspotrzednych wyjsciowych po kolejnych iteracjach.
W zwigzku z tym dokonano doktadnej analizy pojedynczych rotatoréw oraz
zbadano wyniki koncowe dla wigkszej losowej grupy. W tabeli 1 zebrano wartoSci
wyjsciowe dla trzech przykladowych rotatorow o losowo dobranych parametrach
poczatkowych.

Jak wida¢ z tabeli 1, przy uwzglednieniu zaokraglen, juz po 8-9 iteracjach

algorytmu uzyskujemy wynik zgodny z oczekiwang warto$cig. Warto tu jednak
zaznaczy¢, ze minimalna ilo$¢ iteracji, koniecznych do uzyskania poprawnego
wyniku, jest rozna dla r6znych danych wejsciowych xo, yo, i a. Moze to skutkowac
uzyskaniem prawidlowych wartosci na wyjsciu rotatora nawet dopiero po 10-11
iteracjach. Zauwazy¢ mozna niewielkg niedoktadnos¢ wartosci x; w 11-tej iteracji
rotatora nr 3. Wynika ona z faktu, ze w 10-tej iteracji osiagni¢to juz prawidlowy
wynik dla przyjetego systemu zapisu liczb. Pomimo tego, zgodnie z (2), system
w kolejnej iteracji dokonal nastgpnego ,,przyblizenia” wyniku, co realnie skutko-
walo jego pogorszeniem. Uniknigcie takiego blgdu dla (2) wymagatoby
przeksztalcenia i wyprowadzenia na nowo catego algorytmu oraz uzupehienia
o dodatkowe warunki, co znacznie zwickszyto by ztozono$¢ obliczeniowg systemu.
W efekcie miatoby to rowniez wplyw na znacznie wigksza zajeto$¢ struktury
w docelowym ukladzie sprzetowym. Biorgc pod uwage, iz dane wyjsciowe
sprowadzane sa do warto$ci catkowitych z zakresu <-128,127>, dla niedoktadnosci
{-1,1}, blad wynosi ok. 0.39% i jest praktycznie pomijalny.
Dodatkowa proba doktadnosci polegala na przebadaniu wynikéw rotacji dla 1000
rotatorow o losowo dobranych parametrach xo, yo 1 kacie rotacji «. Proba ta
wykazata, ze dla warto$ci wynikowych x; 1 y| przeksztatlconych i zaokraglonych do
8-bitowego systemu U2, 816 probek miato prawidtowe wyniki, natomiast 184
probki mialy blad o warto§¢ £1 (w poréwnaniu do wartosci przewidywane;j).
Podobnie jak we wczesniejszym przypadku, daje to biad na poziomie ok. 0.39% dla
18,4% odpowiedzi systemu. Nalezy tu podkresli¢, iz sa to wyniki otrzymane na
podstawie grupy losowej, ktora zaleznie od konkretnych wartoSci moze dawac
mniejsze lub wigksze bledy.
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Tabela 1. Wartosci wyjsciowe dla kolejnych iteracji algorytmu CORDIC

Parametry rotatora nr 1: | Parametry rotatora nr 2: | Parametry rotatora nr 3:
Xo= 57, Yo= -92, Xo= 12, Yo= 105 Xo= -65, Yo= -108
a=-37.672354° a=79.384715° a=-43.563295°
Numer iteracji X1.|OO da_r_1ej yl_po da.r.1ej X1.|OO da_r_1ej yl_po da.r.1ej X1.|OO da_r_1ej yl_po da.r.1ej
iteracji iteracji iteracji iteracji iteracji iteracji
1 -35.000000 |-149.000000| -93.000000 | 117.000000 (-173.000000| -43.000000
2 -17.500000 | -74.500000 | -46.500000 | 58.500000 | -86.500000 | -21.500000
3 -26.250000 |-111.750000| -75.750000 | 35.250000 (-129.750000| -32.250000
4 7.625000 |-116.125000] -90.375000 | 23.625000 |-108.125000| -26.875000
5 -5.437500 |-106.812500| -96.187500 | 30.937500 |-118.937500| -29.562500
6 -10.093750 |-105.718750| -99.843750 | 28.031250 (-124.343750| -30.906250
7 -10.640625 |-108.046875(-101.296875| 29.859375 |-123.671875| -33.609375
8 -11.812500 |-107.765625|-100.375000| 30.593750 (-122.312500| -33.265625
9 -11.218750 |-107.906250(-100.750000| 31.062500 |-121.625000| -33.093750
10 -11.140625 |-107.609375|-100.937500| 31.296875 |-121.531250| -33.437500
11 -10.984375 |-107.656250(-101.062500| 31.203125 |-121.359375| -33.390625
Wartos$¢
oczekiwana | 1) 109375 | 107.65625 | -101 | 31.140625 | -121.53125 | -33.46875
(w systemie
U2 Q10.6)
Wartos$¢
oczekiwana | -y, -107 -101 31 122 33
(w systemie
U2 8-bit)
4. Whioski

Niniejszy artykut skupia si¢ na problemie realizacji rotatora w systemach
o skonczonej precyzji obliczen z wykorzystaniem algorytmu CORDIC. W efekcie
przeprowadzonych badan i analiz (rozdziat 3) mozna stwierdzi¢, ze wyniki sg
bardzo dobre i taka realizacja rotatorow jest idealna do implementacji w stabszych
uktadach scalonych czy mikroprocesorach. Dodatkowym atutem jest tu mozliwo$é
regulacji doktadno$ci poprzez zmiang ilosci iteracji lub nawet korekte doktadnosci
zapisu réznych parametrow. Oczywiscie zmniejszenie iteracji lub rozdzielczo$ci
bitowej ma tez wplyw na zmiang¢ rozmiaréw struktury i zajetosci w ukladzie
docelowym. Mozliwos¢ stosowania rotatoréw do realizacji filtrow FIR [3, 4, 6],
daje ciekawg alternatywe wobec klasycznej realizacji splotu, ktora czgsto wymaga
uzycia wielu blokéw mnozacych, co zazwyczaj uniemozliwia potokowa realizacje
przetwarzania. Struktury rotatorowe bazujagce na CORDIC’u, ze wzgledu na
organizacj¢ obliczen, od razu przetwarzaja dane w sposob potokowy, tzn. za
kazdym cyklem zegara pobierana jest jedna probka wejsciowa i jednoczes$nie
zwracana jest jedna probka wyjsciowa. Dalsze prace i badania bedg skupialy si¢ na
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modyfikacji (2) oraz zmianie rozdzielczosci bitowej, tak aby otrzymac jeszcze
mniejsze struktury sprzetowe oraz w miar¢ mozliwosci bardziej doktadne rotatory
sprzetowe bazujace na algorytmie CORDIC.
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Streszczenie

W artykule dokonano pomiaru doktadnosci algorytmu CORDIC stosowanego
do realizacji rotatora uzywanego m.in. w dedykowanych systemach CPS. Badania
dotyczyty implementacji struktury w ukladzie o skonczonej precyzji obliczen.
Wykonane zostaly szczegdétowe pomiary wynikow algorytmu dla poszczegélnych
iteracji oraz dokonano ogolnej analizy dla wigkszej grupy losowej. Przedstawione
wyniki daty podstawg do oceny prawidtowego dziatania algorytmu oraz wykazaty
zalety 1 wady takiego podejscia do realizacji sprzgtowej rotatorow.

Abstract

In this paper, the accuracy of the CORDIC algorithm is measured and present.
This algorithm is used to the rotation realization, which is utilized e.g. in dedicated
DSP systems. The research is related to the structure implementation in a system
with finite-precision arithmetic. Detailed measurements of the results of the
algorithm for each iteration are made and also general analysis of a larger random
group is presented. The results allow to rate CORDIC algorithm and show pros and
cons this approach to hardware realization of rotation.



