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Streszczenie: W pracy bada si¢ efekty wprowadzenia odnow prewencyjnych do systemu
eksploatacji, realizowanych przez wymiany wedlug wieku obiektow technicznych
posiadajacych gwarancje producenta 1 nienaprawialnych. W tym celu bada si¢ koszt
przypadajacy na jednostke czasu, wynikajacy z wykonywanych w systemie eksploatacji
wymian profilaktycznych 1 napraw. Funkcje wyrazajaca ten koszt w zaleznosci od czasu
wymiany zdefiniowano w oparciu 0 podstawy teorii procesow semi—Markowa.
Sformutowano warunki dostateczne istnienia minimum kosztu wymian w przypadku, gdy
czas do uszkodzenia ma niemalejacag funkcj¢ intensywnosci uszkodzen. W koncowej czesci
artykutu przedstawiono przyktad numeryczny ilustrujacy przedstawione w pracy wyniki.

Abstract: This paper investigates the effect of introducing preventing replacement to
maintenance system implemented by age-replacement of technical objects with value
manufacture’s warranty and non-repairable. In order to examine this, the cost per unit time,
resulting from the use of the preventive replacements and repairs system is investigated. The
function expressing the cost depending on the time of the exchange is defined basing on the
foundations of the theory of semi-Markov processes. Sufficient conditions of the existence of
the minimum of the criteria function were formulated, in this case when the failure rate
function is increasing. In the final part of the paper was presented a numerical example
illustrating the findings of the paper.

1. Wstep

Celem utrzymania wystarczajagcego poziomu niezawodnosci 1 gotowos$ci systemu
eksploatacji wprowadza si¢ do systemu eksploatacji wymiany prewencyjne wedlug wieku



elementow lub podsystemow. Wymiany wedtug wieku sg znane od dawna, na przykiad [2].
Zagadnienie to bylo badane poprzez rozwijanie teorii wymian profilaktycznych wedlug wieku
dla réznych przypadkow szczegdlnych. W szczegodlnosci w pracach [3, 4, 10, 12] otrzymano
caty szereg waznych wynikow analitycznych. Jednak znacznie p6zniej opracowano metody
wymian wedlug wieku dla obiektow technicznych posiadajacych gwarancje producenta.
Gwarancja producenta w obecnym czasie jest podstawowym elementem wspotczesnego
rynku. Podstawowa rolg gwarancji jest oferta zawierajaca wykaz czynnosci ktore ma podjac
kupujacy, gdy produkt ulegnie uszkodzeniu w okresie gwarancji. Gwarancja producenta
na produkt tworzy zachete¢ dla kupujacego do roznych zobowigzan, podnosi reputacje
producenta, ma wptyw na udziat w rynku 1 potencjalne zyski. Szczegdlowa dyskusje
I przeglad wynikoéw dotyczacych réznych podejs¢ do gwarancji na produkt zamieszczono
W pracach [5, 6, 7]. W szczego6lnosci dla produktéw nienaprawialnych polityke gwarancyjna
przedstawiono w pracy [5]. Analizowana w tej pracy polityka gwarancyjna realizuje si¢ przez
strategiec wymiany uszkodzonego elementu w okresie gwarancji na nowy element z peing
gwarancja. Model matematyczny i analize kosztow dla takiej strategii wymian rozwinigto
w pracach [1, 8, 13]. W pracy [14] zdefiniowano funkcje kryterialng wyrazajacg koszty
zwigzane z wykonywaniem wymian prewencyjnych elementéw nienaprawialnych
z gwarancja w przypadku, gdy czas do uszkodzenia ma rozklad z rosnaca funkcja
intensywnosci uszkodzen. W cytowanej pracy funkcja kryterialna zalezy od rozktadu czasu
do uszkodzenia, kosztéw naprawy i wymiany profilaktycznej oraz dlugosci okresu gwarancji.
Zaktada sig, ze czasy napraw i wymian profilaktycznych sa pomijalne. W tej pracy rozwaza
si¢ funkcje kryterialng ogélniejszg niz rozwazana w pracy [14], uwzgledniajacg niezerowe
czasy napraw i czasy odndéw prewencyjnych. Budowe funkcji kryterialnej g(x) oparto
0 wlasnosci graniczne procesOw semi—Markowa. Celem pracy jest sformutowanie warunkow
istnienia minimum funkcji g(x) opisujacej straty w systemie eksploatacji.

2. Podstawowe oznaczenia i pojecia

W pracy uzywa si¢ nastepujacych oznaczen:
S1 — stan poprawnej pracy,
S, — stan naprawy (odnowy) w okresie trwania gwarancji,
S; — stan wymiany prewencyjnej po okresie gwaranciji,
S4 — stan naprawy (odnowy) po okresie gwarancji,
Z, — koszt na jednostke czasu naprawy (odnowy) w okresie gwarancji,
Z3 — koszt na jednostke czasu wymiany prewencyjnej,
Z4 — koszt na jednostke czasu naprawy (odnowy) po okresie gwarancji,
W — dlugos$¢ okresu gwarancji,
T1 — czas zycia obiektu technicznego (czas do uszkodzenia),
T, — czas trwania naprawy (odnowy) w okresie trwania gwarancji,
T3 — czas trwania wymiany prewencyjnej po okresie gwarancji,
T4 — czas trwania naprawy (odnowy) po okresie trwania gwarancji,
ETi — wartos$¢ $rednia zmiennej losowej Ti, i = 1, 2, 3, 4,
x —wiek wymiany (profilaktycznej) obiektu technicznego (elementu),
f(t) — gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej czasu zycia Ti,
F(t) — dystrybuanta zmiennej losowej T1, F(t) = P{T1 < t},
R(t) — funkcja niezawodnos$ci zmiennej losowej T1, R(t) = 1 — F(t),
Mt) — funkcja intensywno$ci uszkodzen dla czasu do uszkodzenia T1, A(t) = f(t) / R(t),
g(x) — funkcja kryterialna opisujgca strate przypadajacg na jednostke czasu w zaleznoSci
od czasu wymiany X.
W pracy [14] pokazano, ze jezeli w chwili x przeprowadzono odnowg¢ prewencyjna,
to koszt na jednostke czasu jest dany wzorem



¢, R(w) +c,F(x)

ET00 , dla w<x,
90 =1 ¢ R(X) + ¢ F(x) y @)
T , dla w>x,

gdzie: cq oznacza koszt wymiany uszkodzonego elementu, ¢, oznacz koszt zakupu elementu
oraz ET(x) jest catka postaci

ET(x)= j R(s)ds . (2)

Funkcja g(x) okreslona wzorem (1) jest ciggta dla x > 0 i rézniczkowalna dla x # w.
W pracy [14] podano warunki dostateczne, dla ktorych funkcja g(x) posiada minimum.
W przedstawionym w pracy modelu wymian wedlug wieku, nie uwzglednia si¢ czasow
wymian i czasow odnow prewencyjnych. Zbudowany w pracy model semimarkowski
uwzglednia czasy wymian oraz odnéw i opiera si¢ na twierdzeniu granicznym dla procesOw
semi-Markowa ze skonczong liczbg stanow [9]. Jednym z zalozen tego twierdzenia jest
wymaganie, aby wartosci §rednie ETi, i = 1, 2, 3, 4 czasow Ti, i = 1, 2, 3, 4 przebywania
w stanach byly dodatnie. W modelu semimarkowskim funkcja kryterialna g(x) zalezy
od rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej T1, wartosci $rednich ETi, i = 1, 2, 3, 4,
kosztow jednostkowych zi, i = 1, 2, 3, 4 oraz od prawdopodobiefstw granicznych p’i(X),
i=1, 2, 3, 4 wlozonego w proces semimarkowski X(t) tancucha Markowa. Wiadomo, ze
[9, 11] funkcja kryterialna g(x) wyrazajaca koszt napraw i wymian ma postac

S 2,ET,p; ()
9(x) = H—, (3)
> ETp; (9

gdzie z; jest kosztem jednostkowym przebywania obiektu technicznego w stanie Si, pi (X) jest
prawdopodobienstwem granicznym tancucha Markowa wlozonego w proces semi—Markowa,
przy zatozeniu, ze w chwili x dokonywana jest wymiana profilaktyczna. W dalszych
rozwazaniach przyjmuje si¢ z: = 0.

3. Model matematyczny problemu

W pracy pokazuje si¢ mozliwos¢ innego niz w znanych pracach podejscia
do konstrukcji funkcji kryterialnej g(x). Podejscie to opiera si¢ na zastosowaniu granicznych
wilasno$ci procesow semimarkowskich do budowy funkcji kryterialnej. W celu zbudowania
takiego modelu wyr6zniono cztery stany Si, Sz, Sz3i S4 procesu semi—Markowa X(t).

Na podstawie warunkow definiujacych stany Si, Sz, Ss, Ss4 macierz P
prawdopodobienstw przej$cia wlozonego tancucha Markowa mozna zapisa¢ w postaci

0 pp(X) Pu() pu(x)
p— , (4)



gdzie x jest wiekiem wymiany. Prawdopodobienstwa warunkowe p1i(X), i = 2, 3, 4 wyznacza
si¢ osobno dla przypadkow x < w i1 x > w. Jako pierwszy rozwaza si¢ przypadek, gdy X < w.
Jesli czas wymiany x < Ty, to naprawa nastgpila w okresie trwania gwarancji (stan S»), stad

p12(X) = F(X).

Jesli x > Ty, to w okresie gwarancji realizuje si¢ wymiang prewencyjng (stan Sz), stad
p13(X) = R(X).

W przypadku, gdy x < w, to dla naprawy po gwarancji (stan Sa) jest
p1a(x) = 0.

Dla x > w naprawa jest realizowana, gdy w < Ty, stad
p12(X) = F(w).

Jesli T1 > x, to realizuje si¢ wymiang prewencyjna, stad
p13(X) = R(X).

Naprawa po okresie gwarancji jest realizowana, gdy w < T1 <x, stad

p1a(X) = F(X) — F(w).

Latwo mozna sprawdzi¢, ze w obu rozwazanych tu przypadkach dla macierzy (4) prawdziwa
jest rownos¢

p12(X) + p13(X) + p1a(x) = 1.

Wiadomo, ze [9] prawdopodobienstwa graniczne pi (X), i = 1, 2, 3, 4 we wzorze (3) wyznacza
si¢ jako rozwigzanie uktadu rownan liniowych postaci

pr(x)pij =p;(x), gdziej=1,2,3,4.

Powyzszy ukfad rownan jest uktadem zaleznym, dlatego jedno z réwnan zastgpuje sie
warunkiem normalizacyjnym postaci

>pi (x) =1.

Dla x < w rozwigzuje si¢ uktad réwnan postaci:
F(X) p'(x) = p2'(x),
R(X) p1'(x) = ps’(x), (5)



ps (x) =0,
P (X) + P2 () + p3(x) + pa (x) = 1.
Rozwiazanie uktadu rownan liniowych (5) dla X < W jest nastepujace:
P 1(X) =%,
p2(x) = ¥ F(x),
X (6)
p3(x) = "2 R(x),
p"4(x) = 0.
Natomiast dla x > w uktad réwnan ma postac:
F(w) pr(x) = p2(x),
R(X) p1'(x) = ps’(x), ()
[ F(x) — F(w) 1 py(x) = pa"(x),
PL(X) + P2 () + ps (X) + pa’(x) = 1.
Rozwigzanie uktadu rownan liniowych (7) dla x > w jest nast¢pujace:
(%) = %%,
p2(x) = Y2 F(w),
X (8)
P 3(x) =2 R(x),
P a(x) = %2 (F(x) — F(w)).

Uwzgledniajac, ze w analizowanym modelu wymian wedhug wieku przyjmuje sie, ze z1 = 0,
stad funkcja kryterialna (3) dla X < w ma postac

(x) _ Z,F(X)ET, +z;R(X)ET,

_ , 9)
ET(X) + F(X)ET, + R(X)ET,

gdzie ET(x) jest funkcja okreslong wzorem (2).

Na podstawie (6) i (9) funkcj¢ kryterialng gi(x) dla X <w mozna teraz przedstawi¢ w postaci

g,(x) = B,F(x)+C,

x) = , (10)
ET(X)+BF(x)+C

gdzie wspotczynniki Bi, B, C11 C wyrazone sg nastepujaco:



B1=ET2z2 — ET32z3,

B=ET,-ETs,

(11)
C1=ETsz3,
C=ETs.

Na podstawie (8) i (9) funkcje kryterialng g(x) dla X > w mozna teraz przedstawi¢ w postaci

D,F(x)+E
g,(x)= 2P *E (12)
ET(x)+ DF(x) + E
gdzie:
D1 =ETs4z4 - ET323,
D=ET4-ETs,
(13)

E1=F(W) [ET4z4—ET222] + ET3z3,
E =F(w) [ET4—ET2] + ETs.

Glownym problemem rozpatrywanym w pracy jest sformutowanie warunkéw istnienia
minimum funkcji g(x) przy warunku x > 0, okre$lonej nastepujaco

_[9,(x), dla x<w,
g(x)_{gz(x), dla x>w.

Na podstawie wzorow (10), (11), (12) i (13) wnioskuje si¢, ze funkcja kryterialna g(x) zalezy
od rozktadu zmiennej losowej T1, dtugosci okresu gwarancji w, kosztow jednostkowych zo, z3
i Za, Srednich czasow ET2, ET3zi ET4 przebywania w stanach Sz, Sz i S4 procesu.

4. Wlasnosci funkcji kryterialnej

Pochodna funkcji kryterialnej (10) jest rowna

6, (%)= %) (B H(x)~ C, + A(x)[B,C~ BC,1}, (14)
M7 (X)

gdzie My(x) = ET(x) + BF(x) + C oraz H(x) = ET(x) A(x) — F(x).

Mianownik Mz1(x) pochodnej funkcji kryterialnej (10) jest funkcja rosnacg od M1(0) = C >0
do My(x0) = ET1 + B + C. Stad wynika, ze M1(X) > 0. Znak pochodnej funkcji kryterialnej jest
taki sam jak znak funkcji hi(x), ktorg mozna zapisa¢ w postaci

h1(x) = 01 H(x) + B1 + MX) v1,

gdzie przyjmuje si¢ nastepujgce oznaczenia:



a1 = By,
B1=-Cy,

v1= B1C-BCxs.

Wspotczynniki o, B1 1y1 wyrazajg si¢ wzorami:
a1 =ET222 - ET31z3,
B1=—-ETsz3, (15)
v1= ET2 ET3(z2 — z3).

Analogicznie pochodna funkcji kryterialnej (12) ma posta¢

iy = _R(X)
QZ(X)_ME(x)

{D1H(X) - E1 + X(X) [DlE - DEl]}’ (16)

gdzie Ma(x) = ET(x) + DF(x) + E.
Mianownik M2(x) pochodnej funkcji kryterialnej (12) jest okreslony wzorem
M2z(x) = ET(x) + F(x) (ET4—ETz) +F(w) (ET4—ET2) + ETg,
Ma(X) = ET(X) + F(X) ET4+F(w) (ET4 — ET2).

Jesli ET4 > ETo, to prawdziwa jest nierdwnos¢ Mz(x) > 0. Znak pochodnej (16) funkcji
kryterialnej jest taki sam jak znak funkcji ha(x), ktérg mozna zapisaé w postaci

ha(x) = a2 H(X) + B2 + M(X) 72,
gdzie wspotczynniki az, B2 1 y2 wyrazajg si¢ wzorami:
o2 =D1=ET424—-ET323,
Bo=—E1=FW) [ ETs4z4— ET222] — ET3123,
v2 = DiE — DEx.
Po przeksztatceniach wspotczynnik y» mozna zapisac¢ jako
v2=F(W) [ET2 ETs (z4 —22) + ET2 ET3 (22— z3) + ET3 ET4(z3 — 24)] + ET3 ET4(z4 — 23).
Lemat 1. Jesli ET4 > ET3 i z4 > z3, to prawdziwa jest nierownosc¢ y2 > 0.
Dowod. Grupujgc dwa ostatnie sktadniki powyzszej sumy mozna zapisaé jako

v2=F(W) [ET2 ET4 (z4 — z2) + ET2 ET3 (22 — z3)] + R(W) ET3 ET4(z4 — 23).



Korzystajac z tego, ze ET4 > ETs otrzymujemy nieréwnos¢
v2 > F(W) ET2 ET3[ (22 — 22 + 22 — 23] + R(W) ET3 ETa(zs — 23).
Z tego, ze Z4 > 73 Otrzymano
Y2 > (z4 — 23) ET3[F(W)ET2+ R(w) ET4],
co konczy dowod lematu 1.

Podczas formutowania kryteriow istnienia minimum funkcji kryterialnej g(x) wygodnie jest
bada¢ funkcje h(x) okreslong nastepujaco:

h(x) = h1(x) dlax e<0, w> oraz h(x) = hz2(x) dla x e (w, «),
gdzie hi(x) = ai H(x) + Bi + vi Mx),1=1, 2.
Bardzo wazng wlasnos¢ funkcji h(x) ujmuje lemat 2.
Lemat 2. Jezeli jednostkowe koszty napraw po okresie gwarancji przekraczajg jednostkowe koszty
napraw w okresie gwarancji i wymiany prewencyjnej po okresie gwarancji oraz dla wartosci $rednich
zachodzi ET4 > ETa, to h(w*) — h(w) > 0, gdzie h(w") jest granicg prawostronng funkcji h(x)
w punkcie x = w.
Dowod. Wiadomo, ze:
a2—ou=ETs4z4-ET222>0, a7
Bo— Pr=F(w) [ETs z4— ET2 22] > 0. (18)

Woweczas roznica

v2 —y1= F(W) [ET2 ET4 (z4 — 22) + ET2 ET3 (22 — z3) + ET3 ETa(z3 — z4)] + ETz ET4(z4 — 23)
—ET2 ET3(z2 — 23),

po pogrupowaniu ostatnich sktadnikow moze by¢ zapisana w postaci:
v2 —v1= F(W) ET2 ET4 (24 — 22) — R(W) ET2 ET3 (22 — z3) + R(W) ET3 ETa(z4 — 23),
v2—v1= F(W) ET2 ET4 (z4 — z2) + R(W) ET3 [ ETa(zs — z3) — ET2 (22 — z3)].
Korzystajac z tego, ze ET4 > ET2 i z4 > z3 dla rdznicy y2 — y1 mozna zapisac
Y2 —v1 > F(W) ET2 ET4 (24 — 22) + R(W) ET3ET2(z4 — 22),
stad y2 —y1>0.

Ostatnia nier6wnos$¢ i nieréwnosci (17) i (18) dowodza prawdziwosci tezy lematu 2.



5. Warunki istnienia minimum funkcji kryterialnej

Badanie funkcji kryterialnej g(x) rozwaza si¢ przy nastepujacych zatozeniach:

Z1.B1+vy1f(0) <0,

Z2. Funkcja intensywnosci uszkodzen A(t) zmiennej losowej T jest niemalejaca (T1€ IFR),
Z3.ET4> ETy,

Z4. ET4>ETs,

Z5. 24> 75,

Z6. 24> Z3.

Pierwsze zalozenie jest zwykle stosowane przy rozwazaniu wymian prewencyjnych [9].
Latwo jest zauwazy¢, ze dla wielu znanych rozktadéw prawdopodobienstwa zachodzi
f(0")=0. Na przyktad dla rozkladu Weibulla i rozkladu gamma z rosngca funkcja
intensywno$ci uszkodzen warunek ten jest spetniony. Jesli zatem f(0*) = 0, to w tej pracy
zawsze prawdziwa jest nierownos$¢ P1 = — ETs zz3 < 0. Bardzo waznym jest zatozenie
mowigce, ze funkcja intensywnos$ci uszkodzen A(t) jest niemalejaca (T1 € IFR).

5.1. Badanie funkcji kryterialnej w przedziale <0, w>

Do badania funkcji g(x) w przedziale <0, w> przyjmuje si¢ zatozenia Z1 i Z2. Nizej
rozwaza si¢ cztery przypadki dla wspotczynnikow aa, yi.

Przypadek 1. 01 >0, y1>0

Funkcja hi(x) rosnie w przedziale <0, w> od warto$ci h1(0) = B1 + y1 f(0") < 0 do wartosci
hi(w). Mozliwe sg dwa przypadki:

(A): hz(w) >0,

(B): hy(w) <0.

Przypadek 2. 01 <0,y1 <0
Funkcja hi(x) maleje w przedziale <0, w> od wartosci B1 + y1 f(0%) < 0 do wartosci hi(w).
Mozliwy jest przypadek (B).

Przypadek 3. 01> 0,y1 <0
Pochodna funkcji hi(x) wyraza si¢ wzorem

hy’(x) = A’(x) [oa ET(x) + y1].

Niech u(x) = a1 ET(x) + y1, wtedy u(x) rosnie od u(0) = y1 < 0 do u(w). Mozliwe sg dwa
przypadki:

(@): u(w) <0, wtedy u(x) <0 dla xe<0, w>, stad h1(x) maleje i zachodzi przypadek (B),

(b): u(w) > 0, w tym przypadku funkcja u(x) zmienia znak z ,,—” na ,,+”. Funkcja u(x) osigga
zatem minimum. Mozliwe sa przypadki (A) i (B).

Przypadek 4. 01 <0,y1>0

Funkcja u(x) maleje od u(0) = y1> 0 do u(w). W zaleznosci od znaku u(w) wyroznia si¢ dwa
przypadkKi:

(©): u(w) > 0, wtedy funkcja hi(x) rosnie dla xe<0, w>, zatem mozliwe sg przypadki (A)
i (B),



(d): u(w) < 0, w tym przypadku u(x) zmienia znak z ,+” na ,—", skad funkcja hi(x)
w pewnym punkcie Xo osigga maksimum. Formalnie mozliwe sa trzy nast¢pujace przypadki:
(1): h1(xo) <0, wtedy hi(w) <0, przypadek (B),

(ii): hi(xo) > 01ihi(w) <0,

(iii): h1(xo) > 0 i hy(w) > 0.

Przypadki (1) i (iii) s3 rozwazane w ponizszym wniosku.
Lemat 3. Jesli a1 <0, y1 > 0 i funkcja hi(x) osigga maksimum w punkcie xo, t0 h1(Xo) < 0.

Dowod. Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia maksimum funkcji  hi(x)
w przedziale <0, w> jest zmiana znaku pochodnej h1’(x) w pewnym punkcie Xo, tzn. funkcji
u(x) z ,,+” na ,,—”. Dla funkcji u(x) mozna napisa¢ u(Xo) = a1 ET(Xo) + y1 =0, stad ET(Xo0) = —
v1/ a1. Ostatnig rowno$¢ wstawia sie¢ do wzoru na funkcje hi(x). Stad hi(Xo) = — a1 F(Xo) + P1.
Jesli hi(Xo) > 0, to F(Xo) > PB1 / a1. Podstawiajgc do prawej strony ostatniej nierdwnosci wzory
(15), nierowno$¢ ta mozna zapisa¢ w postaci

F(xo) >1/(1-ET2z2/ ET323). (19)

Z tego, ze a1 < 0 wynika prawdziwos$¢ nieréwnosci 0 < (ET2z2) / (ET3z3) < 1, stad ostatecznie
na podstawie (19) wnioskuje si¢, ze F(Xo) > 1. Ostatnia nierdwno$¢ jest sprzeczna
z podstawowa wlasnoscig dystrybuanty zmiennej losowej. Zatozenie hi(Xo) > 0 nie jest zatem
w tym dowodzie prawdziwe co konczy dowod lematu 3.

Z tezy lematu 3 wynika, ze przy dokonanych zalozeniach przypadki (ii) oraz (iii)
nie wystepuja w rozwazaniach pracy.

5.2. Badanie funkcji kryterialnej w przedziale (w, )

W tym podpunkcie przyjmuje si¢ nastepujace zatozenia: Z2, Z3, Z4, Z5 i Z6.
Przyjecie tych zalozen pozwala na korzystanie z nierdwnosci o2 > 01 y2>0. Z (17) i lematu 1
wynika, ze funkcja ha(X) jest rosngca dla x e (w, «0). Rozwaza si¢ przypadki:

(C): ha(w) > 0, wtedy z tego, ze funkcja ha(x) jest rosnagca wynika, ze dla kazdego x € (w, )
funkcja g(x) jest rosnaca,

(D): ha(w) < 0 i h2(x) rosnie do hz(0) < 0, wtedy h2(x) < 0 dla kazdego x € (w, ). Funkcja
g(x) maleje w przedziale (w, ),

(E): ha(w) < 0 i hz(e0) > 0. Funkcja ha(x) rosnie i jest jedna zmiana znaku z ,—” na ,,+”.
Funkcja kryterialna g(x) ma minimum w pewnym punkcie Xg € (w, «).

5.3. Analiza funkcjidlax >0

Dlax € (0, w ) w wyrdzniono dwa przypadki (A) i (B), natomiast dla X e (w, ©) trzy
przypadki (C), (D) i (E). Formalnie w celu zbadania przebiegu funkcji kryterialnej g(x) dla
X > 0 nalezy zbada¢ 6 par przypadkow. Jednak doktadniejsza analiza wtasnosci funkcji g(x)
pozwala wyeliminowac¢ niektore pary przypadkow.

Przypadek (A, C): (A): hi(x) >0, (C): ha(w) >0
Na podstawie lematu 2 stwierdzono, ze w przypadku (A, C) wystarczy rozwazac
(A): h(x) >0, (C): ho(w) > 0. Mozna zatem sformutowac nastgpujacy wniosek:



Whiosek 1. Dla przypadku (A, C) funkcja kryterialna g(x) osiagga doktadnie jedno minimum
w punkcie xo € (0, w).

Na podstawie lematu 2 wnioskuje sie, ze pary przypadkow (A, D) i (A, E) nie moga wystgpic.
Dla pary (B, C): (B): hi(w) <0, (C): ho(w) > 0 rozwaza si¢ zbior

K={w:hi(w)=0, ha(w)=0}.
Oczywisty jest wniosek:

Whiosek 2. Jezeli dla przypadku (B, C) zbiér K # @, to dla kazdego xo €K funkcja g(x)
osigga minimum.

Wprowadzenie dodatkowego zalozenia na funkcj¢ intensywno$ci uszkodzen prowadzi do
nastepujacego wniosku:

Whiosek 3. Jezeli funkcja intensywnosci uszkodzen A(x) jest rosngca, to funkcje hi(x) i ha(x)
sa rosngce 1 dla (B, C) funkcja kryterialna g(x) osigga doktadnie jedno minimum w punkcie
Xo=W.

Dla pary (B, D) jest (B): hi(x) <0, (D): ha(w) < 0, ho(0) < 0. Z tego, ze funkcja ha(x) jest
niemalejagca i z lematu 2 wynika, ze wystarczy rozpatrywaé przypadek, gdy hi(x) < O,
ha(w) < 0 i ha(o0) < 0. Wowczas prawdziwy jest nastepujacy wniosek:

Whiosek 4. Dla przypadku (B, D) funkcja kryterialna g(x) maleje.

Dla pary (B, E) jest (B): hi(w) < 0, (E): ha(w) < 0, ha(0) > 0. Przypadek szczegdlny, gdy
hi(w) <0, ha(w) = 0 rozwazano dla przypadku (B, C).

Whiosek 5. Jesli hy(w) < 0, ho(w) < 0§ ha(eo) > 0, to istnieje punkt Xo € (W, ), w ktorym
funkcja g(x) osigga minimum.

Whnioski 1, 2, 3, 4 i 5 zawieraja warunki dostateczne istnienia minimum funkcji kosztu g(x).
Przyklad obliczeniowy
Przyktad 1. W tym przykladzie optymalizacje funkcji kryterialnej realizuje si¢ dla dwoch
rozktadow zmiennej losowej T1. W pierwszym zaktada si¢, ze zmienna losowa T1 ma rozktad
Weibulla z funkcjg gestosci prawdopodobienstwa postaci

f) =abt"texp(-at®),
dlat>0,a>0,b>0.

Czas do uszkodzenia Ti e IFR, jesli b > 1. Drugim rozkladem rozwazanym w tym
przyktadzie jest rozktad gamma z funkcjg gestosci postaci

_ 1 a-1,-XB
f(x)_—B“F(a)x e,

dlax>0,a >0, >0, symbol I'(a) oznacza funkcje gamma okreslong wzorem



(o) = [x* e dx.
0

Jesli a > 1, to czas do uszkodzenia T1 € IFR. W obliczeniach przyjeto nastepujace wartosci
parametrow:

ET,=0.10,z2,=1.2,

ET;=0.01,23=0.7,

ET4=0.15,24=15.

W przyktadzie rozwaza si¢ okres gwarancji w = 1. Do obliczen przyjeto nastepujace Warto$ci
parametrow rozktadu Weibulla: a = 0.4, b = 2. Warto$ci parametréw rozkladu gamma
przyjeto jako o = 3.63 i B = 0.38. Wartos$ci parametrow o i  rozktadu gamma dobrano tak,
aby w dla obu rozwazanych czaséw do uszkodzenia warto$¢ srednia rozkladu gamma
ET: = pa = 1.4 i warto$¢ dystrybuanty F(w) = 0.33. Wykresy funkcji g(x) dla obu rozktadow
pokazano na rysunku 1.
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Rys. 1. Wykresy zalezno$ci kosztu wymiany profilaktycznej dla rozktadow gamma i Weibulla
Fig. 1. Graphs of the cost of preventive replacement for gamma and Weibull distributions

Wykresy funkcji kosztow pokazane na powyzszym rysunku sg wyznaczone dla tych
samych warto$ci parametrow, rdznig si¢ tylko typem rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej
losowej T oznaczajacej czas do uszkodzenia. Analiza wykresow pokazuje, ze obie funkcje
kryterialne osiggaja warto$¢ minimalng dla zblizonych chwil czasowych. Jednak sa pewne
roznice w optymalnych wartosciach funkcji kryterialnej. Warto§¢ minimalna funkcji
kryterialnej dla rozktadu gamma jest mniejsza niz dla rozkladu Weibulla. Pokazuje to, Ze
identyfikacja typu rozktadu prawdopodobienstwa czasu do uszkodzenia jest wazna
w zadaniach eksploatacji.

6. Whnioski

W pracy utworzono funkcj¢ kryterialng opisujaca koszt dziatania systemu eksploatacji
w przypadku stosowania wymian wedlug wieku elementéw (obiektow technicznych)
posiadajacych gwarancje producenta i nienaprawialnych. Sformutowano kryteria istnienia
minimum kosztu takich wymian. Udowodniono, ze przy ogélnych zatozeniach funkcja



kryterialna posiada doktadnie jedno minimum. Pokazano przyktad numeryczny, w ktorym dla
dwoch rozktadow czasu do uszkodzenia funkcja kosztu osigga warto$¢ minimalng. Jest to
dowodem na to, ze w praktyce mogg wystepowac sytuacje, w ktorych minimalizacja kosztow
utrzymania systemu eksploatacji jest mozliwa W wyniku realizacji wymian obiektow przed
uplywem okresu gwarancyjnego.
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